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ÇÀÎ×ÍÀß ØÊÎËÀ
ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Äîðîãèå ðåáÿòà,  ó÷èòåëÿ èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè!
Çàêîí÷èëñÿ ïåðâûé  (è óæå íà÷àëñÿ âòîðîé) ó÷åáíûé ãîä  â Çàî÷íîé øêîëå ñîâðå-

ìåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÇØÑÏ), îðãàíèçîâàííîé ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèì ôàêóëü-
òåòîì Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ñîâìåñòíî ñ íàøèì æóð-
íàëîì (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü øêîëû ïðîôåññîð È.Â. Ðîìàíîâñêèé).

Çà ýòî âðåìÿ ìû ïîëó÷èëè íåñêîëüêî ñîòåí ïèñåì, è áîëåå ñîòíè ðåáÿò ñòàëè ó÷åíè-
êàìè øêîëû. Õî÷åòñÿ ïîäâåñòè ïðîìåæóòî÷íûå èòîãè ðàáîòû øêîëû, îòâåòèòü íà íåêîòî-
ðûå âîïðîñû, êîòîðûå ÷àñòî çàäàâàëè ðåáÿòà è ó÷èòåëÿ, à ïîðîé è ñàìè îðãàíèçàòîðû.

Êàêóþ öåëü ñòàâèò ïåðåä ñîáîé Çàî÷íàÿ øêîëà ñîâðåìåííîãî ïðîãðàììèðîâàâíèÿ?
Êàê ñòàíîâÿòñÿ ó÷åíèêàìè ÇØÑÏ è êàê â íåé ó÷àòñÿ?
Êàêèå âñòðå÷àþòñÿ îøèáî÷íûå îæèäàíèÿ ó ðåáÿò, îáðàùàþøèõñÿ  â øêîëó?
Ïîëó÷àþò ëè âûïóñêíèêè øêîëû ñâèäåòåëüñòâà îá îáó÷åíèè è êîãäà?
Êàêèå èçìåíåíèÿ ïëàíèðóþòñÿ â ðàáîòå øêîëû íà î÷åðåäíîé ó÷åáíûé ãîä?

Èòàê, ÷òî æå òàêîå «Øêîëà ñîâðå-
ìåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ». Ìíîãèå ðåáÿòà
îøèáî÷íî ïîëàãàëè,  ÷òî ýòî åùå îäèí ñïî-
ñîá îñâîèòü êàêîé-ëèáî ÿçûê ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (íàïðèìåð, â ïèñüìàõ âñòðå÷àëèñü
VisualBasic, Delphi, Java). Ðàçóìååòñÿ, îñ-
âîåíèå íîâîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ �
äåëî ïîëåçíîå. Áîëåå òîãî, â îäíîì èç çàíÿ-
òèé ìû ïîçíàêîìèëè ó÷åíèêîâ  øêîëû ñ
ÿçûêîì PostScript, íà êîòîðîì ìàëî êòî
ïðîãðàììèðîâàë, õîòÿ ðàáîòà ñ ýòèì ÿçû-
êîì ïðîèñõîäèò ïðàêòè÷åñêè çà êàæäûì
êîìïüþòåðîì, ñîåäèíåííûì ñ ïðèíòåðîì.
(Ïðàâäà ðàáîòó ýòó îñóùåñòâëÿþò, êàê ïðà-
âèëî, íå ëþäè, à ïðîãðàììû).

ßçûêè, ïî ìíåíèþ îðãàíèçàòîðîâ
øêîëû, íå äîëæíû áûòü ñàìîöåëüþ, ÿçûê
íóæåí ïðîãðàììèñòó, ÷òîáû ýôôåêòèâíî
ðåøàòü ñòîÿùèå ïåðåä íèì çàäà÷è. Íî ÷òî-
áû ðåøàòü ñîäåðæàòåëüíûå çàäà÷è, íóæíî
çíàíèå îïðåäåëåííûõ êëþ÷åâûõ èäåé ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ è ìàòåìàòèêè. Ïîýòîìó, ãëàâ-
íîé öåëüþ øêîëû ÿâëÿåòñÿ íå îáó÷åíèå ñî-
âðåìåííûì ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ (÷åì
çàíèìàþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå êóðñû è ÷åìó
ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ó÷åáíûõ ïîñîáèé), à
îáó÷åíèå êëàññè÷åñêèì è ñîâðåìåííûì èäå-
ÿì è ìåòîäàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå
ñîñòàâëÿþò «çîëîòîé ôîíä» èíôîðìàòèêè è
ëåæàò â îñíîâå ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâà-
íèÿ ñîâðåìåííîãî ïðîãðàììèñòà.

Çàíÿòèÿ øêîëû áàçèðóþòñÿ íà ñâÿçÿõ
ìåæäó èíôîðìàòèêîé è ìàòåìàòèêîé, íà òåõ
ðàçäåëàõ, êîòîðûå íàçûâàþò èíîãäà «êîì-
ïüþòåðíîé»  èëè «äèñêðåòíîé» ìàòåìàòè-
êîé è êîòîðûå ïîêà îòñóòñòâóþò â øêîëü-
íûõ ó÷åáíèêàõ. Íàïðèìåð, îäíî èç çàíÿòèé
øêîëû ïîñâÿùåíî êðèïòîãðàôèè � íàóêå
î÷åíü äðåâíåé è, áëàãîäàðÿ ïîÿâëåíèþ ñåòè
Èíòåðíåò, î÷åíü ñîâðåìåííîé.

Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàçáî-
ðó îëèìïèàäíûõ çàäà÷ ïî èíôîðìàòèêå,
ïîñêîëüêó òîëüêî ïðè ðåøåíèè ñëîæíûõ çà-
äà÷ ìîæíî ïî÷óâñòâîâàòü èçÿùåñòâî òåõ èëè
èíûõ èäåé ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êðàñîòó è
ýôôåêòèâíîñòü ïðèêëàäíûõ àëãîðèòìîâ.
Èìåííî áîëüøîå êîëè÷åñòâî îëèìïèàäíûõ
çàäà÷ è áûëî îñíîâíîé ïðè÷èíîé òðóäíî-
ñòåé, âîçíèêàâøèõ ó ó÷åíèêîâ øêîëû.

×òîáû ïîìî÷ü ó÷àùèìñÿ â ïðåîäîëå-
íèè ýòèõ òðóäíîñòåé, ñ íîâîãî ó÷åáíîãî ãîäà
ïîñòóïàþùèå â ÇØÑÏ ðåáÿòà ïîëó÷àò áî-
ëåå ñáàëàíñèðîâàííûå ïî ñëîæíîñòè êîìï-
ëåêòû çàäà÷, â çàäàíèÿõ áóäóò âûäåëÿòüñÿ
îñíîâíûå è äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è. Êðîìå
òîãî, îãðàíè÷èâàåòñÿ  âîçðàñò ïîñòóïëåíèÿ
â øêîëó: ïðèíèìàþòñÿ ó÷àùèåñÿ íå íèæå 7
êëàññà.

Çàìåòèì, ÷òî òðóäíîñòåé ñ ðåøåíèåì
çàäà÷ áûëî ãîðàçäî ìåíüøå ó «êîëëåêòèâ-
íûõ» ó÷åíèêîâ - êðóæêîâ, ðàáîòàþùèõ ïîä
ðóêîâîäñòâîì øêîëüíîãî ó÷èòåëÿ, ïîýòîìó
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1. Ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷ ïðî÷òèòå ëåê-
öèþ è ðàçáåðèòå ïðèìåðû â íåé.

2. Ïðèñòóïàÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷, ïîìíè-
òå, ÷òî ïðåäëîæåííûå çàäà÷è íå îáÿçûâàþò
âàñ èñïîëüçîâàòü òîëüêî ìàòåðèàë ñîîòâåòñòâó-
þùåãî çàíÿòèÿ. Ó çàäà÷è ìîæåò áûòü ìíîæå-
ñòâî ðàçíûõ õîðîøèõ ðåøåíèé. Ìîãóò ïðåä-
ëàãàòüñÿ òàêæå çàäà÷è íå ïî òåìå � íà ñîîá-
ðàçèòåëüíîñòü.

3. Òåîðåòè÷åñêèå ðåøåíèÿ (Óðîâåíü 1)
òðåáóþò íå ïðîñòî «ãîëîãî îòâåòà», à îáúÿñ-
íåíèé, îáîñíîâàíèé è äîêàçàòåëüñòâ.

4. Ïðîãðàììû (Óðîâåíü 2) ïðîâåðÿ-
þòñÿ àâòîìàòè÷åñêîé ñèñòåìîé òåñòèðîâà-
íèÿ, ïîýòîìó íåîáõîäèìî òî÷íî ñëåäîâàòü
óêàçàííûì â óñëîâèÿõ ôîðìàòàì ââîäà/âû-
âîäà, à òàêæå óêàçàííûì íèæå ïðàâèëàì:
� âñå ïðîãðàììû äîëæíû áûòü ñêîìïèëè-
ðîâàíû ïîä DOS, ââîäèòü èíôîðìàöèþ èç
ôàéëà in.txt è âûâîäèòü ðåçóëüòàò â ôàéë
out.txt; íèêàêèõ äðóãèõ ôàéëîâ ïðîãðàììà
èñïîëüçîâàòü íå äîëæíà, åñëè ýòî îñîáî íå
îãîâîðåíî â óñëîâèè; ïðè îäèíàêîâûõ âõîä-

íûõ äàííûõ ïðîãðàììà äîëæíà âûäàâàòü
îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò;
� íàçâàíèÿ èñïîëíèìûõ ôàéëîâ ñ ïðîãðàììîé:
<ïåðâûå òðè áóêâû ôàìèëèè><äâóçíà÷íûé
íîìåð çàíÿòèÿ> <äâóçíà÷íûé íîìåð çàäà÷è>.exe
Íàïðèìåð, pet0212.exe (äâåíàäöàòàÿ çàäà÷à
âòîðîãî çàíÿòèÿ), sid0102.exe (âòîðàÿ çàäà-
÷à ïåðâîãî çàíÿòèÿ);
� âñå òåêñòû äîëæíû áûòü íàáðàíû â ôîð-
ìàòå ASCII.

5. Òåêñòû ïðîãðàìì, âîçìîæíî, áóäóò
÷èòàòüñÿ ïðîâåðÿþùèìè, ïîýòîìó èñïîëü-
çóéòå ïîÿñíÿþùèå êîììåíòàðèè è óäåëÿé-
òå âíèìàíèå ñòðóêòóðå ïðîãðàììû, à òàêæå
íàçâàíèÿì èäåíòèôèêàòîðîâ.

6. Åñëè âû íå ìîæåòå ïðèñëàòü ðåøå-
íèÿ â ýëåêòðîííîì âèäå, ïðèñûëàéòå ïîä-
ðîáíî è àêêóðàòíî îôîðìëåííûå ðåøåíèÿ
íà áóìàãå. Åñëè âû ïèøåòå ïðîãðàììó íà
áóìàãå, òî ïåðåä ýòèì ñëåäóåò ñëîâàìè îïè-
ñàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

7. Ðåøåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ íà äèñêå-
òàõ è â ïèñüìåííîì âèäå.

àäìèíèñòðàöèÿ øêîëû ðåêîìåíäóåò èñïîëü-
çîâàòü òàêóþ ôîðìó îáó÷åíèÿ øèðå.

Ïðàâèëà ðàáîòû ÇØÑÏ íà ñëåäóþùèé
ó÷åáíûé ãîä òàêèå:

1) Äëÿ òåõ, êòî ïîñòóïàåò íà ïåðâûé
êóðñ îáó÷åíèÿ, çàäàíèÿ áóäóò âûñûëàòüñÿ,
íà÷èíàÿ ñ îêòÿáðÿ è ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ
1 ðàç â ìåñÿö äî àïðåëÿ (6 çàäàíèé çà ó÷åá-
íûé ãîä); ïðàâèëà ïðèåìà â øêîëó ïîìåùå-
íû íà èíôîðìàöèîííîé âêëàäêå.

2) Äëÿ òåõ, êòî ïðîäîëæàåò îáó÷åíèå,
çàäàíèÿ áóäóò ïóáëèêîâàòüñÿ â æóðíàëå (è
âûñûëàòüñÿ â âèäå áðîøþð); ïåðèîäè÷íîñòü
çàíÿòèé � ðàç â äâà ìåñÿöà äî äåêàáðÿ (6
çàíÿòèé çà êàëåíäàðíûé ãîä); ðàáîòû ïðî-
âåðÿþòñÿ ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ.

3) Îáó÷åíèå â øêîëå ïðîèñõîäèò ïî
ñëåäóþùåé ñõåìå: ó÷åíèêó ïðèñûëàåòñÿ
òåêñò ëåêöèè è çàäàíèå â âèäå áðîøþðû,
ó÷åíèê ðåøàåò ïðèñëàííûå çàäà÷è è (åñëè

óìååò) ïèøåò è îòëàæèâàåò ïðîãðàììû ê
çàäà÷àì; ïèñüìåííûå ðåøåíèÿ ïðîâåðÿþò-
ñÿ ñòóäåíòàìè óíèâåðñèòåòà, à ïðîãðàììû
ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó òåñòèðîâàíèÿ,
ïîñëå ÷åãî ðàáîòà ñ êîììåíòàðèÿìè ïðîâå-
ðÿþùåãî âîçâðàùàåòñÿ ó÷åíèêó;  êðîìå ýòî-
ãî, ó÷åíèêàì  âûñûëàþòñÿ áðîøþðû ñ ðå-
øåíèÿìè.

4) Ïîñëå îêîí÷àíèÿ îáó÷åíèÿ â øêî-
ëå, êîòîðîå ó÷åíèê ìîæåò ïðåðâàòü â êîíöå
ëþáîãî êóðñà, âûäàåòñÿ ñâèäåòåëüñòâî
ÇØÑÏ ñ óêàçàíèåì âñåõ òåì, ïî êîòîðûì
âûïîëíåíû çàäàíèÿ, âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè
èõ âûïîëíåíèÿ; ñâèäåëüñòâî îá îáó÷åíèè
«êîëëåêòèâíîãî» ó÷åíèêà ïåðåäàåòñÿ â ó÷-
ðåæäåíèå, ïðè êîòîðîì ðàáîòàë êðóæîê (ó÷-
ðåæäåíèå íà îñíîâå ñâèäåòåëüñòâà, à òàêæå
äðóãèõ ñâåäåíèé îá ó÷àñòíèêàõ êðóæêà ìî-
æåò âûäàòü ñâîå ïåðñîíàëüíîå ñâèäåòåëü-
ñòâî êàæäîìó èç ÷ëåíîâ êðóæêà).

Íàø àäðåñ: 191025, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, óë. Ìàðàòà 25
Çàî÷íàÿ øêîëà ñîâðåìåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Òåëåôîí: (812) 164-13-55
E-mail: suvorova@ipo.spb.ru
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ÇÀÍßÒÈÅ 7.

ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ È ÈÕ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ

Íà÷èíàÿ ðåøàòü êàêóþ-íèáóäü çàäà-
÷ó, íóæíî ñíà÷àëà ïîäóìàòü, êàêèå äåé-
ñòâèÿ è â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå-
îáõîäèìî âûïîëíèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü îò-
âåò. Ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïðè-
íÿòî íàçûâàòü àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ çàäà-
÷è. Ïîêà âû äóìàåòå, àëãîðèòì íàõîäèòñÿ
â âàøåé ãîëîâå è íèêîìó, êðîìå âàñ, íå-
èçâåñòåí. Êðîìå òîãî, çàäà÷à ìîæåò áûòü
ñëîæíîé, è àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ â ýòîì
ñëó÷àå áóäåò äëèííûì è çàïóòàííûì è ìî-
æåò «íå ïîìåñòèòüñÿ» â ãîëîâå. Äëÿ òîãî,
÷òîáû çàïèñàòü àëãîðèòì, ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ðàçíûå ñïîñîáû:
à) ïî ïóíêòàì ïîñëåäîâàòåëüíî (è àêêó-
ðàòíî) ïåðå÷èñëèòü ïðåäïîëàãàåìûå äåé-
ñòâèÿ;
á) íà÷åðòèòü ñõåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðå-
øåíèþ äàííîé çàäà÷è;
â) çàïèñàòü ðåøåíèå â âèäå ïðîãðàììû
íà êàêîì-íèáóäü ÿçûêå ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ è äð.

Ïåðâûå äâà ñïîñîáà çàïèñè àëãîðèò-
ìîâ ãîäÿòñÿ äàæå äëÿ ó÷åíèêîâ ìëàäøèõ
êëàññîâ, êîòîðûå ñîâñåì åùå íå çíàêîìû
ñ êîìïüþòåðîì. Â ýòîì ñëó÷àå íîñèòåëåì
èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ëèñò áóìàãè, íî êòî
æå áóäåò èñïîëíèòåëåì? Ïðèäåòñÿ âûïîë-
íÿòü äåéñòâèÿ îäíî çà äðóãèì ñàìîìó àâ-
òîðó (íå äåëàÿ ïðè ýòîì îøèáîê!). Òðå-
òèé ñïîñîá õîðîø òåì, ÷òî ïîñëå òîãî,
êàê àëãîðèòì áóäåò çàïèñàí, âûïîëíåíèå
ïîëó÷èâøåéñÿ ïðîãðàììû ìîæíî ïîðó÷èòü
êîìïüþòåðó.

Åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âû îáíà-
ðóæèëè, ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ «ñàìà ê ñåáå»
â íåñêîëüêî óïðîùåííîì âèäå, çíà÷èò âû
ïîëó÷èëè ðåêóðñèâíûé âàðèàíò ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è, òî åñòü ïîñòðîèëè ðåêóðñèâ-
íûé àëãîðèòì. Ñëîâî ðåêóðñèÿ ïðîèñõî-
äèò îò ëàòèíñêîãî ñëîâà «recursio», ÷òî
îçíà÷àåò âîçâðàùåíèå.

 Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð.

 Ó íèòî÷êè ëþáèìûõ ìàìèíûõ áóñ
îòîðâàëñÿ çàìî÷åê, è âû ðåøèëè áóñû
ïî÷èíèòü. Äëÿ ýòîãî âàì íóæíî íàíèçàòü
áóñèíêè íà íîâóþ íèòî÷êó, ñíèìàÿ èõ ñî
ñòàðîé. Âàøè äåéñòâèÿ ìîãóò áûòü îïèñà-
íû òàê:
1) ñíÿòü îäíó áóñèíó è íàíèçàòü åå íà íî-
âóþ íèòêó;
2) åñëè íà ñòàðîé íèòêå áóñèíîê íå îñòà-
ëîñü, òî ðàáîòà çàâåðøåíà, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âàì ïðåäñòîèò âûïîëíèòü òå æå äåé-
ñòâèÿ, òîëüêî íèòî÷êà ñòàëà óæå áîëåå êî-
ðîòêîé.

Â ýòîì ïðèìåðå ðåêóðñèâíûì ïîëó-
÷èëñÿ àëãîðèòì, îïèñûâàþùèé äåéñòâèÿ
èñïîëíèòåëÿ.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ðàññìîòðèì
ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ «òàáóí
ëîøàäåé».

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
1) 5 ëîøàäåé � ýòî òàáóí;
2) òàáóí + 1 ëîøàäü � ýòî òàáóí.

Ïóñòü òåïåðü ñêà÷åò 7 ëîøàäåé, è
ìû õîòèì óçíàòü, ìîæíî ëè èõ íàçâàòü òà-
áóíîì.

7 ëîøàäåé � ýòî íå 5 ëîøàäåé, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî ïóíêòó 1) âûâîä ñäåëàòü
íåëüçÿ. Ïîïðîáóåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïóíê-
òîì 2) . Îòäåëèâ 1 ëîøàäü îò îáùåé ãðóï-
ïû, ïîëó÷èì, 7 ëîøàäåé = 6 ëîøàäåé + 1
ëîøàäü. ßñíî, ÷òî åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî 6
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ëîøàäåé ìîæíî íàçâàòü òàáóíîì, òî ïî
ïóíêòó 2) îïðåäåëåíèÿ 7 ëîøàäåé áóäóò
ÿâëÿòüñÿ òàáóíîì. Â ñâîþ î÷åðåäü, 6 ëî-
øàäåé � ýòî íå 5 ëîøàäåé, òàê
÷òî ïóíêò 1) îïÿòü íå ïîäõî-
äèò, íî ìîæíî îòäåëèòü 1 ëî-
øàäü è ïîëó÷èòü, ÷òî 6 ëîøà-
äåé = 5 ëîøàäåé + 1 ëîøàäü.
Åñëè íàì óäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
5 ëîøàäåé � ýòî òàáóí, òî è 6
ëîøàäåé òîæå ñìîãóò ñ÷èòàòü-
ñÿ òàáóíîì ïî ïóíêòó 2) íà-
øåãî îïðåäåëåíèÿ. Òåïåðü îñ-
òàëîñü ïîäâåñòè èòîãè: 5 ëî-
øàäåé � ýòî, êîíå÷íî, òàáóí ïî ïóíêòó 1),
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (7 ëîøàäåé) =
(6 ëîøàäåé + 1 ëîøàäü) = ((5 ëîøàäåé +
1 ëîøàäü) + 1 ëîøàäü) = ((òàáóí + 1 ëî-
øàäü) + 1 ëîøàäü) = (òàáóí + 1 ëîøàäü) =
(òàáóí).

Íàãëÿäíî ýòî ðåêóðñèâíîå îïðåäåëå-
íèå ìîæíî èçîáðàçèòü òàê:

Êàê ìû âèäåëè íà ïðèìåðàõ, â ðå-
êóðñèâíûõ àëãîðèòìàõ âñåãäà åñòü îäíà âåò-
êà, êîòîðàÿ çàâåðøàåò ïðîöåññ, è âòîðàÿ
âåòêà, êîòîðàÿ âûçûâàåò ýòîò æå ïðîöåññ.

Ïðè íàïèñàíèè ïðîãðàììû, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ðåêóðñèâíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è,
íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûáðàííûé ÿçûê
ïðîãðàììèðîâàíèÿ äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå
ðåêóðñèâíûõ ïðîöåäóð. Òàêèå ïðîöåäóðû
ìîæíî ïèñàòü ïî÷òè íà âñåõ ñîâðåìåííûõ
ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå ïîÿâè-
ëèñü ïîñëå ÿçûêà ÀËÃÎË-60. Ìû áóäåì
ïèñàòü ïðîãðàììû, èñïîëüçóÿ ÿçûê ÏÀÑ-
ÊÀËÜ, â êîòîðîì ìîæíî îïèñûâàòü êàê
ðåêóðñèâíûå ïðîöåäóðû, òàê è ðåêóðñèâ-
íûå ôóíêöèè.

Ïðèìåð 1. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.
Â çàíÿòèè 1 («Êîìïüþòåðíûå èíñò-

ðóìåíòû â îáðàçîâàíèè» ¹ 1, 1999 ã.) àë-
ãîðèòìû íàõîæäåíèÿ íàè-
áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ
äâóõ öåëûõ ÷èñåë óæå ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü. Ñåé÷àñ îïè-
øåì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïî
äâóì çàäàííûì öåëûì ÷èñëàì
íàéäåò èõ íàèáîëüøèé îá-
ùèé äåëèòåëü ïðè ïîìîùè àë-
ãîðèòìà Åâêëèäà ñ äåëåíèåì.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðî-
öåññ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû

áóäåì íàõîäèòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïåð-
âîãî ÷èñëà íà âòîðîå (a mod b). Åñëè îñ-
òàòîê îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ, òî íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü íàéäåí (îí ðàâåí ïîñ-
ëåäíåìó äåëèòåëþ), åñëè æå îñòàòîê íåíó-
ëåâîé, òî íóæíî èñêàòü íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü äëÿ ïðåäûäóùåãî äåëèòåëÿ è îñ-
òàòêà. Íàïðèìåð, ÍÎÄ (12,8) = ÍÎÄ (8,4) =

= ÍÎÄ (4,0) = 4.
Åñëè ýòîò àëãîðèòì

çàïèñàòü â âèäå ôóíêöèè
â ïðîãðàììå, òî íå èìååò
çíà÷åíèÿ, áóäåò ïåðâîå
÷èñëî áîëüøå âòîðîãî
èëè íåò. Äåëî â òîì, ÷òî
ïðè íàõîæäåíèè ïåðâîãî
îñòàòêà, åñëè äåëèìîå
ìåíüøå äåëèòåëÿ, îíè ïðî-
ñòî ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.
Íàïðèìåð, ÍÎÄ (3,21) =

= ÍÎÄ (21,3) = ÍÎÄ (3,0) = 3.
Ïðîãðàììà íà Ïàñêàëå ìîæåò áûòü

íàïèñàíà òàê:
Program P1;
Var x,y:integer;
Function NOD(a,b:integer):integer;
begin if b=0

then NOD:=a
else NOD:=NOD(b, a mod b)

end;
BEGIN
  writeln(�Ââåäèòå äâà öåëûõ ÷èñëà

äëÿ ïîèñêà èõ íàèá. îáùåãî
äåëèòåëÿ�);

  readln(x,y);
  writeln(�Îí ðàâåí �,NOD(x,y))
END.

(____________________ ? ________________________)
(____________________ ? ________________) + ëîøàäü
(____________________ ? __________) + ëîøàäü
(__________________òàáóí _________) + ëîøàäü
(__________________òàáóí _______________) + ëîøàäü
(__________________òàáóí________________________)
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Ïðè âûïîëíåíèè ýòîé ïðîãðàììû
êîìïüþòåð âûâåäåò íà ýêðàí ïîäñêàçêó è
áóäåò æäàòü, êîãäà ïîëüçîâàòåëü ââåäåò äâà
÷èñëà. Çàòåì áóäåò íàïå÷àòàí ïîÿñíÿþùèé
òåêñò è âûçîâåòñÿ ôóíêöèÿ NOD, ðåçóëü-
òàò êîòîðîé òàêæå áóäåò íàïå÷àòàí. Äëÿ
ðàáîòû ýòîé ôóíêöèè â êà÷åñòâå ïåðâîãî
ïàðàìåòðà áóäåò ïåðåäàíî ïåðâîå èç ââå-
äåííûõ ÷èñåë (îíî áóäåò èãðàòü ðîëü äå-
ëèìîãî), à â êà÷åñòâå âòîðîãî ïàðàìåò-
ðà � âòîðîå ÷èñëî (äåëèòåëü).

Ïðîâåðêà b = 0 çàñòðàõîâûâàåò íàñ
îò äåëåíèÿ íà íîëü ïðè ïåðâîì âûçîâå, à
â äàëüíåéøåì äàåò òó âåòêó, ïî êîòîðîé
ðåêóðñèâíûå âûçîâû çàâåðøàþòñÿ.

Òåïåðü ìîæíî ïîäâåñòè ïåðâûå èòî-
ãè è äàòü íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ìû óçíàëè, ÷òî ñóùåñòâóþò àëãîðèò-
ìû, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ ñàìè ê ñåáå êî-
íå÷íîå ÷èñëî ðàç. Òàêèå àëãîðèòìû íàçû-
âàþòñÿ ðåêóðñèâíûìè àëãîðèòìàìè è ðå-
àëèçóþòñÿ â ïðîãðàììàõ â âèäå ðåêóðñèâ-
íûõ ïðîöåäóð èëè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.
Ïðè ýòîì ðåêóðñèâíûì ìîæåò áûòü ïðî-
öåññ îáðàáîòêè äàííûõ (âñïîìíèì ïðî
ìàìèíû áóñû) èëè ñàìè äàííûå (âñïîì-
íèì ïðî òàáóí ëîøàäåé).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåêóðñèâíàÿ ïðî-
öåäóðà çàâåðøàëà ñâîþ ðàáîòó ïîñëå êà-
êîãî-òî êîíå÷íîãî ÷èñëà âûçîâîâ, íóæíî,
÷òîáû â ñàìîé ïðîöåäóðå áûëî óñëîâèå,
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî âûçîâ îïèñû-
âàåìîãî ïðîöåññà ïðåêðàùàåòñÿ (ðåêóð-
ñèâíî çàâåðøàþùàÿ âåòêà). Åñòåñòâåííî,
÷òî ýòî óñëîâèå äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òî
îíî îáÿçàòåëüíî âûïîëíèòñÿ ïîñëå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà îáðàùåíèé ê äàííîé ïðîöåäó-
ðå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îäíî-
êðàòíîå îáðàùåíèå ê ðåêóðñèâíîé ïðî-
öåäóðå ïîðîæäàåò ìíîãîêðàòíûé âûçîâ åå
èç íåå ñàìîé. Êîëè÷åñòâî òàêèõ âûçîâîâ
íàçûâàåòñÿ ãëóáèíîé ðåêóðñèè.

Â ïðèìåðå, ãäå íàõîäèòñÿ ÍÎÄ (12,8),
ãëóáèíà ðåêóðñèè ðàâíà 4.

Äî ñèõ ïîð ìû èìåëè äåëî ñ îäíèì
èç âèäîâ ðåêóðñèè, êîãäà ïðîöåäóðà âû-

çûâàëà ñàìó ñåáÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïðî-
öåññ íå çàâåðøàëñÿ. Òàêóþ ðåêóðñèþ ÷à-
ñòî íàçûâàþò ïðÿìîé ðåêóðñèåé.

Îäíàêî áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà ïðî-
öåäóðà âûçûâàåò ñåáÿ íå ïðÿìî, à ÷åðåç
äðóãóþ ïðîöåäóðó èëè öåïî÷êó äðóãèõ
ïðîöåäóð. Òàêóþ ðåêóðñèþ îáû÷íî íàçû-
âàþò êîñâåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ó÷àñòâó-
þùèå â âûçîâàõ ïðîöåäóðû áóäóò ðåêóð-
ñèâíûìè. Åñëè ïðîöåäóðó «À» ïðåäñòàâëÿòü
ïðÿìîóãîëüíèêîì, à ïðîöåäóðó «Â» � ýë-
ëèïñîì, òî ñëó÷àé èõ êîñâåííîé ðåêóðñèâ-
íîñòè ìîæíî èçîáðàçèòü òàêîé ñõåìîé:

Ìû ïîêà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëü-
êî ïðÿìóþ ðåêóðñèþ.

Ïðèìåð 2.
Â çàíÿòèè 2 («Êîìïüþòåðíûå èíñò-

ðóìåíòû â îáðàçîâàíèè» ¹ 2, 1999 ã.)
ïðåäëàãàëàñü çàäà÷à ïî ïåðåâîäó çàäàííî-
ãî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå öåëîãî íåîòðè-
öàòåëüíîãî ÷èñëà â äâîè÷íîå ÷èñëî. Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðåêóðñèÿ îêàçûâà-
åòñÿ êàê íåëüçÿ êñòàòè. Äåéñòâèòåëüíî, ìû
äîëæíû ïîñëåäîâàòåëüíî âûïèñûâàòü îñ-
òàòêè îò äåëåíèÿ íà 2 ñíà÷àëà ñàìîãî ÷èñ-
ëà, çàòåì ÷àñòíîãî îò åãî äåëåíèÿ íà 2 è
ò.ä. Ñëîæíîñòü â òîì, ÷òî ýòè îñòàòêè äîë-
æíû ðàñïå÷àòûâàòüñÿ â îáðàòíîì ïîðÿä-
êå ïî îòíîøåíèþ ê òîìó, êàê îíè ïîëó÷à-
þòñÿ. Ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò «çà-
äåðæàòü» ïå÷àòü äî òåõ ïîð, ïîêà â ÷àñòíîì
íå îñòàíåòñÿ 1, à ïîòîì íàïå÷àòàòü ýòó åäè-
íèöó è âñå îñòàòêè â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Àëãîðèòì ïå÷àòè äâîè÷íîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ çàäàííîãî N ìîæíî çàïèñàòü òàê:
1) Åñëè N = 0 èëè N = 1, òî íàïå÷àòàòü N,
èíà÷å
2) Íàéòè äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà
(N div 2). Íàïå÷àòàòü (N mod 2).

Åñëè ýòîò àëãîðèòì çàïèñûâàòü ïðîöå-
äóðîé íà Ïàñêàëå, òî îíà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:
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Procedure BIN(N:integer);
begin if (N=0) or (N=1)

then write(N)
else begin BIN(N div 2);

write(N mod 2)
     end

end;

Ïðèìåð 3.
Çàäà÷à. Æóê ñèäèò íà ïëîñêîñòè â

íåêîòîðîé òî÷êå ñ öåëî÷èñëåííûìè êî-
îðäèíàòàìè. Çà åäèíèöó âðåìåíè æóê ïå-
ðåïîëçàåò â áëèæàéøóþ ê íåìó òî÷êó ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, íå ñïîë-
çàÿ ñ çàäàííîé ëîìàíîé, ïî íàïðàâëåíèþ,
óêàçàííîìó íà ñõåìå ñòðåëêàìè.

Óðîâåíü 1. Ïîñòðîèòü ðåêóðñèâíûé
àëãîðèòì, êîòîðûé îïèøåò ïóòü æóêà çà
K øàãîâ.

Ðåøåíèå:
1)  Åñëè K = 0, òî ïðîöåññ çàêîí÷åí;
2)  Åñëè K > 0, òî

à) ñäåëàòü 1 øàã:
ïðè Y ≤ X è Y > -X øàãíóòü âíèç;
ïðè Y ≤ -X è Y < X øàãíóòü âëåâî;
ïðè X ≤ Y è Y < -X+1 øàãíóòü ââåðõ;
ïðè Y ≥ -X+1 è Y > X øàãíóòü âïðàâî;

á) ïîëîæèòü K = K � 1 è ïîâòîðèòü
ïðîöåññ (Ïåðåéòè íà 1)).

Óðîâåíü 2. Îïèñàòü ðåêóðñèâíóþ
ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ îïðåäåëèò, ãäå îêà-
æåòñÿ æóê ÷åðåç K øàãîâ.

ßñíî, ÷òî ïàðàìåòðàìè ýòîé ïðîöå-
äóðû áóäóò ÿâëÿòüñÿ íà÷àëüíûå êîîðäèíà-
òû æóêà è êîëè÷åñòâî øàãîâ K. Ïðè ýòîì
ïàðàìåòðû-êîîðäèíàòû áóäóò ìåíÿòüñÿ íà
êàæäîì øàãå è ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû
áóäóò èìåòü óæå íå òå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå
îíè èìåëè â íà÷àëå ïðîãðàììû, ñëåäîâà-

òåëüíî, ýòè ïàðàìåòðû äîëæíû áûòü ïàðà-
ìåòðàìè-ïåðåìåííûìè. Ïàðàìåòð, ïîêàçû-
âàþùèé êîëè÷åñòâî øàãîâ, êîòîðûå îñ-
òàëîñü ñäåëàòü æóêó, ïîñëå êàæäîãî âûçî-
âà óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó, à çàòåì ïðî-
öåäóðà âûçûâàåòñÿ ñíîâà. Ýòîò ïàðàìåòð
ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì-çíà÷åíèåì, à ïðîöåññ
çàêîí÷èòñÿ, êîãäà îêàæåòñÿ, ÷òî æóêó íóæ-
íî ñäåëàòü íîëü øàãîâ. Ïðîöåäóðà ìîæåò
áûòü îïèñàíà òàê:
Procedure BEETLE (var x,y:integer;
k:integer);
begin if k>0 then
 begin
  if (y<=x) and (y>-x)
  then y:=y-1
  else if (y<=-x) and (y<x)
       then x:=x-1
        else if (y>=x) and (y<-x+1)
            then y:=y+1
            else x:=x+1;
  BEETLE(x,y,k-1)
 end
end.

Â ïðîãðàììå íóæíî áóäåò ââåñòè
èñõîäíûå êîîðäèíàòû æóêà è èíòåðåñóþ-
ùåå íàñ ÷èñëî øàãîâ, âûçâàòü ïðîöåäóðó
BEETLE, à çàòåì íàïå÷àòàòü íîâûå êîîð-
äèíàòû æóêà. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî,
÷òî çäåñü ÿâíî íå âûïèñàíà ðåêóðñèâíî
çàâåðøàþùàÿ âåòêà, ïðîñòî ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèÿ K = 0 âûçîâû ïðåêðàùà-
þòñÿ, è ðàáîòà ïðîöåäóðû çàêàí÷èâàåòñÿ.

Òåïåðü ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ñåáå,
êàêèå äåéñòâèÿ ïðîèñõîäÿò â êîìïüþòå-
ðå, êîãäà âûçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíàÿ ïðîöå-
äóðà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì ïðî-
ñòîé ïðèìåð.

Ïðèìåð 4.
Îïðåäåëåíèå. Ôàêòîðèàëîì íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà N íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèå âñåõ öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî N.

Ôàêòîðèàë ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü êàê
N!. Â ìàòåìàòèêå ôóíêöèþ, âû÷èñëÿþùóþ
ôàêòîðèàë ÷èñëà N, çàïèñûâàþò òàê:

1, ïðè N = 1,
(N � 1)·...·1, ïðè N > 1.

Ïîñêîëüêó â ïîñëåäíåé ñòðîêå ïðî-
èçâåäåíèå (N � 1)·...·1 åñòü (N � 1)!, òî ïðå-
äûäóùóþ çàïèñü ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

F N( ) =
R
S
T
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1, ïðè N = 1,
N·F(N�1), ïðè N > 1.

Òåïåðü õîðîøî âèäíî, ÷òî îïðåäåëå-
íèå ôàêòîðèàëà ðåêóðñèâíî, è äëÿ åãî âû-
÷èñëåíèÿ â ïðîãðàììå ìîæåò áûòü îïèñàíà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ.
Program FACTORIAL;
Var N: integer;
Function FACT(N:integer):integer;
begin if N=1

then FACT:=1
else FACT:=N*FACT(N-1)

end;
BEGIN
writeln(�Ââåäèòå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
        ôàêòîðèàë êîòîðîãî âû õîòèòå
       óçíàòü�);
readln(N);
writeln(�Ôàêòîðèàë � ,N, � ðàâåí �,
        FACT(N))
END.

Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî îòìåòèòü,
÷òî çíà÷åíèå ôàêòîðèàëà ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü íà êîìïüþòåðå òîëüêî äëÿ íåáîëüøèõ
çíà÷åíèé N. Ïîñêîëüêó äèàïàçîí äëÿ öå-
ëûõ ÷èñåë îãðàíè÷åí ñâåðõó ÷èñëîì
32767, à 8!=40320, òî 8! óæå íå ïîìåùà-
åòñÿ â îòâåäåííûé äèàïàçîí. Ìîæíî, êî-
íå÷íî, îïèñûâàòü ðåçóëüòàò ýòîé ôóíêöèè
êàê WORD, òîãäà ãðàíèöåé áóäåò ÷èñëî
65535, íî è ýòî äàñò âîçìîæíîñòü âû÷èñ-
ëèòü ëèøü 8!, à 9!=362880 óæå íå ïîìåñ-
òèòñÿ â îòâåäåííóþ ðàçðÿäíóþ ñåòêó. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå äàííûé ïðèìåð ñëåäóåò ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ó÷åáíûé, íà êîòîðîì íàì
áóäåò óäîáíî îáñóäèòü âîïðîñ î âëîæåí-
íûõ ðåêóðñèâíûõ âûçîâàõ.

Ïóñòü ìû õîòèì ïîëó÷èòü çíà÷åíèå
ôàêòîðèàëà ïðè N = 3.

Âûçâàâ FACT(N) ïðè N = 3 êîìïüþ-
òåð ïîïûòàåòñÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôîð-
ìóëû 3*FACT(2), ÷òî íå ìîæåò áûòü ñäå-
ëàíî, ïîêà íå èçâåñòíî çíà÷åíèå FACT(2),
ïîýòîìó êîìïüþòåð «âîçüìåòñÿ» çà íàõîæ-
äåíèå ýòîãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî åìó ïðè-
äåòñÿ âòîðîé ðàç âîéòè â ôóíêöèþ FACT
ñ ïàðàìåòðîì N = 2. Òåïåðü îí âðåìåííî
«çàáóäåò» ñòàðîå çíà÷åíèå N = 3 è áóäåò
ðàáîòàòü ñ N = 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü
âîçìîæíîñòü âïîñëåäñòâèè «âñïîìíèòü»

ñòàðîå çíà÷åíèå, áóäåò îòâåäåíà íîâàÿ ïà-
ìÿòü ïîä ïàðàìåòð N, êóäà è çàíåñåòñÿ
çíà÷åíèå 2. Ïîïûòêà âû÷èñëèòü FACT(2)
ïðèâåäåò ê ôîðìóëå 2*FACT(1), ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðèäåòñÿ îïÿòü ïðåðûâàòü âû÷èñ-
ëåíèÿ, ÷òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå FACT(1).
Êîìïüþòåð â òðåòèé ðàç âõîäèò â ôóíê-
öèþ, îïÿòü îòâîäèò íîâóþ ïàìÿòü ïîä ïà-
ðàìåòð N, è â ýòó ïàìÿòü çàíîñèò ÷èñëî 1.
Íà ýòîò ðàç âûïîëíèòñÿ óñëîâèå çàâåðøà-
þùåé âåòêè è ïîëó÷èòñÿ, ÷òî FACT(1) = 1.
Â ýòîò ìîìåíò ïîñëåäíèé âûçîâ áóäåò çàê-
ðûò, ïîñëåäíåå N = 1 áóäåò «çàáûòî», íî
«âñïîìíèòñÿ», ÷òî ïåðåä ýòèì áûëî N = 2
è ìîæíî äîñ÷èòàòü çíà÷åíèå ôîðìóëû
FACT(2) = 2*FACT(1), ÷òî äàñò çíà÷åíèå
2, êîòîðîå ñðàçó æå áóäåò èñïîëüçîâà-
íî â ïåðâîé ïðåðâàííîé ôîðìóëå
FACT(3) = 3*FACT(2) è äàñò íàì îêîí÷à-
òåëüíîå çíà÷åíèå 3*2 = 6.

Ñõåìàòè÷åñêè ýòó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âëîæåííûõ âûçîâîâ ìîæíî èçîáðà-
çèòü, íàïðèìåð, òàê:

Ïîäðîáíî ðàçáèðàÿ ýòîò ïðèìåð, ìû
îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûëè îòìåòèòü îäèí
î÷åíü âàæíûé ôàêò: ðåêóðñèâíûå ïðîöå-
äóðû è ôóíêöèè êîðîòêî çàïèñûâàþòñÿ,
îòðàæàÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ ñóùíîñòü àëãî-
ðèòìà, äåëàþò ïðîãðàììó êðàñèâîé è íà-
ãëÿäíîé, íî ïðè èñïîëíåíèè òðåáóþò áîëü-
øîãî îáúåìà ïàìÿòè, îñîáåííî, åñëè â
ïðîöåäóðå ìíîãî ïàðàìåòðîâ è ëîêàëüíûõ
ïåðåìåííûõ, à òàêæå, åñëè ãëóáèíà ðå-
êóðñèè áîëüøàÿ. Èìåííî ïîýòîìó â êàæ-
äîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå íóæíî ðåøàòü,
ñòîèò ëè èñïîëüçîâàòü ðåêóðñèâíûé àëãî-
ðèòì èëè ïîñòàðàòüñÿ îáîéòèñü äðóãèìè
ñðåäñòâàìè, íàïðèìåð, îïåðàòîðàìè öèê-
ëà. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñàìè äàííûå èìå-

F N( ) =
R
S
T

N =1   FACT = 1

N = 2   FACT = 2*FACT(1) = 2

N = 3   FACT = 3*FACT(2) = 6



46

þò ðåêóðñèâíóþ ñòðóêòóðó, ðåêóðñèâíûå
àëãîðèòìû ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

Òåì íå ìåíåå, ñäåëàâ ýòî âàæíîå çà-
ìå÷àíèå, ìû ïðîäîëæèì çíàêîìñòâî ñ ðå-
êóðñèâíûìè àëãîðèòìàìè è ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 5.
Çàäà÷à. Êàæäûé èç âàñ âèäåë äåòñ-

êóþ èãðóøå÷íóþ ïèðàìèäêó. Îíà ñîñòîèò
èç îäíîãî êîëûøêà è íåñêîëüêèõ äèñêîâ
ðàçíîãî äèàìåòðà. Îáû÷íî, ðåáåíêà ïðî-
ñÿò ñîáðàòü âñå äèñêè íà êîëûøåê òàê,
÷òîáû ñíèçó ââåðõ ðàçìåðû äèñêîâ óìåíü-
øàëèñü. Ýòîìó ïðàâèëó áóäåì ñëåäîâàòü è
ìû, òîëüêî óñëîâèÿ áóäóò íåñêîëüêî èíû-
ìè. Ó íàñ áóäåò òðè êîëûøêà (ïðîíóìå-
ðóåì èõ ÷èñëàìè 1, 2 è 3). Íà îäíîì èç
êîëûøêîâ (ïóñòü ýòî áóäåò êîëûøåê 1)
íàõîäèòñÿ ïðàâèëüíî ñîáðàííàÿ ïèðàìèä-
êà èç N äèñêîâ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû ïåðåíåñòè âñþ ïèðàìèäêó íà äðóãîé
êîëûøåê, èñïîëüçóÿ òðåòèé êîëûøåê â
êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî. Çà îäèí õîä
ìîæíî ïåðåêëàäûâàòü ñ îäíîãî êîëûøêà
íà äðóãîé òîëüêî îäèí äèñê, è íèêîãäà
áîëüøèé äèñê íåëüçÿ êëàñòü íà ìåíüøèé.

Ýòà çàäà÷à âïåðâûå áûëà ñôîðìó-
ëèðîâàíà â âèäå ãîëîâîëîìêè ôðàíöóçñ-
êèì ìàòåìàòèêîì Ýäóàðäîì Ëþêà â 1883
ãîäó. Îí ïðåäëàãàë ïåðåëîæèòü ïèðàìèä-
êó èç 8 äèñêîâ íà îäèí èç ïóñòûõ êîëûø-
êîâ, ñîáëþäàÿ ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðà-
âèëà. Ýòó ãîëîâîëîìêó Ëþêà íàçâàë Õà-
íîéñêîé áàøíåé, ñâÿçûâàÿ ñâîþ èãðóøêó
ñ ìèôè÷åñêîé ëåãåíäîé î áàøíå Áðàìû,
êîòîðàÿ ñîñòîèò èç 64 çîëîòûõ äèñêîâ è
òðåõ àëìàçíûõ øïèëåé. Ïî ëåãåíäå Âñå-
âûøíèé ïðè ñîòâîðåíèè ìèðà ïîìåñòèë
áàøíþ íà ïåðâûé øïèëü è âåëåë æðåöàì
ïåðåìåñòèòü áàøíþ íà òðåòèé øïèëü â
ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìè ïðàâèëàìè. Â
ëåãåíäå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî æðåöû «äåííî
è íîùíî» òðóäÿòñÿ äî ñèõ ïîð, íî, êîãäà
îíè çàêîí÷àò ðàáîòó, áàøíÿ ðàññûïëåòñÿ,
è íàñòóïèò êîíåö ñâåòà. Ìû íå áóäåì,
êîíå÷íî, âûïîëíÿòü ðàáîòó æðåöîâ, íî
ïîñòàðàåìñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïåðåìå-
ùåíèÿ áàøíè èç N äèñêîâ ñ îäíîãî êî-
ëûøêà íà äðóãîé. Ïðè ýòîì íà êàæäîì

øàãå áóäåì ïå÷àòàòü íîìåðà òåõ äâóõ êî-
ëûøêîâ, îòêóäà áåðåì äèñê è êóäà åãî
êëàäåì.

Óðîâåíü 1. Îïèñàòü ïî øàãàì àëãî-
ðèòì ïåðåíîñà ïèðàìèäû.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
äëÿ ïåðåíîñà ñàìîãî íèæíåãî äèñêà íà
äðóãîé êîëûøåê ýòîò êîëûøåê äîëæåí
áûòü ïóñòûì, òàê êàê íèæíèé äèñê èìååò
ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð è íè íà êàêîé äðó-
ãîé äèñê ïîëîæåí áûòü íå ìîæåò. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ê ìîìåíòó ïåðåíîñà ïîñëåäíåãî
äèñêà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ: âñÿ ïèðàìèäà âûñîòû N � 1 äîë-
æíà íàõîäèòüñÿ â ñîáðàííîì âèäå íà âñïî-
ìîãàòåëüíîì êîëûøêå; êîëûøåê, ãäå áó-
äåò îêîí÷àòåëüíî ñîáèðàòüñÿ ïèðàìèäà,
äîëæåí áûòü ïóñòûì; íà ïåðâîì êîëûøêå
äîëæåí ëåæàòü îäèí íèæíèé äèñê.

Òîãäà àëãîðèòì ìîæåò áûòü çàïèñàí òàê:
1)  Åñëè N = 0, òî íè÷åãî äåëàòü íå íóæíî;
2)  Åñëè N ≥ 1, òî

a) ïåðåíåñòè âñå äèñêè, êðîìå ïîñ-
ëåäíåãî (ñàìîãî íèæíåãî), ñ êîëûøêà 1
íà êîëûøåê 3;

b) ïåðåëîæèòü ïîñëåäíèé äèñê ñ êî-
ëûøêà 1 íà êîëûøåê 2;

c) ïåðåíåñòè âñå äèñêè ñ êîëûøêà
3 íà êîëûøåê 2.

ßñíî, ÷òî â ïóíêòàõ a) è c) äåéñòâèÿ
îñóùåñòâëÿþòñÿ íàä N � 1 äèñêîì, òî åñòü
ýòè ïóíêòû ñîäåðæàò ðåêóðñèâíîå îáðà-
ùåíèå ê ïðîöåññó ïåðåíîñà ïèðàìèäû
âûñîòû N � 1.

Óðîâåíü 2. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, îñó-
ùåñòâëÿþùóþ ïåðåíîñ ïèðàìèäû.

Ïðåæäå ÷åì íàïèñàòü ïðîãðàììó,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñòðîåííîìó íà óðîâ-
íå 1 àëãîðèòìó, çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåäó-
ðå, îñóùåñòâëÿþùåé ïåðåíîñ, íóæíî óìåòü
çàäàâàòü âûñîòó ïåðåíîñèìîé ïèðàìèäû (N)
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(ïðè N = 0 ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ), à òàêæå
íîìåðà êîëûøêîâ, ïîêàçûâàþùèõ, îòêóäà
è êóäà ïåðåíîñèòñÿ ïèðàìèäà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç a, b è c ïàðàìåòðû, ñîîòâåòñòâóþùèå
íîìåðàì êîëûøêîâ. Ýòè ïàðàìåòðû ìîãóò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 2 èëè 3. Êðîìå òîãî,
íà êàæäîì óðîâíå âûçîâà âñå ýòè ïàðà-
ìåòðû äîëæíû èìåòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ, à
òàêæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå
a+b+c = 1+2+3 = 6 , òî åñòü c = 6�a�b.

Ó÷èòûâàÿ âñå ñêàçàííîå, ïðîöåäóðó
ïåðåíîñà ìîæíî íàïèñàòü òàê:
Procedure Motion(N:integer;
                 a,b:integer);
begin if N>0
  then begin Motion(N-1, a, 6-a-b);
             Motion(1, a, b);
              Motion(N-1, 6-a-b, b)
       end
end.

Çäåñü èñïîëüçîâàíà îäíà ïðîöåäóðà
è äëÿ ïåðåíîñà ïèðàìèäû è äëÿ ïåðåíîñà
îäíîãî äèñêà. Â íåé íåò îïåðàòîðà, êîòî-
ðûé ñîîáùàë áû íàì î òîì, êàê ïðîèçâî-
äèëñÿ ïåðåíîñ. Íàïèøåì îòäåëüíóþ ïðî-
öåäóðó äëÿ ïåðåíîñà îäíîãî äèñêà, âêëþ-
÷èâ â íåå ïå÷àòü ñîîáùåíèÿ î ïåðåíîñå.
Procedure Print( a, b: integer );
begin writeln(�Ïåðåíîñèì ñ �,a,
               � íà �, b)

end;

Òåïåðü ìîæíî íàïèñàòü âñþ ïðî-
ãðàììó.
Program HANOI;
Var N:integer;
Procedure Print( a, b: integer );
begin writeln(�Ïåðåíîñèì ñ �,a,
               � íà �, b)

end;

Procedure Motion(N:integer;
                 a,b:integer );
begin if N>0
  then begin Motion(N-1, a, 6-a-b);
            Print(a, b);
              Motion(N-1, 6-a-b, b)
       end
end;
BEGIN Writeln(�Ââåäèòå êîëè÷åñòâî
               äèñêîâ â ïèðàìèäå�);

Read(N);
Motion(N,1,2)

END.

×òîáû çàâåðøèòü ðàçãîâîð î Õàíîé-
ñêîé áàøíå, ïîëåçíî áûëî áû ðåøèòü âîï-
ðîñ î òîì, ñêîëüêî âñåãî ïåðåíîñîâ îò-
äåëüíûõ äèñêîâ íåîáõîäèìî ñäåëàòü, ÷òî-
áû ïåðåìåñòèòü âñþ ïèðàìèäó èç N äèñ-
êîâ ñ îäíîãî êîëûøêà íà äðóãîé. (Ïî÷å-
ìó òàê äîëãî âîçÿòñÿ ñî ñâîåé ðàáîòîé
æðåöû?). Èç íàøèõ ðàññóæäåíèé è îïè-
ñàííîé ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû âèäíî, ÷òî
ïðè N = 0 èñêîìîå ÷èñëî K = 0, òàê êàê
íè÷åãî ïåðåíîñèòü íå íóæíî, à ïðè N > 0
ïðèäåòñÿ äâà ðàçà ïåðåíåñòè ïèðàìèäó èç
N - 1 äèñêà è åùå ïåðåëîæèòü îäèí äèñê.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áîëåå ýôôåêòèâíîãî ñïî-
ñîáà ïåðåíîñà íå ñóùåñòâóåò, à âëàäåþ-
ùèå àïïàðàòîì äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè áåç òðóäà ïî-
ëó÷àò ôîðìóëó K = 2N � 1, ïðè ëþáîì íåî-
òðèöàòåëüíîì N.

 Íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ íå òîëüêî
ðàçáîð çàäà÷è î Õàíîéñêîé áàøíå, íî è
íàø ñåãîäíÿøíèé ðàçãîâîð î ðåêóðñèè.
Äàëåå ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ýòîé èíòå-
ðåñíîé è ïîëåçíîé òåìû â ïðîöåññå ðå-
øåíèÿ çàäà÷.

Ëèòåðàòóðà.
1. Ä. Áàððîí «Ðåêóðñèâíûå ìåòîäû â ïðîãðàììèðîâàíèè», Ì.: Ìèð, 1974.
2. Á. Ìåéåð, Ê. Áîäóýí «Ìåòîäû ïðîãðàììèðîâàíèÿ» ò.2, Ì.: Ìèð, 1982.
3. Í. Âèðò «Àëãîðèòìû + ñòðóêòóðû äàííûõ = ïðîãðàììû», Ì.: Ìèð, 1985.
4. Ì.Â. Äìèòðèåâà, À.À. Êóáåíñêèé «Ýëåìåíòû ñîâðåìåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ»,
Èçä. ÑÏ Óíèâåðñèòåòà, 1991.
5. Ð. Ãðýõåì, Ä. Êíóò, Î. Ïàòàøíèê «Êîíêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà», Ì.: Ìèð, 1998.
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ÏÐÈÌÅÐÛ È ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÒÅÌÓ

«ÐÅÊÓÐÑÈÂÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ È ÈÕ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ»

Ïîìíèòå äåòñêîå ñòèõîòâîðåíèå-ñ÷è-
òàëêó ïðî 10 íåãðèòÿò? Îíî ìîæåò ñëó-
æèòü ïðîëîãîì ê ëþáîé ðàáîòå íà òåìó
«Ðåêóðñèÿ».

10 íåãðèòÿò ïîøëè êóïàòüñÿ â ìîðå,
10 íåãðèòÿò ðåçâèëèñü íà ïðîñòîðå,
Îäèí èç íèõ ïðîïàë � è âîò âàì ðåçóëüòàò:

9 íåãðèòÿò ïîøëè êóïàòüñÿ â ìîðå,
9 íåãðèòÿò ðåçâèëèñü íà ïðîñòîðå,
Îäèí èç íèõ ïðîïàë � è âîò âàì ðåçóëüòàò:
... ... ... ...
1 (èç) íåãðèòÿò ïîøëè(åë) êóïàòüñÿ â ìîðå,
1 (èç) íåãðèòÿò ðåçâèëèñü(ñÿ)íà ïðîñòîðå,
Îäèí èç íèõ ïðîïàë � è âîò âàì ðåçóëüòàò:
Íåò áîëüøå íåãðèòÿò!

Ïåðâûå òðè ñòðî÷êè ýòîãî ñòèõîò-
âîðåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ 10 ðàç ñ íåáîëü-
øèì èçìåíåíèåì - ÷èñëî íå-
ãðèòÿò óìåíüøàåòñÿ ñ êàæ-
äûì ðàçîì íà åäèíèöó. È
òîëüêî, êîãäà ÷èñëî íåãðè-
òÿò óìåíüøèëîñü äî íóëÿ,
ñòèõîòâîðåíèå çàêàí÷èâà-
åòñÿ åäèíñòâåííîé ñòðî÷-
êîé «Íåò áîëüøå íåãðè-
òÿò!». Ïîïðîáóåì íàïèñàòü

Ïàâëîâà Ìàðèàííà Âëàäèìèðîâíà
Ïàíüãèíà Íèíà Íèêîëàåâíà

ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó, ïå÷àòàþùóþ ýòî
ñòèõîòâîðåíèå.
Procedure Negr(k: integer);
{k-÷èñëî íåãðèòÿò, ïàðàìåòð ïðîöåäóðû}
Begin
If k=0 {ïðîâåðêà, ÷òî ÷èñëî
íåãðèòÿò ðàâíî íóëþ}
then writeln(�Íåò áîëüøå íåãðèòÿò!�)
{âûõîä èç ðåêóðñèè}
else begin

writeln(k,� íåãðèòÿò ïîøëè
                êóïàòüñÿ â ìîðå,�);

writeln(k,� íåãðèòÿò
          ðåçâèëèñü íà ïðîñòîðå,�);

writeln(�Îäèí è íèõ ïðîïàë
         - è âîò âàì ðåçóëüòàò:�);

Negr(k-1);
{Âûçîâ ïðîöåäóðû ñ óìåíüøåííûì
íà 1 ïàðàìåòðîì}

end
End;

Âûçîâ ýòîé ïðîöåäóðû â îñíîâíîé
ïðîãðàììå áóäåò âûãëÿäåòü òàê: Negr(10).

Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ðå-
êóðñèè ïðè ñîçäàíèè ðèñóíêîâ.

Ïðèìåð 1.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ðèñóíîê èç

îêðóæíîñòåé ðàçíûõ ðàäèóñîâ (ðèñóíîê 1).
Åñëè âãëÿäåòüñÿ â íåãî âíèìàòåëü-

íî, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðèñóíîê íà÷è-
íàåòñÿ ñ öåíòðàëüíîé îêðóæíîñòè ñàìîãî

Ðèñóíîê 1.
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áîëüøîãî ðàäèóñà. Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåõîä íà êîíöû ãîðèçîíòàëüíîãî äèà-
ìåòðà îêðóæíîñòè, êîòîðûå äîëæíû èã-
ðàòü ðîëü öåíòðîâ äâóõ îêðóæíîñòåé ìåíü-
øåãî ðàäèóñà (ïðèìåðíî â ïîëòîðà ðàçà).
Ýòîò æå ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ è ñ ýòèìè
äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè, è ñ ïîëó÷åííûìè ÷å-
òûðüìÿ íîâûìè, è òàê äàëåå äî òåõ ïîð,
ïîêà óìåíüøàþùèéñÿ ðàäèóñ îêðóæíîñ-
òè íå ñòàíåò ìåíüøå ïåðâîíà÷àëüíîãî â
1,5·1,5·1,5·1,5 ðàç (åñëè ïîñ÷èòàòü, òî äîë-
æíî âûïîëíèòüñÿ ÷åòûðå âëîæåííûõ âû-
çîâà ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû).

Ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà, âûïîëíÿ-
þùàÿ òàêîé ðèñóíîê, äîëæíà èìåòü â êà-
÷åñòâå ïåðåäàâàåìûõ ïàðàìåòðîâ êîîð-
äèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè è âåëè÷èíó
ðàäèóñà.

Ïðîãðàììà, ïðè ïîìîùè êîòîðîé
áóäåò íàðèñîâàí ýòîò ðèñóíîê, ìîæåò áûòü
íàïèñàíà òàê:
Program RIS1;
Uses Graph;
Var x,y,r,gd,gm:integer;
Procedure Ris(x,y,r:integer);
begin
If r>=10
     then begin
          Circle (x,y,r);
         Ris(x-r,y,r*2 div 3);
         Ris(x+r,y,r*2 div 3)

end
end;
BEGIN
gd:=detect;
gm:=1;
InitGraph(gd,gm,��);
     Ris(320,240,100);
Readln;
CloseGraph;
END.

Ïðèìåð 2.
Íà âõîäíîì ïîòîêå íàõîäèòñÿ ñëî-

âî (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëè-
òåð), çàêàí÷èâàþùàÿñÿ
ïðîáåëîì. Íàïèñàòü ïðî-
ãðàììó, êîòîðàÿ ïîçâîëèò
íàïå÷àòàòü ýòî ñëîâî «çà-
äîì íàïåðåä», òî åñòü âû-
ïèñûâàÿ áóêâû ñëîâà ñ
êîíöà.

Â ýòîì ïðèìåðå ìû îïèøåì ïðîöå-
äóðó, ó êîòîðîé íå áóäåò ïàðàìåòðîâ, òàê
êàê ïðè êàæäîì åå âû-
çîâå áóäåò ââîäèòüñÿ
îäíà ëèòåðà, êîòîðàÿ
áóäåò ñðàâíèâàòüñÿ ñ
ïðîáåëîì. Ñàìà æå
ïðîãðàììà áóäåò ñî-
ñòîÿòü òîëüêî èç âûçî-
âà ýòîé ïðîöåäóðû.
Program REVERSE;
Procedure REV;
Var c:char;
  begin read(c);
  If c<>� �
  then begin REV; write(c)
       end
  end;
BEGIN REV
END.

Òåïåðü ïåðåõîäèì ê áîëåå ñëîæíûì
çàäà÷àì.

Ïðèìåð 3.
Ôðàêòàëàìè íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà,

÷àñòè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîâòîðåíèåì îá-
ðàçîâ ñàìèõ ìíîæåñòâ. Èçîáðàæåíèÿ
ôðàêòàëîâ âûçûâàþò îáû÷íî ó âñåõ áîëü-
øîé èíòåðåñ.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñãèáàíèÿ áó-
ìàæíîé ïîëîñêè: åñëè âçÿòü ïîëîñêó áó-
ìàãè, ñîãíóòü åå ïîïîëàì k ðàç è ðàçâåð-
íóòü ïîëîñêó òàê, ÷òîáû óãëû íà ñãèáàõ
ñòàëè ðàâíû 90°, òî, ïîñìîòðåâ íà òîðåö
ïîëîñêè, ìîæíî óâèäåòü ëîìàíóþ, êîòî-
ðàÿ íàçûâàåòñÿ «äðàêîíîâîé» ëîìàíîé k-
ãî ïîðÿäêà, ãäå k � êîëè÷åñòâî ñãèáîâ.
Ñõåìà ýòîãî ïðîöåññà èçîáðàæåíà íà ðè-
ñóíêå 2.

Îïèøåì ñïîñîá ñîçäàíèÿ äðàêîíî-
âîé ëîìàíîé.

Íà ëîìàíîé íóëåâîãî ïîðÿäêà, êàê
íà ãèïîòåíóçå, ñòðîèì ïðÿìîé óãîë, íà ïî-

Ðèñóíîê 2.
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ëó÷åííûõ ñòîðîíàõ ïðÿìîãî óãëà
ñòðîèì òîæå ïðÿìûå óãëû, íî
îäèí ðàçâåðíóò â ïðàâóþ ñòîðî-
íó, à äðóãîé - â ëåâóþ. Äàííûé
ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ k ðàç.

Íàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî çàäàííî-
ìó ÷èñëó k ðèñóåò «äðàêîíîâó»
ëîìàíóþ k-ãî ïîðÿäêà.

Program DRACON;
Uses Graph;
Var Gd,Gm,k:integer;
Procedure st (x1, y1, x2, y2,
k:integer);
var xn,yn:integer;
begin
If k > 0 then
begin
  xn:=(x1+x2)div 2 + (y2-y1)div 2;
  yn:=(y1+y2)div 2 - (x2-x1)div 2;
  st(x1,y1,xn,yn,k-1);
  st(x2,y2,xn,yn,k-1);
end
else Line(x1,y1,x2,y2);
end;
BEGIN
Gd:=Detect; Gm:=1;
InitGraph(Gd,Gm,��);
writeln (�Ââåäèòå íîìåð óðîâíÿ �);
readln(k);
st(200, 300, 500, 300, k);
readln;
CloseGraph;

END.

Åñëè ñ ïîìîùüþ ýòîé ïðî-
ãðàììû ïîñòðîèòü ëîìàíóþ äðà-
êîíà 14-ãî ïîðÿäêà, òî ìû ïîëó-
÷èì îáðàç ìíîæåñòâà, íàçûâàå-
ìîãî ôðàêòàëîì Õàðòåðà-Õåéòóýÿ,
ðèñóíîê êîòîðîãî ïðèâåäåí íà ðè-
ñóíêå 3.

Çàäà÷à 1.
Âîçâåñòè çàäàííîå âåùåñòâåííîå

÷èñëî X â çàäàííóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü
N. Â ýòîé çàäà÷å ñîâñåì ëåãêî íàéòè ôîð-
ìóëó: X X XN N= ⋅ −1 , íî òàêîé àëãîðèòì
ïîòðåáóåò N-1 ïîâòîðåíèÿ ïðîöåññà. Ãî-
ðàçäî áîëåå ýôôåêòèâíûì áóäåò ñëåäóþ-
ùèé àëãîðèòì:

X

X N

X N

X N

N N

N

= −
−

R

S
|

T
| −

,

( ) ,

( ) ,

/

( )/

åñëè = 1

åñëè

åñëè

2 2

1 2 2

ÇÀÄÀ×È.

Ðèñóíîê 3.

Óðîâåíü 1. Îïèñàòü ïî øàãàì àëãî-
ðèòì «áûñòðîãî» âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.
Ïðîäåìîíñòðèðîâàòü åãî ðàáîòó ïðè X = 2,
N = 11.

Óðîâåíü 2. Îïèñàòü ðåêóðñèâíóþ
ôóíêöèþ «áûñòðîãî» âîçâåäåíèÿ â ñòå-
ïåíü. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âîç-
âîäèò çàäàííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî â íà-
òóðàëüíóþ ñòåïåíü.

Ôîðìàò ââîäà:
×èñëî X
×èñëî N

÷åòíî

íå÷åòíî
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Ôîðìàò âûâîäà:
Çíà÷åíèå ïîëó÷åííîé
ñòåïåíè

Ïðèìåð.
Ââîä:

2
4

Âûâîä:
16

Çàäà÷à 2.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë 0, 1, 1, 2,

3, 5, ..., ãäå êàæäîå ÷èñëî, íà÷èíàÿ ñ òðå-
òüåãî, åñòü ñóììà äâóõ ïðåäûäóùèõ ÷èñåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàçûâàåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Ïðè çàäàííîì N òðåáóåòñÿ íàéòè
ïåðâûå N ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Óðîâåíü 1. Îïèñàòü àëãîðèòì, êîòî-
ðûé äëÿ çàäàííîãî N ïîëó÷èò ÷èñëî Ôè-
áîíà÷÷è ñ íîìåðîì N. Âû÷èñëèòü òðèíàä-
öàòîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è.

Óðîâåíü 2. Îïèñàòü ðåêóðñèâíóþ
ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âûäàåò çíà÷åíèå k-îãî
÷èñëà Ôèáîíà÷÷è.

Ïðèìå÷àíèå: Îáðàòèòü îñîáîå âíè-
ìàíèå íà íåýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâà-
íèÿ ôîðìóëû F(k)=F(k-1)+F(k-2), ïî-
ñêîëüêó â âûçîâå F(k-1) ñîäåðæèòñÿ âû-
çîâ F(k-2) è ò.ä., ÷òî ïîðîæäàåò ìíîãî-
÷èñëåííûå ïîâòîðíûå âû÷èñëåíèÿ îäíî-
ãî è òîãî æå ÷èñëà.

Ôîðìàò ââîäà:
×èñëî N

Ôîðìàò âûâîäà:
Çíà÷åíèå N-îãî ÷ècëà Ôèáîíà÷÷è

Ïðèìåð.
Ââîä:

9
Âûâîä:

21

Çàäà÷à 3.
Âî âõîäíîì ïîòîêå íàõîäèòñÿ ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòü ëèòåð, êîòîðûå ìîãóò
áûòü òîëüêî ñèìâîëàìè «0» èëè «1».
Ïðîáåë - ïðèçíàê êîíöà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Ëþáàÿ äðóãàÿ ëèòåðà - îøèáêà.
Íóæíî íàéòè äåñÿòè÷íîå ÷èñëî, ðàâíîå
äâîè÷íîìó ÷èñëó, çàäàííîìó ýòîé ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Óðîâåíü 1. Ïîñòðîèòü ïî øàãàì àë-
ãîðèòì ïåðåâîäà äâîè÷íîãî ÷èñëà â äåñÿ-
òè÷íîå ÷èñëî. Íàéòè äåñÿòè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: 100,
110001, 10000011.

Óðîâåíü 2. Ïî çàäàííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàéòè äåñÿòè÷íîå ÷èñëî, îïè-
ñàâ ñîîòâåòñòâóþùóþ  ðåêóðñèâíóþ ôóí-
êöèþ.

Ôîðìàò ââîäà:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö

Ôîðìàò âûâîäà:
Çíà÷åíèå äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà

Ïðèìåð.
Ââîä:

10111
Âûâîä:

23

Çàäà÷à 4.
Óðîâåíü 2. Âî âõîäíîì ïîòîêå íà-

õîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèòåð, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü òîëüêî öèôðàìè. Ïðî-
áåë - ïðèçíàê êîíöà ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè. Ëþáàÿ äðóãàÿ ëèòåðà - îøèáêà. «Ñî-
áðàòü» äåñÿòè÷íîå ÷èñëî èç öèôð ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïèñàâ ðåêóðñèâíóþ
ôóíêöèþ.

Ôîðìàò ââîäà:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèòåð, ÿâëÿþùèõñÿ
öèôðàìè

Ôîðìàò âûâîäà:
Çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî ÷èñëà
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Ïðèìåð.
Ââîä:

4521
Âûâîä:

4521

Â ïðèìåðå 1 ìû ïîäðîáíî ðàçîá-
ðàëè ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ñîçäàíèÿ ðè-
ñóíêà èç îêðóæíîñòåé. Òåïåðü ìîæíî
ðàññìîòðåòü áîëåå ñëîæíûå, íî â òî æå
âðåìÿ è áîëåå êðàñèâûå ðèñóíêè, íà-
ïðèìåð, «âåòî÷êè» (ðèñóíîê 4 è ðèñó-
íîê 5) è «ñíåæèíêè» (ðèñóíîê 6 è ðè-
ñóíîê 7).

Ïðè ñîçäàíèè òàêèõ ðèñóíêîâ «èç
ðåàëüíîé æèçíè» ìîæíî ïðîÿâèòü íàñòîÿ-
ùåå òâîð÷åñòâî, íàïðèìåð, íàðèñîâàòü:
� ñíåæèíêè, ðàçëè÷íûå ïî ôîðìå èëè ïà-
äàþùèå ïî âñåìó ýêðàíó;
� âåòî÷êè ðàçíîãî öâåòà, ðàçíîé ïóøèñ-
òîñòè è ðàçíîãî ðàçìåðà (â äëèíó âåòêè,
óãîë íàêëîíà è öâåò âíîñèòñÿ ñëó÷àéíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ, ðèñóíîê 5);
� à åñëè íà ïîñëåäíåì óðîâíå âëîæåííîñ-
òè âåòî÷êè ðèñîâàòü æåëòûå êðóæî÷êè, òî
èç ãîëîé çèìíåé âåòêè ìîæíî ïîëó÷èòü
ïóøèñòóþ âåñåííþþ ìèìîçó.

Çàäà÷à 5.
Óðîâåíü 1. Îïèñàòü ïî øàãàì, êàê

íàðèñîâàòü âåòî÷êó, èçîáðàæåííóþ íà ðè-
ñóíêå 4.

Óðîâåíü 2. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ðè-
ñóþùóþ íà ýêðàíå äèñïëåÿ âåòî÷êó, ïî-
äîáíóþ èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 4.

Ôîðìàò ââîäà:
Âõîäíûõ äàííûõ íåò

Ôîðìàò âûâîäà:
Ðèñóíîê âåòî÷êè

Çàäà÷à 6.
Óðîâåíü 1. Îïèñàòü ïî øàãàì, êàê

íàðèñîâàòü âåòî÷êó, èçîáðàæåííóþ íà ðè-
ñóíêå 5.

Óðîâåíü 2. Íàïèñàòü ïðîãðàììó ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñëó÷àéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ, ðèñóþùóþ âåòî÷êó, ïîäîáíóþ
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 5.

Ôîðìàò ââîäà:
Âõîäíûõ äàííûõ íåò

Ôîðìàò âûâîäà:
Ðèñóíîê âåòî÷êè

Çàäà÷à 7.
Óðîâåíü 1. Îïèñàòü ïî øàãàì, êàê

íàðèñîâàòü ñíåæèíêó, ïîêàçàííóþ íà ðè-
ñóíêå 6.

Óðîâåíü 2. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ðè-
ñóþùóþ ñíåæèíêó, èçîáðàæåííóþ íà ðè-
ñóíêå 6.

Ôîðìàò ââîäà:
Âõîäíûõ äàííûõ íåò
Ôîðìàò âûâîäà:
Ðèñóíîê ñíåæèíêè

Ðèñóíîê 4. Ðèñóíîê 5.
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Çàäà÷à 8.
Óðîâåíü 1. Îïèñàòü ïî øàãàì, êàê

íàðèñîâàòü ñíåæèíêó, ïîêàçàííóþ íà ðè-
ñóíêå 7.

Óðîâåíü 2. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ðè-
ñóþùóþ ñíåæèíêó, èçîáðàæåííóþ íà ðè-
ñóíêå 7.

Ôîðìàò ââîäà:
Âõîäíûõ äàííûõ íåò

Ôîðìàò âûâîäà:
Ðèñóíîê ñíåæèíêè

Çàäà÷à 9.
Äëÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è ðàññìîòðèì

ïðèìåð èç îáëàñòè áèîëîãèè. Ñ ïîìîùüþ
ðåêóðñèè ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëü Áåíóà
Ìàíäåëüáðîòà ÷åëîâå÷åñêîãî ëåãêîãî, à
èìåííî, èåðàðõèþ òðàõåé è áðîíõîâ.

Óêàçàíèå.  Èç ðèñóíêà 8 âèäíî, ÷òî
òðåòüÿ âåòâü ñîñòàâëÿåò ïî äëèíå ïðèìåð-
íî ïîëîâèíó ïåðâîé âåòâè. Óìåíüøàåòñÿ
òàêæå òîëùèíà âåòâåé-ñîñóäîâ.

Óðîâåíü 2. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ðè-
ñóþùóþ ìîäåëü ëåãêîãî, ïðèâåäåííóþ íà
ðèñóíêå 8.

Ôîðìàò ââîäà:
Âõîäíûõ äàííûõ íåò

Ôîðìàò âûâîäà:
Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ëåãêîãî

Çàäà÷à 10.
Íà ðèñóíêå 9 ïðåäñòàâëåíà ñàëôåò-

êà Ñåðïèíñêîãî. Êàê îíà îáðàçóåòñÿ?
Ðèñóåòñÿ òðåóãîëüíèê è â íåì ñðåäíèå ëè-
íèè. Â îáðàçîâàííûõ ïðè óãëàõ èñõîäíî-
ãî òðåóãîëüíèêà íîâûõ òðåóãîëüíèêàõ

Ðèñóíîê 6. Ðèñóíîê 7.

Ðèñóíîê 8. Ðèñóíîê 9.



54

îïÿòü ðèñóþòñÿ ñðåäíèå ëèíèè è ò.ä. äî
çàäàííîãî ïîðÿäêà âëî-
æåííîñòè. Èíòåðåñíî,
÷òî ïîëó÷åííàÿ ôèãóðà
äîïóñêàåò äðóãîå (íå ðå-
êóðñèâíîå) ïîñòðîåíèå ñ
ïîìîùüþ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàð-
ëî (íî îá ýòîì â äðóãîé
ðàç).

Óðîâåíü 2. Íàïè-
ñàòü ïðîãðàììó, ðèñóþ-
ùóþ ñàëôåòêó Ñåðïèíñ-
êîãî, ïðèâåäåííóþ íà
ðèñóíêå 9.

Ôîðìàò ââîäà:
Âõîäíûõ äàííûõ íåò

Ôîðìàò âûâîäà:
Èçîáðàæåíèå ñàëôåòêè
Ñåðïèíñêîãî

Çàäà÷à 11.
Óðîâåíü 2. Ðàñ-

ñìîòðèì çàäà÷ó î ðàçðå-
çàíèè ïðÿìîóãîëüíèêà ñ
íàòóðàëüíûìè äëèíàìè
ñòîðîí a è b íà êâàäðà-
òû ìàêñèìàëüíîé ïëîùà-
äè (çàäà÷à íà èñïîëüçî-
âàíèå àëãîðèòìà Åâêëè-
äà). Ïðåäëàãàåòñÿ íå
ïðîñòî ðåøèòü ýòó çàäà-
÷ó, íî è ñäåëàòü íàãëÿä-
íîå ãðàôè÷åñêîå ñîïðî-
âîæäåíèå ñ ïîìîùüþ ðå-
êóðñèè (ðèñóíîê 10).

Óêàçàíèå. Ïàðàìåò-
ðàìè ðåêóðñèâíîé ïðî-
öåäóðû ÿâëÿþòñÿ êîîðäè-

íàòû âåðøèí äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà
(x

1
,y

1
) è (x

2
,y

2
). Êàê òîëüêî ñòîðîíû ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè, òî åñòü
(x

2
�x

1
= y

2
�y

1
), îñóùåñòâëÿåòñÿ âûõîä èç

ïðîöåäóðû, åñëè æå íåò, òî âû÷èñëÿåòñÿ
äëèíà ìåíüøåé ñòîðîíû k (ýòî è áóäåò ñòî-
ðîíà êâàäðàòà), è âäîëü áîëüøåé ñòîðîíû
îòðåçàåòñÿ (ðèñóåòñÿ) êâàäðàò. Çàòåì ïðî-
èñõîäèò îáðàùåíèå ê ðåêóðñèâíîé ïðî-
öåäóðå ñ èçìåíåííûìè ïàðàìåòðàìè, ëèáî,
âìåñòî x

1
, áåðåòñÿ x

1
+k (åñëè ñòîðîíà ïî

îñè x áîëüøå), ëèáî âìåñòî y
1
 áåðåòñÿ y

1
+k

(åñëè ñòîðîíà ïî îñè y áîëüøå).
Ôîðìàò ââîäà:

Äâà öåëûõ ÷èñëà ÷åðåç ïðîáåë
Ôîðìàò âûâîäà:

Èçîáðàæåíèå ñõåìû äåëåíèÿ

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ íå-
ñêîëüêî çàäà÷ ïîâûøåííîé
ñëîæíîñòè äëÿ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ.

Çàäà÷à 12.
Âî âõîäíîì ïîòî-

êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ëèòåð, çàêàí÷èâàþùàÿñÿ
ïðîáåëîì. Ïðè ïîìîùè
ðåêóðñèâíîé ëîãè÷åñêîé
ôóíêöèè îïðåäåëèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè ýòà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïðàâèëüíûì èäåíòèôèêàòî-
ðîì. (Ïðàâèëüíûì èäåíòèôèêàòîðîì
ñ÷èòàåòñÿ ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü áóêâ èëè öèôð, íà÷èíàþ-
ùàÿñÿ ñ áóêâû).

Ôîðìàò ââîäà:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ è/èëè öèôð

Ôîðìàò âûâîäà:
«Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âèëüíûì èäåíòèôèêàòîðîì» èëè
«Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âèëüíûì èäåíòèôèêàòîðîì»

Ïðèìåð.
Ââîä:

Max12
Âûâîä:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûì èäåíòèôèêàòîðîì

Ðèñóíîê 10.
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Çàäà÷à 13.
Âî âõîäíîì ïîòîêå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ëèòåð, ïðèçíàêîì êîíöà êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ çíàê ðàâåíñòâà. Â ñàìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî
öèôðû è çíàêè «+». Ïðè ýòîì âñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìó-
ëó ñëîæåíèÿ îäíîçíà÷íûõ öåëûõ ÷èñåë.
Îïèñàòü ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ
íàéäåò çíà÷åíèå ýòîé ôîðìóëû èëè ñîîá-
ùèò îá îøèáêå.

Ôîðìàò ââîäà:
×åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð è
çíàêîâ «+», çàêàí÷èâàþùàÿñÿ çíàêîì «=»

Ôîðìàò âûâîäà:
Çíà÷åíèå  ñóììû

Ïðèìåð.
Ââîä:

1+3+6+2 =
Âûâîä:

12

Çàäà÷à 14.
Âî âõîäíîì ïîòîêå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ëèòåð, ïðèçíàêîì êîíöà êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ çíàê «=». Â ñàìîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî öèôðû è
çíàêè «+» èëè «�». Ïðè ýòîì âñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìó-
ëó àðèôìåòè÷åñêîé ñóììû îäíîçíà÷íûõ
öåëûõ ÷èñåë. Îïèñàòü ðåêóðñèâíóþ ôóíê-
öèþ, êîòîðàÿ íàéäåò çíà÷åíèå ýòîé ôîð-
ìóëû èëè ñîîáùèò îá îøèáêå.

Ôîðìàò ââîäà:
×åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

öèôð è çíàêîâ «+» è «�», çàêàí÷èâàþùàÿ-
ñÿ çíàêîì «=»

Ôîðìàò âûâîäà:
Çíà÷åíèå ñóììû

Ïðèìåð.
Ââîä:

2+5�7+1+9 =
Âûâîä:

10

Çàäà÷à 15.
Âî âõîäíîì ïîòîêå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ëèòåð, ïðèçíàêîì êîíöà êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ «=». Â ñàìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî öèôðû è çíà-
êè «+» èëè «�». Ïðè ýòîì âñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëó
àðèôìåòè÷åñêîé ñóììû ïðîèçâîëüíûõ öå-
ëûõ ÷èñåë. Îïèñàòü ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäó-
ðó èëè ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íàéäåò çíà÷åíèå
ýòîé ôîðìóëû èëè ñîîáùèò îá îøèáêå.

Ôîðìàò ââîäà:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð è çíàêîâ «+»
èëè «�», çàêàí÷èâàþùàÿñÿ çíàêîì «=»

Ôîðìàò âûâîäà:
Çíà÷åíèå ñóììû

Ïðèìåð.
Ââîä:

45+6�35+4�17 =
Âûâîä:

3

Íà äèñêåòêå, ïðèëîæåííîé ê æóð-
íàëó, âû íàéäåòå ôàéë Hanoi.exe, êîòî-
ðûé ñîäåðæèò äåìîíñòðàöèîííî-èãðîâóþ
ïðîãðàììó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è «Õàíîéñ-
êèå áàøíè».

ÍÀØÈ   À Â ÒÎ ÐÛ

Ïàâëîâà Ìàðèàííà Âëàäèìèðîâíà,
ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû
èíôîðìàòèêè ÑÏáÃÓ.
Ïàíüãèíà Íèíà Íèêîëàåâíà,
ïðåïîäàâàòåëü ÎÈ è ÂÒ ëèöåÿ ¹ 8
ã. Ñîñíîâûé Áîð.


