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Îêðóæàþùèé íàñ ìèð ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãîîáðàçåí è ñëî-
æåí. ×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ â ïîçíàíèè ýòî-
ãî ìèðà, ó÷åíûå èñïîëüçóþò óïðîùåííûå
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðåàëüíûõ ôèçè÷åñ-
êèõ ñèñòåì. Êàê ãîâîðèë îäèí èç îñíîâà-
òåëåé îòå÷åñòâåííîé øêîëû òåîðåòè÷åñ-
êîé ôèçèêè àêàäåìèê ßêîâ Èëüè÷ Ôðåí-
êåëü, ôèçèê-òåîðåòèê ïî ñóùåñòâó âñåãäà
ðàññìàòðèâàåò íå ñàìî ôèçè÷åñêîå ÿâëå-
íèå, à êàðèêàòóðó íà íåãî, òî åñòü ñèëüíî
óïðîùåííóþ ñõåìó ÿâëåíèÿ.

Ïîïûòêà ó÷åñòü âñå ñäåëàëà áû íå-
ðàçðåøèìîé çàäà÷ó îïèñàíèÿ äàæå âåñü-
ìà ïðîñòûõ ÿâëåíèé. Êîíå÷íî, ñîâåðøåííî
íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûáðàííàÿ ìîäåëü ñî-
õðàíÿëà íàèáîëåå âàæíûå è ñàìûå õàðàê-

òåðíûå ÷åðòû èçó÷àåìîãî ðåàëüíîãî ÿâëå-
íèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ïîíèìàåì ôè-
çè÷åñêîå ÿâëåíèå, åñëè ìû â ñîñòîÿíèè
ïîñòðîèòü äëÿ íåãî àäåêâàòíóþ ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ìîäåëü. Íàïðèìåð, äëÿ ìåõàíè÷åñ-
êîãî äâèæåíèÿ òåëà â çàäàííûõ ñèëîâûõ
ïîëÿõ (òî åñòü ïîä äåéñòâèåì èçâåñòíûõ
ñèë) òàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàåòñÿ
îñíîâíûì óðàâíåíèåì äèíàìèêè � âòîðûì
çàêîíîì Íüþòîíà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â ðàìêàõ ïðè-
íÿòîé ìîäåëè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íîå èëè
ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, äëÿ äâè-
æåíèÿ òåëà (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) ïîä äåé-
ñòâèåì åäèíñòâåííîé ïîñòîÿííîé ñèëû
(ñêàæåì, äëÿ çàäà÷è î äâèæåíèè áðîøåí-
íîãî òåëà âáëèçè ïîâåðõíîñòè çåìëè áåç
ó÷åòà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà) òàêîå ðå-
øåíèå äàåòñÿ èçâåñòíûìè èç øêîëüíîãî
êóðñà ôîðìóëàìè ðàâíîóñêîðåííîãî äâè-
æåíèÿ. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèé äèíàìèêè ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ òàê
íàçûâàåìîé çàäà÷è Êåïëåðà, â êîòîðîé
ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè ïîä äåéñòâèåì öåíòðàëüíîé ñèëû
òÿãîòåíèÿ, óáûâàþùåé îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà
(çàäà÷à î äâèæåíèè ïëàíåòû âîêðóã Ñîëí-
öà èëè ñïóòíèêà âîêðóã Çåìëè).

Ê ñîæàëåíèþ, òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ, ïîäîáíûå äâèæåíèþ â îäíîðîä-
íîì ïîëå òÿãîòåíèÿ èëè êåïëåðîâó äâèæå-
íèþ â öåíòðàëüíîì êóëîíîâîì ïîëå, ðåä-
êî âñòðå÷àþòñÿ â ôèçèêå. Ïðè íàëè÷èè
âîçìóùàþùèõ âîçäåéñòâèé (ñêàæåì, ñî-



25

Ëàáîðàòîðèÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

ïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà â ïåðâîì ïðèìåðå
èëè òÿãîòåíèÿ äðóãèõ ïëàíåò âî âòîðîì
ïðèìåðå) äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåèíòåãðèðóåìûìè,
è àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ
íåèçìåðèìî óñëîæíÿåòñÿ. Â òàêèõ ñëó÷à-
ÿõ íà ïîìîùü èññëåäîâàòåëþ ïðèõîäÿò
÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ, è ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ñâî-
èõ ïðåäñòàâëåíèé î ðåàëüíîì èçó÷àåìîì
ÿâëåíèè îí ìîæåò ñ ïîìîùüþ âû÷èñëè-
òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íà êîìïüþòåðå.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò � ýòî
ìåòîä èçó÷åíèÿ ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ ïó-
òåì ïîñòðîåíèÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè è ïîñëåäóþùåãî ÷èñëåííîãî èññëå-
äîâàíèÿ ýòîé ìîäåëè, ïîçâîëÿþùåãî «ïðî-
èãðàòü» åå ïîâåäåíèå â ðàçëè÷íûõ óñëî-
âèÿõ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ìî-
æåò îêàçàòü ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü êàê
èññëåäîâàòåëþ, ïðîêëàäûâàþùåìó ïóòü â
íåèçâåäàííîå, òàê è ó÷àùåìóñÿ, îñâàèâà-
þùåìó íîâûå äëÿ ñåáÿ çíàíèÿ.

Ïîÿñíèì èäåþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
íà ïðèìåðå ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ òåëà ïîä
äåéñòâèåì ñèë, çàâèñèìîñòü êîòîðûõ îò
ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè òåëà èçâåñòíà. Ïðè-
ìåðîì òàêîé ôèçè-
÷åñêîé ñèñòåìû ìî-
æåò ñëóæèòü ëèíåé-
íûé îñöèëëÿòîð �
òåëî íà ïðóæèíå,
ñèëà óïðóãîñòè êî-
òîðîé ïðîïîðöèî-
íàëüíà åå óäëèíå-
íèþ (F = �kx � çà-
êîí Ãóêà), ïðè÷åì
äâèæåíèå òåëà ïðî-
èñõîäèò ñ ñîïðîòèâëåíèåì, ñèëà êîòîðî-
ãî ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè è íàïðàâ-
ëåíà ïðîòèâ ñêîðîñòè (Fòð = �λv).

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðå-
ìåíè (íà÷àëüíîãî ìîìåíòà) èçâåñòíû ïî-
ëîæåíèå x0 è ñêîðîñòü v0 ðàññìàòðèâàå-
ìîãî òåëà (òî åñòü èçâåñòíî åãî ìåõàíè-
÷åñêîå ñîñòîÿíèå). Òåì ñàìûì íàì èçâåñ-
òíû ñèëû, äåéñòâóþùèå â ýòîò ìîìåíò íà
òåëî, è, íà îñíîâàíèè âòîðîãî çàêîíà Íüþ-
òîíà, ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü óñêîðåíèå òåëà
a0 â ýòîò ìîìåíò. Ñ÷èòàÿ ýòî óñêîðåíèå

ïîñòîÿííûì, ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì ðàâ-
íîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ìîæíî ïðèáëè-
æåííî íàéòè ñêîðîñòü è ïîëîæåíèå òåëà
÷åðåç íåáîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t
(«øàã» èíòåãðèðîâàíèÿ):

.)(, 2
02

1
001001 tatvxxtavv ∆+∆+=∆+=

×åì ìåíüøå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t,
òåì ìåíüøå îøèáêà â îïðåäåëåíèè x1 è
v1, ïðîèñõîäÿùàÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî
äâèæåíèå â òå÷åíèå ∆t ïðîèñõîäèò ñ ïî-
ñòîÿííûì óñêîðåíèåì a0. Çàòåì äëÿ ðàñ-
ñ÷èòàííûõ çíà÷åíèé x1 è v1 íîâîãî ìåõà-
íè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíöå èíòåðâàëà
∆t íàõîäèì íîâûå çíà÷åíèÿ êàæäîé èç äåé-
ñòâóþùèõ ñèë è, ñ ïîìîùüþ âòîðîãî çà-
êîíà Íüþòîíà, îïðåäåëÿåì óñêîðåíèå a1
äëÿ ñëåäóþùåãî èíòåðâàëà âðåìåíè ∆t.
Ñ÷èòàÿ ýòî íîâîå óñêîðåíèå a1 ïîñòîÿí-
íûì íà ïðîòÿæåíèè ñëåäóþùåãî øàãà
èíòåãðèðîâàíèÿ, ñíîâà ïðèìåíÿåì ôîð-
ìóëû ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ, â êî-
òîðûõ ðîëü íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïîëî-
æåíèÿ x0 è ñêîðîñòè v0 âûïîëíÿþò óæå
x1 è v1:

.)(, 2
12

1
112112 tatvxxtavv ∆+∆+=∆+=

Çàòåì ïî òîé æå ñõåìå ðàñ÷åò ïî-
âòîðÿåòñÿ åùå ðàç äëÿ íàõîæäåíèÿ ñëåäó-
þùèõ çíà÷åíèé ïîëîæåíèÿ òåëà è åãî ñêî-
ðîñòè, è òàê äàëåå. Òàêèì ïóòåì ìîæíî
ïðîñëåäèòü øàã çà øàãîì âñå äâèæåíèå.
×òîáû íàéòè èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêîãî ñî-
ñòîÿíèÿ òåëà çà áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè, ïðèäåòñÿ ðàçáèòü ýòîò ïðîìåæóòîê
íà áîëüøîå ÷èñëî ìàëûõ øàãîâ ∆t. ×åì
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òåé âñåõ êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ ñîñòàâ-
ëÿåò ïðåäìåò òåîðèè êîëåáàíèé.

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïîíèìàíèÿ îáùèõ
çàêîíîìåðíîñòåé êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåñ-
ñîâ öåëåñîîáðàçíî íà÷èíàòü èõ èçó÷åíèå
ñ íàèáîëåå íàãëÿäíûõ ïðèìåðîâ, â êîòî-
ðûõ äâèæåíèå äîñòóïíî íåïîñðåäñòâåííî-
ìó çðèòåëüíîìó âîñïðèÿòèþ. Ýòî ïðåæäå
âñåãî òàêèå çíàêîìûå âñåì ìåõàíè÷åñêèå
êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû, êàê ãðóç íà ïðó-
æèíå è ïðîñòîé ìàÿòíèê. Ýëåêòðîìàãíèò-
íûì àíàëîãîì ýòèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì
ìîæåò ñëóæèòü çàìêíóòàÿ öåïü, ñîäåðæà-
ùàÿ êîíäåíñàòîð è êàòóøêó èíäóêòèâíî-
ñòè. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàçíûå êîëå-
áàòåëüíûå ñèñòåìû, îïèñûâàåòñÿ îäèíà-
êîâûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè. Ðàçîáðàâøèñü â ïðîèñõîäÿùèõ íà íà-
øèõ ãëàçàõ êîëåáàíèÿõ ãðóçà íà ïðóæè-
íå, ìû ïî àíàëîãèè ëåãêî îñâîèìñÿ ñ çà-
êîíîìåðíîñòÿìè êîëåáàíèé â ýëåêòðîìàã-
íèòíîì êîíòóðå, ãäå âñå äàëåêî íå òàê
íàãëÿäíî.

Äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
â ïðåäëàãàåìûõ ïðîãðàììàõ âûáðàíû ìå-
õàíè÷åñêèå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû, ïî-
òîìó ÷òî èõ äâèæåíèå ìîæíî íåïîñðåä-
ñòâåííî îòîáðàçèòü íà ýêðàíå. Ìîäåëèðî-
âàíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàãëÿäíûå, çà-
ïîìèíàþùèåñÿ èëëþñòðàöèè èçó÷àåìûõ
ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé âî âñåé èõ äèíàìè-
êå, âîñïðîèçâåñòè òîíêèå äåòàëè ÿâëåíèé,
óñêîëüçàþùèå îáû÷íî ïðè íåïîñðåäñòâåí-
íîì íàáëþäåíèè. Ìîæíî èçìåíÿòü âðåìåí-
íîé ìàñøòàá, âàðüèðîâàòü â øèðîêèõ ïðå-
äåëàõ ïàðàìåòðû è óñëîâèÿ ýêñïåðèìåí-
òà, ìîäåëèðîâàòü ñèòóàöèè, íåäîñòóïíûå
äëÿ èçó÷åíèÿ â íàòóðíîì ýêñïåðèìåíòå.
Ìîäåëèðóþùèå ïðîãðàììû ïîçâîëÿþò
ñòðîèòü ãðàôèêè âðåìåííîé çàâèñèìîñòè
îïèñûâàþùèõ ñèñòåìó ïåðåìåííûõ, ïî-
ëó÷àòü ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ, îòîáðàæàòü
ýíåðãåòè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ ïðè êîëåáà-
íèÿõ. Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá îòîáðàæåíèÿ
ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îáëåã÷àåò óñ-
âîåíèå áîëüøèõ îáúåìîâ ïîëó÷àåìîé èí-
ôîðìàöèè. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè âñåõ ïå-
ðåìåííûõ îò âðåìåíè âûâîäÿòñÿ íà ýêðàí
îäíîâðåìåííî ñ îòîáðàæåíèåì äâèæåíèÿ

ìåíüøå ðàçìåð êàæäîãî øàãà, òåì òî÷íåå
ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Íî íåîáõîäèìîå
÷èñëî øàãîâ ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ. Çà
ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ ïðèõî-
äèòñÿ ïëàòèòü óâåëè÷åíèåì îáúåìà âû÷èñ-
ëåíèé. Ïðàêòè÷åñêè òàêèå ðàñ÷åòû óäîá-
íî ïðîèçâîäèòü íà êîìïüþòåðå. Ñîâðåìåí-
íûå êîìïüþòåðû ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü
÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
áûñòðî è ýôôåêòèâíî.

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÀß ËÀÁÎÐÀÒÎÐÈß
ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

Ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü âîçìîæ-
íîñòè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ
èçó÷åíèÿ êîëåáàíèé � âàæíîãî ðàçäåëà
êóðñà ôèçèêè.

Áåç ïðåóâåëè÷åíèÿ ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî êîëåáàíèÿ îêðóæàþò íàñ âñþäó. Îñ-
öèëëèðóþùèå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå
ïîëÿ ïðèíîñÿò ñâåò â íàøè ãëàçà. Âèáðè-
ðóþùèé âîçäóõ ïðèíîñèò çâóêè ê íàøèì
óøàì. Áëàãîäàðÿ ñâåòîâûì è àêóñòè÷åñ-
êèì êîëåáàíèÿì, ìû ïîëó÷àåì áîëüøóþ
÷àñòü èíôîðìàöèè îá îêðóæàþùåì íàñ
ìèðå. Ýëåêòðîìàãíèòíûå êîëåáàíèÿ (â
÷àñòíîñòè, ñâåòîâûå, èëè îïòè÷åñêèå êî-
ëåáàíèÿ) ëåæàò â îñíîâå âñåõ ñîâðåìåí-
íûõ ýëåêòðîííûõ ñðåäñòâ ïåðåäà÷è è îá-
ðàáîòêè èíôîðìàöèè. Çíà÷åíèå êîëåáà-
òåëüíûõ ïðîöåññîâ â ïðèðîäå è òåõíèêå
òðóäíî ïåðåîöåíèòü.

Êîëåáàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ ìîãóò èìåòü ñîâåðøåííî ðàçíóþ
ïðèðîäó. Íî òåì íå ìåíåå êîëåáàíèÿ ðàç-
íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû èìåþò ìíîãî
îáùåãî. Èçó÷åíèå îáùèõ çàêîíîìåðíîñ-
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äû. Íàïðèìåð, óñòîé÷èâî ðàâíîâåñèå ãðó-
çà, ïîäâåøåííîãî íà ïðóæèíå. Óñòîé÷èâî
òàêæå íèæíåå ïîëîæåíèå ìàÿòíèêà â ïîëå
òÿæåñòè. Åñëè ïîäîáíóþ ñèñòåìó âûâåñòè
èç ðàâíîâåñèÿ (îòòÿíóòü âíèç ãðóç, ïîäâå-
øåííûé íà ïðóæèíå, îòêëîíèòü â ñòîðîíó
ìàÿòíèê), âîçâðàùàþùàÿ ñèëà áóäåò ñî-
îáùàòü òåëó óñêîðåíèå â ñòîðîíó ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïî èíåðöèè òåëî ïðî-
ñêàêèâàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Òåïåðü
âîññòàíàâëèâàþùàÿ ñèëà çàìåäëÿåò åãî
äâèæåíèå. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ òî÷êè íàè-
áîëüøåãî óäàëåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ (òî÷êè ïîâîðîòà) âñå äâèæåíèå ïî-
âòîðÿåòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Â ðå-
çóëüòàòå âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ îêîëî ïî-
ëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôèçè÷åñêóþ
ñèñòåìó âûâåñòè èç ðàâíîâåñèÿ êàêèì-
ëèáî âíåøíèì âîçäåéñòâèåì è çàòåì ïðå-
äîñòàâèòü ñàìîé ñåáå, îíà áóäåò ñîâåð-
øàòü êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçû-
âàòü ñîáñòâåííûìè èëè ñâîáîäíûìè. Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ìî-
ãóò ïðîèñõîäèòü ëèøü â ñèñòåìàõ, îáëà-
äàþùèõ óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíî-
âåñèÿ.

Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ (èëè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ), òî åñòü â èäåà-
ëèçèðîâàííîé êîíñåðâàòèâíîé ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìå, ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ áóäóò
ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèìè: ÷åðåç îïðåäåëåí-
íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íàçûâàåìûé ïå-
ðèîäîì, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîëíîñòüþ âîñ-
ïðîèçâîäèòñÿ. Òàêèå íåçàòóõàþùèå êîëå-
áàíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ íåèçìåííûì ðàçìàõîì
(àìïëèòóäîé). Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ, íåèç-
áåæíîãî â ëþáîé ðåàëüíîé ñèñòåìå, ïðî-
èñõîäèò çàòóõà-
íèå ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé, îáóñ-
ëîâëåííîå äèñ-
ñèïàöèåé (ðàññå-
ÿíèåì) ìåõàíè-
÷åñêîé (èëè
ýëåêòðîìàãíèò-
íîé) ýíåðãèè.

Ìû íà÷íåì
ñ èçó÷åíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ êîëå-

ñàìîé ñèñòåìû. Ýòî ïðèäàåò ãðàôèêàì
îñîáóþ íàãëÿäíîñòü è îáëåã÷àåò ïîíèìà-
íèå îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé èçó÷àåìûõ
ïðîöåññîâ.

Ïðåäëàãàåìûå âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ
êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñâîåãî ðîäà íàñòîëüíóþ ëàáîðàòî-
ðèþ äëÿ èçó÷åíèÿ êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîä÷åðêíåì,
÷òî ïðîãðàììû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ èçó÷å-
íèÿ ôèçèêè, à íå èíôîðìàòèêè. Äëÿ ðàáî-
òû ñ íèìè íå íóæíî óìåòü ïðîãðàììèðî-
âàòü. Åñëè ïðîâîäèòü ïàðàëëåëü ñ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé ôèçèêîé, òî ýòèì ïðîãðàì-
ìàì ìîæíî ñîïîñòàâèòü óæå ãîòîâûå è
òùàòåëüíî îòëàæåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
óñòàíîâêè. Âàæíî ëèøü ïîíèìàòü, êàê è
÷òî èìåííî èçìåðÿåò òîò èëè èíîé ïðè-

áîð, è ñîâñåì íå
îáÿçàòåëüíî çíàòü
äåòàëè åãî âíóòðåí-
íåãî óñòðîéñòâà.
Òàê è ñ íàøèìè
ïðîãðàììàìè: ïî-
ñêîëüêó âñÿ ðàáîòà
ïî ïðîãðàììèðîâà-
íèþ óæå âûïîëíå-
íà çàðàíåå, ìû ìî-
æåì ñîñðåäîòî-
÷èòüñÿ íà ôèçèêå

èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé, íå îòâëåêàÿñü íà ÷èñ-
òî òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû ìîäåëèðîâàíèÿ.

ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß
ÏÐÎÑÒÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè
ñèëû, âîçíèêàþùèå ïðè îòêëîíåíèè îò
ðàâíîâåñèÿ, ñòðåìÿòñÿ âåðíóòü ñèñòåìó â
ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ.
Òàêèå ñèëû
í à ç û â à þ ò
âîññòàíàâëè-
âàþùèìè, íå-
çàâèñèìî îò
èõ ôèçè÷åñ-
êîé ïðèðî-
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áàíèé íàèáîëåå ïðîñòîé ñèñòåìû � òàê
íàçûâàåìîãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, îïè-
ñûâàåìîãî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
åì, â êîòîðîå èñêîìàÿ ôóíêöèÿ è åå ïðî-
èçâîäíûå âõîäÿò ëèíåéíî (â ïåðâîé ñòå-
ïåíè). Äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâó-
åò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, äåòàëüíî îá-
ñóæäàåìîå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Íî ïðè
êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ýòî ðåøå-
íèå íå èñïîëüçóåòñÿ. Ñîâïàäåíèå íàáëþ-
äàåìûõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïðåäñêàçàíèÿ-
ìè ìîæåò ñëóæèòü äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ êà-
÷åñòâà èñïîëüçóåìîãî ïðîãðàììîé àëãîðèò-
ìà. Òàêàÿ ïðîâåðêà ïðèäàñò óáåäèòåëüíîñòü
ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ
êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì â ïîñëåäóþùèõ ëà-
áîðàòîðíûõ ðàáîòàõ, ãäå èñïîëüçîâàí òîò
æå ñàìûé àëãîðèòì.

ËÈÍÅÉÍÛÉ ÎÑÖÈËËßÒÎÐ

Íàèáîëåå ïðîñòûì çàêîíîìåðíîñòÿì
ïîä÷èíÿþòñÿ êîëåáàíèÿ â ëèíåéíûõ ñèñ-
òåìàõ, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ëèíåéíûé
èëè ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð � ýòî ëþ-
áàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ïðè ñìåùåíèè èç
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âîçíèêàåò âîçâðà-
ùàþùàÿ ñèëà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñìåùå-
íèþ. Ìåõàíè÷åñêèå ïðèìåðû òàêèõ ñèñ-
òåì � ãðóç íà óïðóãîé ïðóæèíå, ïîä÷èíÿ-
þùåéñÿ çàêîíó Ãóêà, èëè ìàõîâèê (ðî-
òîð) ñ óïðóãîé ñïèðàëüíîé ïðóæèíîé, çàê-
ðó÷èâàþùåéñÿ ïðè åãî ïî-
âîðîòå âîêðóã îñè, êàê ó
áàëàíñèðà ìåõàíè÷åñêèõ
íàðó÷íûõ èëè êàðìàííûõ
÷àñîâ. Êðóòèëüíûå êîëåáà-
íèÿ òàêîãî òîðñèîííîãî ëè-
íåéíîãî îñöèëëÿòîðà ìîäå-
ëèðóþòñÿ â îïèñûâàåìûõ
ó÷åáíûõ êîìïüþòåðíûõ
ïðîãðàììàõ. Óñëîâíîå
èçîáðàæåíèå òîðñèîííîãî
ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà è
åãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî
àíàëîãà � ïîñëåäîâàòåëüíî-
ãî LCR-êîíòóðà � ïîêàçà-
íî íà ðèñóíêå 1.

Äëÿ óäîáñòâà íàáëþäåíèÿ êðóòèëü-
íûõ êîëåáàíèé â êîìïüþòåðíîé ïðîãðàì-
ìå ìîæíî âûáðàòü îïöèþ óñëîâíîãî èçîá-
ðàæåíèÿ ñèñòåìû, íà êîòîðîì âìåñòî ìà-
õîâèêà â âèäå ñòåðæíÿ ñ çàêðåïëåííûìè
íà íåì ãðóçàìè ïîêàçàíà òîëüêî ïðèêðåï-
ëåííàÿ ê ðîòîðó ñòðåëêà.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïè-
ñûâàþùåå èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì ìåõà-
íè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà, ñîâåð-
øàþùåãî ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, ñëåäó-
åò èç îñíîâíîãî çàêîíà äèíàìèêè � âòî-
ðîãî çàêîíà Íüþòîíà. Â ñëó÷àå ãðóçà íà
ïðóæèíå âîçâðàùàþùàÿ ñèëà F, äåéñòâó-
þùàÿ íà ãðóç ñî ñòîðîíû ïðóæèíû, ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ ãðóçà èç ïîëî-

Ðèñóíîê 1. Ìåõàíè÷åñêèé ïðóæèííûé îñöèëëÿòîð
(ðîòîð ñî ñïèðàëüíîé ïðóæèíîé) è åãî ýëåêòðîìàãíèòíûé

àíàëîã � êîëåáàòåëüíûé êîíòóð.
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æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: F = �kx. Êîýôôèöèåíò
k â ýòîì ñîîòíîøåíèè íàçûâàåòñÿ æåñò-
êîñòüþ ïðóæèíû. Â îòñóòñòâèå äðóãèõ ñèë,
óðàâíåíèå âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ïðè-
íèìàåò âèä:

 ,kxxm −=&&
èëè, ïîñëå äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà ìàññó m,

./   ãäå    ,0 2
0

2
0 mkxx ==+ ωω&&

(Òî÷êîé íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷åíî, êàê ýòî
îáû÷íî ïðèíÿòî, äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
âðåìåíè). Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíå-
íèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêîå
(ñèíóñîèäàëüíîå) êîëåáàíèå ñ ïðîèçâîëü-
íûìè àìïëèòóäîé a è íà÷àëüíîé ôàçîé δ:

 ).cos()( 0 δω += tatx
Êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ïðóæèííîãî

îñöèëëÿòîðà, ïîêàçàííîãî íà ðèñóíêå 1,
îïèñûâàþòñÿ òî÷íî òàêèì æå äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì. Ïðè ïîâîðîòå ìà-
õîâèêà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà óãîë
ϕ ïðèêðåïëåííàÿ ê íåìó ñïèðàëüíàÿ ïðó-
æèíà (äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí
íåïîäâèæíî) çàêðó÷èâàåòñÿ è ñîçäàåò âîç-
âðàùàþùèé ìîìåíò N, ïðîïîðöèîíàëüíûé
óãëó îòêëîíåíèÿ:

.ϕDN −=
Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

D íàçûâàåòñÿ æåñòêîñòüþ ïðóæèíû. Óãîë
îòêëîíåíèÿ ìàõîâèêà èç ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ èçìåðÿåòñÿ ïî íåïîäâèæíîé øêà-
ëå ïðè ïîìîùè ñòðåëêè, ïðèêðåïëåííîé
ê ìàõîâèêó. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ
ñòðåëêà óêàçûâàåò íà íóëåâîå äåëåíèå
øêàëû. Óãîë ϕ èçìåðÿåòñÿ â ðàäèàíàõ,
õîòÿ â ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììå äëÿ óäîá-
ñòâà íàáëþäåíèÿ øêàëà ïðîãðàäóèðîâàíà
â áîëåå ïðèâû÷íûõ äëÿ íàñ ãðàäóñàõ.

Ïðèìåíÿÿ ê äâèæåíèþ ìàõîâèêà ñ
ìîìåíòîì èíåðöèè J îñíîâíîå óðàâíåíèå
äèíàìèêè âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà âîêðóã
íåïîäâèæíîé îñè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé òîðñèîííîãî ïðóæèííîãî îñ-
öèëëÿòîðà:

.0 èëè, 2
0 =+−= ϕωϕϕϕ &&&& DJ

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
ω0

2 = D / J. Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíå-
íèÿ òîæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîå ãàð-
ìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå:

).cos()( 00 δωϕ += tAt

Àìïëèòóäà A0 è íà÷àëüíàÿ ôàçà δ
çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òî åñòü îò
óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ(0) è óãëîâîé ñêîðîñòè
dϕ / dt ïðè t = 0.
Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ýòè õàðàêòå-
ðèñòèêè êîëåáà-
òåëüíîãî äâèæå-
íèÿ çàâèñÿò îò
ñïîñîáà âîçáóæ-
äåíèÿ êîëåáà-
íèé. Êîëåáàíèÿ
ïðîèñõîäÿò ñ óã-
ëîâîé ÷àñòîòîé
ω0, êâàäðàò êî-
òîðîé ïðîïîðöèîíàëåí æåñòêîñòè ïðóæè-
íû D è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ìîìåí-
òó èíåðöèè J ìàõîâèêà. ×àñòîòà ω0 è ñî-
îòâåòñòâóþùèé åé ïåðèîä T0 = 2π / ω0, â
îòëè÷èå îò àìïëèòóäû è íà÷àëüíîé ôàçû,
íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé � îíè
öåëèêîì îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ñàìî-
ãî îñöèëëÿòîðà, òî åñòü çíà÷åíèÿìè ïàðà-
ìåòðîâ îñöèëëÿòîðà D è J. Ñîáñòâåííûå
êîëåáàíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà âñåãäà
ïðîèñõîäÿò ñ îäíîé è òîé æå ñîáñòâåí-
íîé ÷àñòîòîé ω0, íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà
âîçáóæäåíèÿ. Íåçàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé îò íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé, à ñëåäîâàòåëüíî, îò àìïëèòóäû (è
ýíåðãèè) êîëåáàíèé, íàçûâàþò èçîõðîííî-
ñòüþ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîëåáàíèé ëè-
íåéíîãî îñöèëëÿòîðà â êîìïüþòåðíîé ïðî-
ãðàììå ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â
îòñóòñòâèå òðåíèÿ T0 = 2π / ω0 âûáèðàåòñÿ
êàê åñòåñòâåííàÿ äëÿ îñöèëëÿòîðà åäèíè-
öà âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðè ðàáîòå ñ ïðî-
ãðàììîé íåò íåîáõîäèìîñòè çàäàâàòü íè
ìîìåíò èíåðöèè ìàõîâèêà J, íè æåñòêîñòü
ïðóæèíû D, íè äàæå èõ îòíîøåíèå
D / J = ω0

2, êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà. Óãîë îòêëî-
íåíèÿ ðîòîðà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè èçìåðÿåò-
ñÿ â ðàäèàíàõ (íî øêàëà è ãðàôèêè ϕ(t)
äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàäóèðîâàíû â óãëîâûõ
ãðàäóñàõ), à óãëîâàÿ ñêîðîñòü dϕ / dt ðî-
òîðà èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ ñîáñòâåííîé
êðóãîâîé ÷àñòîòû ω0 = 2π / T0 (â îáîðîòàõ
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çà ïåðèîä). Ïðè çàäàíèè íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé óãëîâóþ ñêîðîñòü ðîòîðà íóæíî òàê-
æå âûðàæàòü â åäèíèöàõ ω0 (à íà÷àëüíûé
óãîë îòêëîíåíèÿ � â ãðàäóñàõ).

Ïðè íàëè÷èè ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ â
äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè îñöèëëÿòîðà
áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü òîðìîçÿùèé ìîìåíò
ýòîé ñèëû, ïðîïîðöèîíàëüíûé óãëîâîé
ñêîðîñòè ðîòîðà dϕ / dt:

,02 2
0 =++ ϕωϕγϕ &&&

ãäå ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ γ õàðàêòåðèçó-
åò èíòåíñèâíîñòü âÿçêîãî òðåíèÿ â ñèñòå-
ìå. Ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ γ, êàê è ω0,
èìååò ðàçìåðíîñòü ÷àñòîòû.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíû, òàê êàê
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ èëè åå ïðîèçâîäíûå
ïðèñóòñòâóþò â îäèíàêîâîé ñòåïåíè âî
âñåõ ÷ëåíàõ óðàâíåíèÿ. Îäíîðîäíîñòü
óðàâíåíèé îòðàæàåò îòñóòñòâèå âîçáóæäà-
þùåé âíåøíåé ñèëû. Òàêèì îáðàçîì, ñîá-
ñòâåííûå êîëåáàíèÿ ìîäåëèðóåìîé ñèñòå-
ìû îïèñûâàþòñÿ îäíîðîäíûì ëèíåéíûì
óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Êàê è ëþáîå îäíîðîäíîå óðàâíå-

íèå, îíî èìååò òðèâèàëüíîå íóëåâîå ðå-
øåíèå ϕ(t) = 0, dϕ(t) / dt = 0. Òàêîå ðåøå-
íèå ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ íà÷àëüíîãî
âîçáóæäåíèÿ (íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâè-
ÿì) è îïèñûâàåò îñöèëëÿòîð, êîòîðûé ïî-
ñòîÿííî íàõîäèòñÿ â ïîêîå â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî â ðåçóëüòà-
òå íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî âîçáóæäåíèÿ.

Åñëè òðåíèå íàñòîëüêî ñëàáî, ÷òî
γ < ω0, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò
êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå:

).cos()exp()( 10 δωγϕ +−= ttAt
Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò çàòóõàþùèå

êîëåáàíèÿ, àìïëèòóäà êîòîðûõ A0exp(� γt)
ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñî âðåìåíåì.
Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû A0 è íà-
÷àëüíàÿ ôàçà δ îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé. ×àñòîòà ω1 ïåðèîäè÷åñêîãî
(êîñèíóñîèäàëüíîãî) ñîìíîæèòåëÿ äàåòñÿ
ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

2
00

22
01 )/(1 ωγωγωω −=−=

Â ñëó÷àå ñëàáîãî òðåíèÿ, êîãäà ïî-
ñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ γ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ
ñ âåëè÷èíîé ω0, õàðàêòåðèçóþùåé ñîá-
ñòâåííóþ ÷àñòîòó â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, ÷à-
ñòîòà ω1 êîñèíóñîèäàëüíîãî ñîìíîæèòåëÿ
î÷åíü áëèçêà ê ω0:

.2/ 0
2

01 ωγωω −≈
Îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå ÷àñòîòû

çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ω1 îò ñîáñòâåííîé
÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà (ω0 � ω1) / ω0 ïðî-

ïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ìà-
ëîãî ïàðàìåòðà γ / ω0. Ãðà-
ôèêè çàâèñèìîñòè îò âðå-
ìåíè óãëà îòêëîíåíèÿ è óã-
ëîâîé ñêîðîñòè ïðè çàòó-
õàþùèõ êîëåáàíèÿõ ïîêà-
çàíû íà ðèñóíêå 2 äëÿ ñëó-
÷àÿ âîçáóæäåíèÿ ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé íà÷àëüíûì
îòêëîíåíèåì ðîòîðà èç ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè
íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðî-
ñòè. Ýòè ãðàôèêè ïîëó÷å-
íû ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðó-
þùåé ïðîãðàììû ïóòåì

Ðèñóíîê 2. Ãðàôèêè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà,
ïðîèñõîäÿùèõ ïîñëå íà÷àëüíîãî âîçáóæäåíèÿ îòêëîíåíèåì

èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé. Ïðîãðàì-
ìà ïîçâîëÿåò íå òîëüêî íàáëþäàòü ïîñò-
ðîåíèå ãðàôèêîâ íà ýêðàíå îäíîâðåìåí-
íî ñ îòîáðàæåíèåì äâèæåíèÿ îñöèëëÿòî-
ðà, íî è ðàñïå÷àòûâàòü ãðàôèêè. Äëÿ ýòî-
ãî íóæíî âûáðàòü â ìåíþ ïóíêò «Ïå÷àòü
ãðàôèêîâ» è ñ ïîìîùüþ îòêðûâøåéñÿ
äèàëîãîâîé ïàíåëè ââåñòè íåîáõîäèìûå
ïàðàìåòðû. Ãðàôè-
êè ïîëó÷àòñÿ ïëàâ-
íûìè, áåç çàçóá-
ðèí, òàê êàê îíè áó-
äóò âûâåäåíû íà áó-
ìàãó ñ ðàçðåøåíè-
åì, êîòîðîå äîñòóï-
íî âõîäÿùåìó â
Âàøó ñèñòåìó ïðèí-
òåðó (à íå ñ ðàçðå-
øåíèåì ýêðàíà ìîíèòîðà).

Â óñëîâèÿõ ñëàáîãî è óìåðåííîãî
òðåíèÿ çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ìíîæèòåëü
A0exp(� γt) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïî-
ñòåïåííî óìåíüøàþùóþñÿ àìïëèòóäó çà-
òóõàþùèõ êîëåáàíèé. Ñïóñòÿ ïðîìåæóòîê
âðåìåíè τ = 1/γ ýòà àìïëèòóäà ïðèáëèçè-
òåëüíî â e = 2.72 ðàç ìåíüøå ñâîåãî íà-
÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ. Âðåìÿ τ íàçûâàåòñÿ
âðåìåíåì çàòóõàíèÿ èëè âðåìåíåì æèçíè
êîëåáàíèé. Õîòÿ ôîðìàëüíî êîëåáàíèÿ
ïðîäîëæàþòñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî, õàðàê-
òåðíîå âðåìÿ τ óñëîâíî ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê äëèòåëüíîñòü ïðîöåññà çàòóõà-
íèÿ êîëåáàíèé: çà êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ
èíòåðâàëîâ àìïëèòóäà ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå
ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî çíà÷åíèÿ.

Ïðè ìàëîì òðåíèè, êîãäà γ << ω0,
èëè τ >> T0 = 2π / ω0 (óñëîâèå ñëàáîãî çà-
òóõàíèÿ), îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò áîëüøîå
÷èñëî N öèêëîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
â òå÷åíèå âðåìåíè æèçíè τ : N = τ / T0 >> 1.
Ïîñëåäîâàòåëüíûå ìàêñèìàëüíûå îòêëîíå-
íèÿ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óáûâàþò â
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü ϕn åñòü ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå
ðîòîðà ïðè n-ì êîëåáàíèè. Òîãäà

.1)exp(/ 001 TTnn γγϕϕ −≈−≈+
Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ (çíàìåíàòåëü) ýòîé
áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè ìåíüøå åäèíèöû íà âåëè÷èíó
γT0 = T0 << 1. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè áûñò-
ðîòû çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé èñïîëüçóþò, íà-
ðÿäó ñ ðàçìåðíîé ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ
γ, òàêæå áåçðàçìåðíûé ëîãàðèôìè÷åñêèé
äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ, îïðåäåëÿåìûé êàê
íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì îòíîøåíèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé â
îäíó ñòîðîíó. Îáðàòíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêî-
ìó äåêðåìåíòó âåëè÷èíà � ýòî ÷èñëî öèê-
ëîâ êîëåáàíèé, ñîâåðøàåìûõ îñöèëëÿòî-
ðîì çà âðåìÿ çàòóõàíèÿ τ. Äðóãàÿ ýêâèâà-
ëåíòíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêîìó äåêðåìåíòó
áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ
õàðàêòåðèñòèêè
áûñòðîòû çàòóõà-
íèÿ êîëåáàíèé, �
ýòî äîáðîòíîñòü
Q, îïðåäåëÿåìàÿ
ñîîòíîøåíèåì:

.
2 0

0

T
Q

τπ
γ

ω
==

×èñëî öèê-
ëîâ, íà ïðîòÿæå-
íèè êîòîðûõ ðàç-
ìàõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà óìåíüøàåòñÿ â
e = 2.72 ðàçà, ðàâíî äåëåííîìó íà π = 3.14
çíà÷åíèþ åãî äîáðîòíîñòè. ×èñëî êîëå-
áàíèé N1/2, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðûõ àìï-
ëèòóäà óìåíüøàåòñÿ âäâîå, âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç äîáðîòíîñòü ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíè-
åì: N1/2 = (ln2 / π) Q = 0.22Q = Q / 4.53.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèíÿòîé ìîäåëè
îñöèëëÿòîð ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ
åäèíñòâåííûì ôèçè÷åñêèì ïàðàìåòðîì
γ / ω0 � áåçðàçìåðíûì îòíîøåíèåì êîýô-
ôèöèåíòà çàòóõàíèÿ ê ñîáñòâåííîé ÷àñòî-
òå èëè, êàê ýòî ñäåëàíî â ïðîãðàììå, áîëåå
ðàñïðîñòðàíåííîé ýêâèâàëåíòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé � äîáðîòíîñòüþ Q = ω0 / 2γ.

Ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò
ëåãêî ïðîâåðèòü ïðåäñêàçàííóþ âûøå òå-
îðåòè÷åñêóþ çàêîíîìåðíîñòü óáûâàíèÿ
àìïëèòóäû êîëåáàíèé. ×òîáû íà îïûòå
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé îáðàçóåò ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ìîæíî äëÿ ïðî-
ñòîòû ââåñòè òàêîå çíà÷åíèå äîáðîòíîñ-
òè, ïðè êîòîðîì àìïëèòóäà óáûâàåò âäâîå
çà öåëîå ÷èñëî öèêëîâ, ñêàæåì, çà äâà



32

Áóòèêîâ Å.È.

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 5, 1999 ã.

(Q = 9.06) èëè ÷åòûðå (Q = 18.1) öèêëà.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè îá-
ñóæäàåìîå çäåñü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
íå èñïîëüçóåòñÿ, à âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëåí-
íîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Êîãäà γ ≥ ω0 (óñëîâèå ñèëüíîãî çà-
òóõàíèÿ), îñöèëëÿòîð ïîñëå íà÷àëüíîãî
âîçáóæäåíèÿ âîçâðàùàåòñÿ â ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ, íå ñîâåðøàÿ êîëåáàíèé. Â
ýòîì äâèæåíèè ðîòîð ëèáî àñèìïòîòè÷åñ-
êè ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâå-
ñèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû, ëèáî òîëüêî îäèí
ðàç ïåðåñåêàåò ñðåäíåå ïîëîæåíèå è çà-
òåì ïðèáëèæàåòñÿ ê íåìó ñ äðóãîé ñòîðî-
íû. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé âîçìîæåí, åñëè ïðè
âîçáóæäåíèè ðîòîð ïîëó÷àåò äîñòàòî÷íî
áîëüøóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü â íàïðàâëå-
íèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Åñëè γ = ω0, çàòóõàíèå îñöèëëÿòîðà
íàçûâàþò êðèòè÷åñêèì. Â ýòîì ñëó÷àå îá-
ùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ êîëåáàíèé ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

),exp()()( 21 tCtCt γϕ −+=
ãäå C1 è C2 � êîíñòàíòû, çíà÷åíèÿ êîòî-
ðûõ îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Íàïðèìåð, åñëè íàõîäÿùèéñÿ â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ ðîòîð (ϕ(0) = 0) â ðåçóëüòàòå
òîë÷êà ïîëó÷àåò íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü
dϕ / dt(0) = Ω, òî C1 = Ω, C2 = 0, è äàëüíåé-
øåå äâèæåíèå ðîòîðà îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

).exp()( ttt γΩϕ −=
Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè

óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè äëÿ
îñöèëëÿòîðà ñ êðèòè÷åñêèì çàòóõàíèåì,
äâèæåíèå êîòîðîãî âîçáóæäàåòñÿ íà÷àëü-
íûì òîë÷êîì èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3. Êðèòè÷åñêîìó çà-
òóõàíèþ, òî åñòü ñëó÷àþ γ = ω0, ñîîòâåò-
ñòâóåò äîáðîòíîñòü Q = 0.5.

Ñèñòåìà ñ çàòóõàíèåì, áëèçêèì ê
êðèòè÷åñêîìó, ïîñëå íà÷àëüíîãî âîçáóæ-
äåíèÿ âîçâðàùàåòñÿ â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ â
ïîëîæåíèè ðàâíî-
âåñèÿ â îáùåì ñëó-
÷àå áûñòðåå, ÷åì
ïðè äðóãèõ çíà÷å-
íèÿõ ïîñòîÿííîé
çàòóõàíèÿ γ (ïðè
äàííîì çíà÷åíèè
ω0). Â èçìåðèòåëü-
íûõ ïðèáîðàõ (òà-
êèõ, êàê ãàëüâàíî-
ìåòðû ñ ïîäâèæ-
íîé êàòóøêîé) çà-
òóõàíèå ââîäèòñÿ
ïðåäíàìåðåííî, ÷òîáû ïðåîäîëåòü òðóäíî-
ñòè ñ÷èòûâàíèÿ ïîêàçàíèé ïðè îñöèëëè-
ðóþùåé ñòðåëêå. Â ïðèáîðå ñ êðèòè÷åñ-
êèì çàòóõàíèåì ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà ïðè-
õîäèò â ðàâíîâåñèå è óñïîêàèâàåòñÿ, íå
ñîâåðøàÿ êîëåáàíèé. Ïðè íåäîñòàòî÷íîì
äåìïôèðîâàíèè ïðèáîðà ñòðåëêà ñîâåð-
øàåò êîëåáàíèÿ ïåðåä îñòàíîâêîé. Â ñëó-
÷àå ïåðåäåìïôèðîâàííîãî ïðèáîðà (ïðè

ñâåðõêðèòè÷åñêîì çàòóõà-
íèè) ñòðåëêà íå ñîâåðøàåò
êîëåáàíèé, íî äëÿ åå ïðè-
õîäà â ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåáó-
åòñÿ áîëüøåå âðåìÿ, ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì êðè-
òè÷åñêîãî äåìïôèðîâàíèÿ.

Äðóãîé ïðèìåð ïðåä-
íàìåðåííîãî ââåäåíèÿ çà-
òóõàíèÿ, áëèçêîãî ê êðè-
òè÷åñêîìó � ïðèìåíåíèå
ãèäðàâëè÷åñêèõ àìîðòèçà-
òîðîâ â óïðóãîé ïîäâåñêå
êóçîâà àâòîìîáèëÿ. Ïðè
íåèñïðàâíûõ àìîðòèçàòî-
ðàõ ïîñëå êàæäîãî áóãîð-
êà èëè ÿìêè íà äîðîãå êó-

Ðèñóíîê 3. Ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè
ïðè êðèòè÷åñêîì çàòóõàíèè.
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çîâ àâòîìîáèëÿ ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, íå-
ïðèÿòíûå äëÿ ïàññàæèðîâ è îïàñíûå ñ
òî÷êè çðåíèÿ íàäåæíîñòè ñöåïëåíèÿ êî-
ëåñ ñ äîðîãîé.

ÔÀÇÎÂÀß ÄÈÀÃÐÀÌÌÀ
ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÎÑÖÈËËßÒÎÐÀ

Ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå òîðñèîí-
íîãî îñöèëëÿòîðà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ äè-
íàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè: îáîáùåííîé êî-
îðäèíàòîé (óãëîì îòêëîíåíèÿ) ϕ è îáîá-
ùåííîé ñêîðîñòüþ (óãëîâîé ñêîðîñòüþ)
dϕ / dt èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, óãëîì îò-
êëîíåíèÿ ϕ è óãëîâûì ìîìåíòîì (ìîìåí-
òîì èìïóëüñà) Jdϕ / dt.

Ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñ-
êîé ñèñòåìû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæ-
íî íàãëÿäíî èçîáðàçèòü ñ ïîìîùüþ òî÷êè
(èçîáðàæàþùåé òî÷êè) â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Äëÿ ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâî-

áîäû, ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé êîîðäèíàòîé (â ñëó÷àå òîð-
ñèîííîãî îñöèëëÿòîðà ýòî óãîë îòêëîíå-
íèÿ), ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèíàìè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ äâóìåðíî, òî åñòü ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïëîñêîñòü. Íà òàêîé ôàçîâîé
ïëîñêîñòè ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà îáîá-
ùåííàÿ êîîðäèíàòà (óãîë îòêëîíåíèÿ) ϕ,
à ïî îñè îðäèíàò � óãëîâàÿ ñêîðîñòü
dϕ / dt. Î÷åíü íàãëÿäíîå ãðàôè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå âñåìó ïðîöåññó ýâîëþöèè ìåõà-
íè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû äàåò ôàçîâàÿ
äèàãðàììà, òî åñòü ëèíèÿ, êîòîðóþ èçîáðà-
æàþùàÿ òî÷êà âû÷åð÷èâàåò íà ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ òîðñèîííîãî
îñöèëëÿòîðà � ýòî ãðàôèê çàâèñèìîñòè óã-
ëîâîé ñêîðîñòè dϕ / dt (èëè ìîìåíòà èìïóëü-
ñà Jdϕ / dt) îò óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ.

Åñëè ñèñòåìà ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷åñ-
êîå äâèæåíèå, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà íà
ôàçîâîé ïëîñêîñòè îïèñûâàåò çàìêíóòóþ

Ðèñóíîê 4. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ôàçîâîé ïëîñêîñòè è ãðàôèêîâ óãëà îòêëîíåíèÿ
è óãëîâîé ñêîðîñòè íà ýêðàíå.
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êðèâóþ, äâèãàÿñü ïî íåé â íàïðàâëåíèè
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ çàìêíóòà, ïî-
òîìó ÷òî ñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ â èñõîä-
íîå ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ïîñëå êàæ-
äîãî ïîëíîãî öèêëà êîëåáàíèé.

Â ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììå (ïðè
ðàáîòå â îêíå «Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ», ðè-
ñóíîê 4) âûáðàíî òàêîå âçàèìíîå ðàñïî-
ëîæåíèå ôàçîâîé ïëîñêîñòè è ãðàôèêîâ
çàâèñèìîñòè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé
ñêîðîñòè îò âðåìåíè, ÷òîáû áûëî óäîáíî
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîïîñòàâëÿòü
äâèæóùóþñÿ ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè èçîá-
ðàæàþùóþ òî÷êó ñ âûâîäèìûìè îäíîâðå-
ìåííî íà ãðàôèêè çíà÷åíèÿìè äèíàìè÷åñ-
êèõ ïåðåìåííûõ (óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëî-
âîé ñêîðîñòè). Äëÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îñåé è ìàñøòàáû ïî íèì
íà ôàçîâîé äèàãðàììå è íà ãðàôèêàõ âðå-
ìåííîé çàâèñèìîñòè âûáðàíû îäèíàêîâû-
ìè, à îñü âðåìåíè íà ãðàôèêå óãëà îòêëî-
íåíèÿ íàïðàâëåíà âíèç.

Ñîâîêóïíîñòü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì ñïîñîáàì âîç-
áóæäåíèÿ (ðàçíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì)
ïðè íåèçìåííûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû îá-
ðàçóåò åå ôàçîâûé ïîðòðåò. ×åðåç êàæ-
äóþ òî÷êó ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðîõîäèò,
âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî îäíà ôàçîâàÿ òðà-
åêòîðèÿ: åñëè ýòó òî÷êó âûáðàòü â êà÷å-
ñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, äàëü-
íåéøåå äâèæåíèå ñèñòåìû áóäåò îïðåäå-
ëåíî îäíîçíà÷íî â ñîîòâåòñòâèè ñ åäèí-
ñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.
Ýòî äâèæåíèå è áóäåò ïðîèñõîäèòü âäîëü
ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàí-
íóþ òî÷êó ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ëèøü
îòäåëüíûå, èçîëèðîâàííûå òî÷êè ôàçîâîé
ïëîñêîñòè. Òàêèå òî÷êè, ÷åðåç êîòîðûå ïðî-
õîäèò áîëåå îäíîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè èëè
íå ïðîõîäèò íè îäíîé òðàåêòîðèè, íàçûâà-
þòñÿ îñîáûìè. Ïðèìåðû îñîáûõ òî÷åê áó-
äóò ðàññìîòðåíû íèæå. Ôàçîâûé ïîðòðåò
(âìåñòå ñ ñîâîêóïíîñòüþ îñîáûõ òî÷åê) äàåò
î÷åíü íàãëÿäíîå ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëå-
íèå î âîçìîæíûõ äâèæåíèÿõ èçó÷àåìîé äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ

êîëåáàíèé (íàïðèìåð, ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà â îòñóòñòâèå
òðåíèÿ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ (èëè
îêðóæíîñòü ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáî-
ðå ìàñøòàáà). Òî÷êè, ãäå ôàçîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ (â ýòèõ òî÷-
êàõ ïîâîðîòà ñêîðîñòü èçìåíÿåò çíàê), ñî-
îòâåòñòâóþò ìàêñèìàëüíûì îòêëîíåíèÿì
ðîòîðà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ôàçî-
âûé ïîðòðåò êîíñåðâàòèâíîãî ëèíåéíîãî
îñöèëëÿòîðà îáðàçîâàí íàáîðîì ãåîìåò-
ðè÷åñêè ïîäîáíûõ ýëëèïñîâ ñ îáùèì öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè. Ýòîò öåíòð èçîáðàæàåò ñîñòîÿíèå
ïîêîÿ îñöèëëÿòîðà â ïîëîæåíèè ðàâíîâå-
ñèÿ. Òàê êàê ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò íå
ïðîõîäèò íè îäíà èç ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
(âñå òðàåêòîðèè îêðóæàþò ýòó òî÷êó), òà-
êàÿ òî÷êà ôàçîâîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ
îñîáîé òî÷êîé òèïà öåíòð.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïåðèîä ãàðìî-
íè÷åñêèõ êîëåáàíèé öåëèêîì îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïàðàìåòðàìè ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, à
èìåííî, çíà÷åíèÿìè æåñòêîñòè ïðóæèíû
D è ìîìåíòîì èíåðöèè ðîòîðà J. Â îòëè-
÷èå îò àìïëèòóäû è íà÷àëüíîé ôàçû, ïå-
ðèîä íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òî
åñòü îò ñïîñîáà âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé.
Ýòî ñâîéñòâî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà íà-
çûâàåòñÿ èçîõðîííîñòüþ. Áëàãîäàðÿ ñâîé-
ñòâó èçîõðîííîñòè, èçîáðàæàþùèå òî÷êè
îáõîäÿò ýëëèïñû ðàçíûõ ðàçìåðîâ íà ôà-
çîâîì ïîðòðåòå îñöèëëÿòîðà (ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðàçíûì àìïëèòóäàì êîëåáàíèé îñ-
öèëëÿòîðà ñ äàííûìè ïàðàìåòðàìè) â òå-
÷åíèå îäíîãî è òîãî æå âðåìåíè T0.

Â ïðèñóòñòâèè ñðàâíèòåëüíî ñëàáî-
ãî âÿçêîãî òðåíèÿ (γ < ω0) ìàêñèìàëüíûå
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îòêëîíåíèÿ, êàê è ìàêñèìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè, ïîñòåïåííî óìåíü-
øàþòñÿ ñ êàæäûì ïîñëåäóþùèì öèêëîì
êîëåáàíèé. Ïîýòîìó ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, áëàãîäàðÿ òðå-
íèþ, òðàíñôîðìèðóåòñÿ èç çàìêíóòîé êðè-
âîé (ýëëèïñà èëè îêðóæíîñòè) äëÿ êîí-
ñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà â ïîñòåïåííî
ñêðó÷èâàþùóþñÿ ñïèðàëü, ñæèìàþùèåñÿ
âèòêè êîòîðîé íàìàòûâàþòñÿ âîêðóã ôîêàëü-
íîé òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé â íà÷àëå êîîð-
äèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå
íà÷àëî êîîðäèíàò èç îñîáîé òî÷êè òèïà
öåíòð ïðåâðàùàåòñÿ â îñîáóþ òî÷êó òèïà
ôîêóñ. Äëÿ ñåìåéñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
ôîêóñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àòòðàêòîð (îò
àíãë. attract � ïðèòÿãèâàòü): âñå ôàçîâûå òðà-
åêòîðèè, íåçàâèñèìî îò òîãî, ãäå îíè íà÷è-
íàþòñÿ, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ ê ôî-
êóñó, ñîâåðøàÿ âîêðóã íåãî áåñêîíå÷íîå
÷èñëî îáîðîòîâ ïî âñå áîëåå ñæèìàþùèì-
ñÿ âèòêàì (ëåâàÿ ÷àñòü ðèñóíêà 5).

Â ñëó÷àå ñðàâíèòåëüíî ñèëüíîãî âÿç-
êîãî òðåíèÿ (γ ≥ ω0) àòòðàêòîð ôàçîâûõ

òðàåêòîðèé èç ôîêóñà ïðåâðàùàåòñÿ â îñî-
áóþ òî÷êó òèïà óçåë: âñå ôàçîâûå òðàåê-
òîðèè íåêîëåáàòåëüíûõ
äâèæåíèé ïðèáëèæàþòñÿ ê
ýòîìó óçëó íàïðÿìóþ áåç
íàìàòûâàíèÿ, íå ñîâåðøèâ
íè îäíîãî îáîðîòà. Ôàçî-
âûé ïîðòðåò ïåðåäåìïôèðî-
âàííîé ñèñòåìû ïîêàçàí â
ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà 5. Âñå
ôàçîâûå òðàåêòîðèè àñèì-
ïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ
ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ãäå ó
íèõ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íà
ôàçîâîì ïîðòðåòå ëèíåé-
íîãî îñöèëëÿòîðà èìååòñÿ
òîëüêî îäíà îñîáàÿ òî÷êà:

íà÷àëî êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ãäå
îáå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ϕ è dϕ / dt
ðàâíû íóëþ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòîé òî÷-
êå ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèå ïîêîÿ â ïîëî-
æåíèè ðàâíîâåñèÿ. Ïðè γ = 0 ýòî òî÷êà
òèïà öåíòð, ÷åðåç êîòîðóþ íå ïðîõîäèò íè
îäíà òðàåêòîðèÿ. Ïðè γ < ω0 ýòî ôîêóñ, à
ïðè γ ≥  ω0 ýòî óçåë ôàçîâûõ òðàåêòîðèé.

Îñîáûå òî÷êè òèïà ôîêóñ è óçåë
äàþò ïðèìåðû àòòðàêòîðîâ, ê êîòîðûì
ïðèòÿãèâàþòñÿ âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè.
Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ æåñòêîãî ìàÿò-
íèêà â ïîëå òÿæåñòè ìû âñòðåòèìñÿ åùå ñ
îäíèì òèïîì îñîáûõ òî÷åê, âîçìîæíûõ â
íåëèíåéíûõ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ, à
èìåííî, ñ îñîáîé òî÷êîé òèïà ñåäëî, ÷å-
ðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò äâå ôàçîâûå òðà-
åêòîðèè.

ÏÐÅÂÐÀÙÅÍÈß ÝÍÅÐÃÈÈ
ÏÐÈ ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E òîðñèîííîãî ïðó-
æèííîãî îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Epot óïðóãî
äåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíû è êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè Ekin âðàùàþùåãîñÿ ìàõîâèêà:

.2
2
12

2
1

kinpot ϕϕ &JDEEE +=+=
Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ â îòñóòñòâèå

òðåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ îáðàòèìûìè ïðå-
âðàùåíèÿìè ýíåðãèè îäíîãî èç ýòèõ âè-
äîâ ïîëíîñòüþ â äðóãîé è îáðàòíî. Â òî÷-
êàõ ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

Ðèñóíîê 5. Ôàçîâûé ïîðòðåò çàòóõàþùåãî ëèíåéíîãî
îñöèëëÿòîðà (a) è ñèñòåìû ñî ñâåðõêðèòè÷åñêèì

çàòóõàíèåì (γ > ω
0
) (b).
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ðàâíà íóëþ, è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòî-
ðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ äåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíû. Ñïó-
ñòÿ ÷åòâåðòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ðîòîð ïðî-
õîäèò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ãäå
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðóæèíû ðàâíà
íóëþ, è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âðà-
ùàþùåãîñÿ ìàõîâèêà. Â òå÷åíèå ñëåäóþ-
ùåé ÷åòâåðòè ïåðèîäà ïðîèñõîäèò îáðàò-
íîå ïðåâðàùåíèå ýíåðãèè: êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìàöèè. Òàêèì îá-
ðàçîì, äâà âèäà ýíåðãèè ñîâåðøàþò êîëå-
áàíèÿ â ïðîòèâîôàçå äðóã ñ äðóãîì íà ÷àñ-
òîòå 2ω0, òî åñòü íà óäâîåííîé ÷àñòîòå ω0
êîëåáàíèé óãëà îòêëîíåíèÿ îñöèëëÿòîðà.

Îïèñàííûé âûøå ïîëíûé îáìåí
ìåæäó äâóìÿ âèäàìè ýíåðãèè õàðàêòåðåí
äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû, â êîòîðîé
ýíåðãåòè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ îáðàòèìû.

Ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèé, òî åñòü ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E îñöèë-
ëÿòîðà, èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Ýòî çíà÷åíèå ñî-
âïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè êàæ-
äîãî èç äâóõ âèäîâ ýíåðãèè. Ïîëíàÿ ýíåð-
ãèÿ îñöèëëÿòîðà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàä-
ðàòó àìïëèòóäû åãî êîëåáàíèé. Ñðåäíèå
çà ïåðèîä êîëåáàíèé çíà÷åíèÿ êèíåòè-
÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îñöèë-
ëÿòîðà, ñîâåðøàþùåãî ñîáñòâåííûå êî-
ëåáàíèÿ, ðàâíû äðóã äðóãó è ñîñòàâëÿþò
ïîëîâèíó íåèçìåííîãî çíà÷åíèÿ ïîëíîé
ýíåðãèè.

Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ âçàèìíûå ïðå-
âðàùåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèé ñòàíîâÿòñÿ ÷àñòè÷íî íåîáðàòèìû-
ìè èç-çà ðàññåÿíèÿ (äèññèïàöèè) ìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè. Ãðàôèêè ýíåðãåòè÷åñêèõ
ïðåâðàùåíèé ïðè çàòóõàþùèõ êîëåáàíè-
ÿõ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 6. Îòìåòèì, ÷òî

Ðèñóíîê 6. Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè ïðè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèÿõ.
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ðàññåÿíèå ýíåðãèè
ïðîèñõîäèò íåðàâ-
íîìåðíî íà ïðîòÿ-
æåíèè öèêëà êîëåáà-
íèé. Ñêîðîñòü äèñ-
ñèïàöèè  �dE / dt
ìàêñèìàëüíà ïðè
äâèæåíèè ðîòîðà â
îêðåñòíîñòè ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
à èìåííî â òå ìî-
ìåíòû âðåìåíè,

êîãäà ìàêñèìàëüíà âåëè÷èíà óãëîâîé ñêî-
ðîñòè ìàõîâèêà. Â ñàìîì äåëå, ñêîðîñòü
ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè èç-çà âÿçêîãî òðåíèÿ
� dE / dt = � Nòðdϕ / dt (ãäå Nòð = � 2γdϕ / dt),
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó óãëîâîé ñêî-
ðîñòè è òåì ñàìûì ìãíîâåííîìó çíà÷å-
íèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàõîâèêà. Â
òî÷êàõ ïîâîðîòà, êîãäà ìàõîâèê èçìåíÿåò
íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ è åãî óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, ðàññåÿíèÿ ýíåð-
ãèè íå ïðîèñõîäèò. Óòâåðæäåíèå îá ýêñïî-
íåíöèàëüíîì õàðàêòåðå óáûâàíèÿ ýíåðãèè
çàòóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà E = E0exp(�2γt),
êîòîðîå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ó÷åáíèêàõ,
íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâî íå äëÿ ìãíî-
âåííîãî, à òîëüêî äëÿ óñðåäíåííîãî ïî ïå-
ðèîäó êîëåáàíèé çíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåð-
ãèè îñöèëëÿòîðà. Âðåìÿ çàòóõàíèÿ ñðåä-
íåé ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà (âðåìÿ, â òå÷å-
íèå êîòîðîãî ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå
ïîëíîé ýíåðãèè óáûâàåò â e = 2.72 ðàçà)
ðàâíî τ / 2, òî åñòü âäâîå ìåíüøå âðåìåíè
çàòóõàíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

Îòìå÷åííóþ íåðàâíîìåðíîñòü ðàññå-
ÿíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè íà ïðîòÿæåíèè öèêëà
êîëåáàíèé ëåãêî ïðîñëåäèòü ïî ãðàôèêàì
íà ðèñóíêå 6
(ïðåäñòàâëÿþùå-
ìó ñîáîé êîïèþ
ýêðàíà ïðè âû-
áîðå â ïðîãðàì-
ìå îêíà «Ïðå-
âðàùåíèÿ ýíåð-
ãèè»), ãäå âìåñ-
òå ñ ãðàôèêàìè
ïîòåíöèàëüíîé,
êèíåòè÷åñêîé è
ïîëíîé ýíåðãèé

ïîêàçàíû òàêæå (â òîì æå âðåìåííîì ìàñ-
øòàáå) ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëî-
âîé ñêîðîñòè (à òàêæå ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà
îñöèëëÿòîðà è ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ).

ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÉ ÀÍÀËÎÃ
ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÑÖÈËËßÒÎÐÀ

Êîëåáàíèÿ çàðÿäà q íà ïëàñòèíàõ
êîíäåíñàòîðà â ýëåêòðè÷åñêîì êîíòóðå, ñî-
ñòîÿùåì èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ
êîíäåíñàòîðà C, êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè
L è ðåçèñòîðà R (ñì. ðèñóíîê 1), îïèñû-
âàþòñÿ òàêèì æå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì, ÷òî è êîëåáàíèÿ óãëà îòêëîíåíèÿ
ϕ ìåõàíè÷åñêîãî òîðñèîííîãî îñöèëëÿòî-
ðà. Â ñàìîì äåëå, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà
íàïðÿæåíèé UC, UL, è UR íà îòäåëüíûõ
ýëåìåíòàõ òàêîé çàìêíóòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè êâàçèñòàöèîíàð-
íîãî òîêà (òî åñòü öåïè, âî âñåõ ýëåìåí-
òàõ êîòîðîé òîê â äàííûé ìîìåíò îäèíà-
êîâ) äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáîãî
ìîìåíòà âðåìåíè: UC + UL + UR = 0. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ñþäà UC = q / C, UL = LdI / dt è
UR = IR = Rdq / dt, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ çà-
ðÿäà íà ïëàñòèíàõ êîíäåíñàòîðà q(t):

0/ =++ CqqRqL &&&

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ ω0
2 = 1/LC,

2γ = R/L, ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

,02 2
0 =++ qqq ωγ &&&

÷òî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ óãëà îò-
êëîíåíèÿ ϕ ðîòîðà ìåõàíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ýëåê-
òðîìàãíèòíûå êîëåáàíèÿ â ïîñëåäîâàòåëü-
íîì LCR-êîíòóðå è êîëåáàíèÿ ìåõàíè÷åñ-
êîãî ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà, íåñìîòðÿ
íà ñîâåðøåííî ðàçíóþ ôèçè÷åñêóþ ïðè-
ðîäó ïðîèñõîäÿùèõ ïðîöåññîâ, ïîä÷èíÿ-
þòñÿ îäèíàêîâûì çàêîíîìåðíîñòÿì. Â êî-
ëåáàòåëüíîì êîíòóðå êàòóøêà èíäóêòèâ-
íîñòè L ñëóæèò àíàëîãîì èíåðòíîãî ýëå-
ìåíòà (ìàõîâèêà) ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû,
à êîíäåíñàòîð C � àíàëîãîì óïðóãîãî ýëå-
ìåíòà (ñïèðàëüíîé ïðóæèíû). Ðîëü âÿçêî-
ãî òðåíèÿ èãðàåò ñîïðîòèâëåíèå ðåçèñòî-
ðà R ýëåêòðè÷åñêîìó òîêó.

Àíàëîãèÿ ìåæäó ìåõàíè÷åñêîé è
ýëåêòðîìàãíèòíîé ñèñòåìàìè ðàñïðîñòðà-
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íÿåòñÿ è íà ïðîèñõîäÿùèå â íèõ ýíåðãå-
òè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ. Ýíåðãèÿ ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ â êîíäåíñàòîðå êîëåáàòåëü-
íîãî êîíòóðà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìèðîâàííîé
ïðóæèíû. Ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ êà-
òóøêè ïðè ïðîòåêàíèè â íåé ýëåêòðè÷åñ-
êîãî òîêà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè âðàùàþùåãîñÿ ìàõîâèêà.
Ïðè ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèÿõ â êîí-
òóðå ïðîèñõîäÿò âçàèìíûå ïðåâðàùåíèÿ
ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â êîíäåíñà-
òîðå è ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êàòóøêå.
Â îòñóòñòâèå ñîïðîòèâëåíèÿ (ïðè R = 0)
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Ïðè
íàëè÷èè ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè èç îäíîãî âèäà â
äðóãîé ÷àñòè÷íî íåîáðàòèìû: ðàññåÿíèå
ýíåðãèè â ðåçèñòîðå (âûäåëåíèå äæîóëå-
âîé òåïëîòû) ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëü-
íîìó çàòóõàíèþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëå-
áàíèé â êîíòóðå, ïîäîáíî òîìó, êàê âÿç-
êîå òðåíèå â ìåõàíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå
ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ ñîáñòâåííûõ ìåõà-
íè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀÍÈß

1. Äîïóñòèì, ÷òî â îòñóòñòâèå òðå-
íèÿ íóæíî ïîëó÷èòü êîëåáàíèÿ ñ óãëîâîé
àìïëèòóäîé 900. Êàêèì äîëæíî áûòü íà-
÷àëüíîå îòêëîíåíèå ïðè íóëåâîé íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè ðîòîðà? Êàêóþ íà÷àëüíóþ
óãëîâóþ ñêîðîñòü íóæíî ñîîáùèòü ðîòî-
ðó â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü êîëåáàíèÿ òîé æå àìïëèòóäû 900? Êà-
êóþ íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü íóæíî
ñîîáùèòü ðîòîðó, îòêëîíåííî-
ìó íà óãîë 450 èç ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü êî-
ëåáàíèÿ òîé æå àìïëèòóäû 900?
Íàïîìèíàåì, ÷òî íà÷àëüíóþ óã-
ëîâóþ ñêîðîñòü ïðè ââîäå íóæ-
íî âûðàæàòü â åäèíèöàõ ñîá-
ñòâåííîé ÷àñòîòû ω0. Ïðîâåðü-
òå Âàø ðàñ÷åò ñ ïîìîùüþ ìî-
äåëèðóþùåãî ýêñïåðèìåíòà íà
êîìïüþòåðå.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñ-
öèëëÿòîð âîçáóæäàåòñÿ èç ïî-

ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà÷àëüíûì òîë÷êîì,
êîòîðûé ñîîáùàåò ðîòîðó óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü Ω = 2ω0. Ñ ïîìîùüþ çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíûé
óãîë, íà êîòîðûé îòêëîíèòñÿ ðîòîð èç ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà
ïðîâåðüòå â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå
íà êîìïüþòåðå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî,
÷òî êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà âûïîëíÿåò
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, «íè÷åãî íå
çíàÿ» î çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

3. Èçó÷èòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò
âðåìåíè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèé îñöèëëÿòîðà, ñîâåðøàþùåãî êî-
ëåáàíèÿ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü î ìàêñèìàëüíûõ è ñðåäíèõ çíà÷å-
íèÿõ êàæäîãî èç âèäîâ ýíåðãèè? Ñîïîñ-
òàâüòå ýòè ãðàôèêè ñ ãðàôèêàìè óãëà îò-
êëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè. Âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ â îêíå «Ïðåâðà-
ùåíèÿ ýíåðãèè» îñîáåííî óäîáíî äëÿ òà-
êîãî ñîïîñòàâëåíèÿ. Ñ êàêîé ÷àñòîòîé è
â êàêèõ ïðåäåëàõ ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ
êàæäîãî èç âèäîâ ýíåðãèè?

4. Ïðè äåéñòâèè ñëàáîé ñèëû âÿç-
êîãî òðåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñè-
ìàëüíûõ îòêëîíåíèé îñöèëëÿòîðà, ñîâåð-
øàþùåãî ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, îáðà-
çóåò óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ: êàæäîå ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå
ðàâíî ïðåäûäóùåìó, óìíîæåííîìó íà îäíî
è òî æå ÷èñëî, ìåíüøåå åäèíèöû. Ðàññ÷è-
òàéòå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè îñöèëëÿòîðà,
ïðè êîòîðîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé óìåíü-
øàåòñÿ âäâîå ÷åðåç êàæäûå äâà öèêëà êî-
ëåáàíèé. Ââåäèòå ýòî çíà÷åíèå è ïðîâåðü-

òå çàêîíîìåðíîñòü óáûâàíèÿ
ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé â ìî-
äåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå. Çà-
âèñèò ëè ýòà çàêîíîìåðíîñòü îò
ñïîñîáà âîçáóæäåíèÿ ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé (òî åñòü îò íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé)?

5*. Ïðåäñòàâüòå, ÷òî êîëå-
áàíèÿ îñöèëëÿòîðà âîçáóæäàþò-
ñÿ íà÷àëüíûì òîë÷êîì, â ðåçóëü-
òàòå êîòîðîãî ìàõîâèê â ïîëî-
æåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àåò óãëî-
âóþ ñêîðîñòü Ω = 2ω0. Ðàññ÷è-
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òàéòå ïåðâîå ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ìà-
õîâèêà, åñëè äîáðîòíîñòü îñöèëëÿòîðà
Q = 5. Êàêèì áóäåò ñëåäóþùåå ìàêñèìàëü-
íîå îòêëîíåíèå â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðî-
íó? Ïðîâåðüòå ñâîè îòâåòû â ìîäåëèðóþ-
ùåì ýêñïåðèìåíòå íà êîìïüþòåðå.

6. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàòóõàþùèõ
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïðè Q > 0.5 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñïèðàëü, êîòîðàÿ îáðàçî-
âàíà áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîñòåïåííî ñæè-
ìàþùèõñÿ âèòêîâ âîêðóã ôîêóñà, ðàñïî-
ëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò ôàçîâîé
ïëîñêîñòè. Ïî êàêîìó çàêîíó óìåíüøàåò-
ñÿ ðàäèóñ âèòêîâ ïî ìåðå òîãî, êàê ôàçî-
âàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê ôîêóñó?
Èçìåíÿåòñÿ ëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â òå-
÷åíèå êîòîðîãî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ñî-
âåðøàåò îäèí îáîðîò âäîëü î÷åðåäíîãî
âèòêà ñïèðàëè, ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàç-
ìåðà âèòêîâ?

7. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè äîáðîòíîñ-
òè îñöèëëÿòîðà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ óìåíüøà-
åòñÿ âäâîå çà äâà ïîëíûõ êîëåáàíèÿ?

ÍÀØÈ   À Â ÒÎ ÐÛ
Áóòèêîâ Åâãåíèé Èâàíîâè÷,
ïðîôåññîð ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÑÏáÃÓ.

Ñêîëüêî öèêëîâ êîëåáàíèé äîëæåí ñîâåð-
øèòü òàêîé îñöèëëÿòîð, ÷òîáû àìïëèòóäà
êîëåáàíèé óìåíüøèëàñü âäâîå? Ïðîâåðü-
òå âàøè òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ â ìî-
äåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå. Ïî÷åìó ðàñ-
ñåÿíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè íà ïðîòÿ-
æåíèè îäíîãî öèêëà êîëåáàíèé ïðîèñ-
õîäèò íåðàâíîìåðíî? Â êàêèå ìîìåíòû
ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè ìàêñè-
ìàëüíà? Â êàêèå ìîìåíòû ýòà ñêîðîñòü
ìèíèìàëüíà?

8.* Ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíûé óãîë
îòêëîíåíèÿ èç ðàâíîâåñèÿ, åñëè ñèñòåìà
ñ ñèëüíûì òðåíèåì (Q = 0.5) ïîëó÷àåò â
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ íà÷àëüíóþ ñêî-
ðîñòü Ω = 5ω0. Ñêîëüêî âðåìåíè ïðîäîë-
æàåòñÿ äâèæåíèå ñòðåëêè äî ýòîé òî÷êè
ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ? Ïðîâåðüòå
ñâîè ðåçóëüòàòû â ìîäåëèðóþùåì ýêñïå-
ðèìåíòå íà êîìïüþòåðå. Îáðàòèòå âíèìà-
íèå, ÷òî ñòðåëêà ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîëîæå-
íèþ ðàâíîâåñèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû, íå ïå-
ðåñåêàÿ ñðåäíåé òî÷êè øêàëû.


