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ÇÀÎ×ÍÀß ØÊÎËÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

ÍÀÏÓÒÑÒÂÈÅ Ó×ÀÙÈÌÑß

Ñåé÷àñ íàøå øêîëüíîå ïðîãðàììèñ-
òñêîå îáðàçîâàíèå ñòîèò ïåðåä òðóäíûì
âûáîðîì. Êîìïüþòåðû ñòàëè íàñòîëüêî
âàæíû äëÿ îáû÷íûõ ïîëüçîâàòåëåé, à èõ
èñïîëüçîâàíèå ñòàëî íàñòîëüêî ïðîñòûì,
÷òî îíè ïðèáëèçèëèñü ê îáû÷íîìó áûòîâî-
ìó íàóêîåìêîìó îáîðóäîâàíèþ. Ïîäîáíî
òîìó, êàê íàì íå òðåáóåòñÿ çíàòü ïîä-
ðîáíîñòåé óñòðîéñòâà òåëåâèçîðà, óòþ-
ãà, âîäÿíîãî ôèëüòðà, ôîòîàïïàðàòà, ìû
ìîæåì íå çíàòü ñêîëüêî-íèáóäü ãëóáîêî è
ïîäðîáíîñòåé óñòðîéñòâà êîìïüþòåðà è
åãî ïðîãðàìì.

Îòñþäà äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî è ó÷èòü
ýòîìó íå îáÿçàòåëüíî. Äîñòàòî÷íî ó÷èòü
ïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâûìè
ïàêåòàìè è, â ïåðâóþ
î÷åðåäü, êîíå÷íî æå,
ïðîäóêöèåé âîñïåâàåìî-
ãî ãàçåòàìè Microsoft'à.
Òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ
áûëà ÿñíî âûñêàçàíà
åùå çíàìåíèòûì íåäî-
ðîñëåì â ïüåñå Ä.Ôîí-
âèçèíà. Ïîìíèòå, ÷òî
îí ãîâîðèë? �Çà÷åì
ó÷èòü ãåîãðàôèþ, åñëè
åñòü èçâîç÷èêè�.

Â èñïîëüçîâàíèè
êîìïüþòåðîâ ïîìîùüþ �èçâîç÷èêîâ� íå
îáîéòèñü. È â îòëè÷èå îò äðóãèõ òåõíè-
÷åñêèõ äîñòèæåíèé, âõîäÿùèõ â áûò, çäåñü
íåäîñòàòî÷íî èìåòü ñêîëüêî-òî òåõíèêîâ
è èíæåíåðîâ. Ïðîãðåññ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñðåäñòâ ïîâëåê çà ñîáîé íåâèäàííîå èçìå-
íåíèå äðóãèõ íàóê è îòðàñëåé ïðîìûøëåí-
íîñòè (òîé æå ãåîãðàôèè). Îòêðûëñÿ ãðî-
ìàäíûé ðûíîê èíòåðåñíîãî è, êñòàòè, õî-
ðîøî îïëà÷èâàåìîãî òðóäà, � õîðîøèå
ïðîãðàììèñòû âñåì íóæíû. Ìîæíî ñêàçàòü
áåç ïðåóâåëè÷åíèÿ, ÷òî òîò, êòî íàó÷èë-
ñÿ ïðîãðàììèðîâàòü, îáåñïå÷èë ñåáÿ çàíÿ-
òèåì íà âñþ æèçíü. Çàíÿòèåì èíòåðåñ-

íûì, çàíÿòèåì ñ ãðîìàäíûì âûáîðîì îá-
ëàñòåé ïðèëîæåíèÿ, � â òåõíèêå, â ãóìà-
íèòàðíûõ íàóêàõ, â èñêóññòâå, â ìåäèöè-
íå. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðîãðàììèðî-
âàíèå õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ëó÷øèìè òðà-
äèöèÿìè ðóññêîãî è ñîâåòñêîãî îáðàçîâà-
íèÿ. Íå ñëó÷àéíî òàê ìíîãî íàøèõ ñïîñîá-
íûõ ïðîãðàììèñòîâ íàõîäÿò ñåáå ðàáîòó â
çàãðàíè÷íûõ ôèðìàõ.

Ñîçäàâàåìàÿ øêîëà ñîáèðàåòñÿ ïðè-
âëå÷ü ðåáÿò  ê ïðîãðàììèðîâàíèþ êàê èí-
òåðåñíîé îáëàñòè òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíî-
ñòè, ïîêàçàòü èì, õîòÿ áû íà íåêîòîðûõ
ïðèìåðàõ, çàìå÷àòåëüíûé ìèð, ñïðÿòàííûé
âíóòðè �ïðîñòîé æåëåçíîé êîðîáêè�.

Ìèð ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ âëèÿåò è íà
ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè
è íà ñîñòîÿíèå øêîëü-
íîé ìàòåìàòèêè. ß
ïîìíþ, êàê ìíîãî âðå-
ìåíè íà óðîêàõ ìàòå-
ìàòèêè â ìîè øêîëü-
íûå ãîäû óäåëÿëîñü
òåìå �Ïðèâåäåíèå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
âûðàæåíèé ê âèäó,
óäîáíîìó äëÿ ëîãàðèô-
ìèðîâàíèÿ�. Óæå òîã-

äà áûëî íåïîíÿòíî, çà÷åì ýòî âñå çíàòü
êàæäîìó øêîëüíèêó (ìíîãî ïîçæå ÿ óçíàë,
÷òî ïîÿâëåíèå òåìû îòíîñèòñÿ ê äàëåêî-
ìó ïðîøëîìó, êîãäà ëþäè èçìåðÿëè Çåìëþ
è íå èìåëè ïî÷òè íèêàêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñðåäñòâ çà èñêëþ÷åíèåì õîðîøåé òàáëè-
öû ëîãàðèôìîâ). Íî òåïåðü-òî çà÷åì íóæ-
íî ðàññêàçûâàòü ýòî âñåì? Ïîòðåáíîñòè
â ìàòåìàòèêå èçìåíèëèñü. È ïðî ýòè èç-
ìåíåíèÿ â íàøåé øêîëå òàêæå ðàññêàæóò.

Ðîìàíîâñêèé Èîñèô Âëàäèìèðîâè÷, äîêòîð
ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð ÑÏáÃÓ,

â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò - ÷ëåí æþðè ãîðîäñêèõ
è Âñåðîññèéñêèõ îëèìïèàä ïî èíôîðìàòèêå.
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Îáó÷åíèå èñêóññòâó ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ òðåáóåò èçó÷åíèÿ òàêèõ äèñöèïëèí,
êàê ëîãèêà, äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, ïðè-
êëàäíàÿ òåîðèÿ àëãîðèòìîâ è äð., êîòî-
ðûì â øêîëüíîì êóðñå óäåëÿåòñÿ  ñîâñåì
íåìíîãî âðåìåíè, à âî ìíîãèõ øêîëàõ èõ
íå èçó÷àþò âîâñå. Øêîëà ñîâðåìåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòàâèò ñâîåé öåëüþ
âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë, à òàêæå ïðèîá-
ùèòü øêîëüíèêîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ ïðî-
ôåññèåé ïðîãðàììèñòà, ê ðåøåíèþ ñîäåð-
æàòåëüíûõ çàäà÷ ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â øêîëå áóäóò îáó-
÷àòüñÿ êàê òå ðåáÿòà, êîòîðûå âëàäåþò
òåìè èëè èíûìè ÿçûêàìè ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, òàê è òå, êîòîðûå íå èìåþò î íèõ
ïîêà íèêàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, â øêîëó ïðè-
íèìàþòñÿ ðåáÿòà 5-11 êëàññîâ, à ïðåäëà-
ãàåìûå çàäà÷è èìåþò äâà óðîâíÿ (Óðîâåíü 1
íå òðåáóåò óìåíèÿ ïðîãðàììèðîâàòü). Êàæ-
äûé îáó÷àþùèéñÿ ìîæåò âûáðàòü òîò óðî-
âåíü, êîòîðûé îêàæåòñÿ åìó ïî ñèëàì. Â
ïðîöåññå îáó÷åíèÿ íóæíî áóäåò ðåøàòü

ÏÀÌßÒÊÀ Ó×ÀÙÅÌÓÑß

Ïðîãðàììû (Óðîâåíü 2) ïðîâåðÿþò-
ñÿ àâòîìàòè÷åñêîé ñèñòåìîé òåñòèðîâàíèÿ,
ïîýòîìó íåîáõîäèìî òî÷íî ñëåäîâàòü óêà-
çàííûì â óñëîâèÿõ ôîðìàòàì ââîäà/âûâî-
äà, à òàêæå óêàçàííûì íèæå ïðàâèëàì.

Âñå ïðîãðàììû äîëæíû áûòü ñêîì-
ïèëèðîâàíû ïîä DOS è äîëæíû èñïîëü-
çîâàòü ñòàíäàðòíûé ââîä/âûâîä. Äëÿ Ïàñ-
êàëÿ ýòî ïðîöåäóðû read/readln è write/
writeln, äëÿ Ñè - ôóíêöèè scanf è printf,
äëÿ Ñè++ - îáúåêòû cin è cout, äëÿ Áåéñè-
êà - îïåðàòîðû INPUT è PRINT. Íåëüçÿ
èñïîëüçîâàòü ìîäóëè èëè áèáëèîòåêè, êî-
òîðûå ïåðåíàïðàâëÿþò ñòàíäàðòíûé ââîä/
âûâîä (íàïðèìåð, äëÿ Ïàñêàëÿ - ìîäóëü
CRT). Ïðè îäèíàêîâûõ âõîäíûõ äàííûõ
ïðîãðàììà äîëæíà âûäàâàòü îäèíàêîâûé
ðåçóëüòàò.

ìíîãî çàäà÷, ðàçëè÷íûõ ïî òðóäíîñòè. Çà-
äà÷è â ñâîåì áîëüøèíñòâå áóäóò íîñèòü
èññëåäîâàòåëüñêèé õàðàêòåð. Âñå ïîäïèñ-
÷èêè æóðíàëà íàéäóò óñëîâèÿ çàäà÷ â î÷å-
ðåäíîì íîìåðå æóðíàëà, íà÷èíàÿ ñ ïåð-
âîãî. Òåì, êòî íå ÿâëÿåòñÿ ïîäïèñ÷èêîì,
çàäàíèÿ áóäóò âûñûëàòüñÿ ïî ýëåêòðîííîé
èëè îáû÷íîé ïî÷òå. Íà ðåøåíèå ïðåäëà-
ãàåìûõ çàäà÷ îòâîäèòñÿ îäèí ìåñÿö (äî
îïóáëèêîâàíèÿ è ðàçáîðà ðåøåíèé â ñëå-
äóþùåì íîìåðå æóðíàëà). Ðåøåíèÿ áóäóò
ïðèíèìàòüñÿ íà äèñêåòàõ è â ïèñüìåííîì
âèäå (ïî àäðåñó: 191025, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
Ìàðàòà 25, Çàî÷íàÿ øêîëà ñîâðåìåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òåëåôîí äëÿ ñïðàâîê
(812) 164-13-55) è ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå
(school@aec.neva.ru). Îáðàùàåì âíèìà-
íèå, ÷òî ó÷àñòíèêàìè øêîëû ìîãóò áûòü
êàê îòäåëüíûå øêîëüíèêè, òàê è êîëëåê-
òèâû (êëàññû, êðóæêè è ïð.). Ìû áóäåì
áëàãîäàðíû âñåì, êòî ñîîáùèò íàì î ïðî-
áëåìàõ è ïðåäëîæåíèÿõ, âîçíèêøèõ â ïðî-
öåññå âûïîëíåíèÿ çàäàíèé è ïåðåñûëêè
ðåøåíèé.

ÓÑËÎÂÈß, ÊÎÒÎÐÛÌ ÄÎËÆÍÛ ÓÄÎÂËÅÒÂÎÐßÒÜ
ÏÐÈÑÛËÀÅÌÛÅ  ÐÅØÅÍÈß.

Íàçâàíèÿ èñïîëíèìûõ ôàéëîâ ñ ïðî-
ãðàììîé:
<ïåðâûå òðè áóêâû ôàìèëèè>_<çàäà÷à>.exe

Íàïðèìåð, pet_2.exe, sid_3.exe.

Âñå òåêñòû äîëæíû áûòü íàáðàíû â
ôîðìàòå ASCII.

Òåêñòû ïðîãðàìì áóäóò ÷èòàòüñÿ
ïðîâåðÿþùèìè, ïîýòîìó ñëåäóåò èñïîëü-
çîâàòü ïîÿñíÿþùèå êîììåíòàðèè è óäå-
ëÿòü âíèìàíèå ñòðóêòóðå ïðîãðàììû, à
òàêæå íàçâàíèÿì èäåíòèôèêàòîðîâ.

Ïðèìå÷àíèå: òå, êòî íå ìîæåò ïðè-
ñëàòü ðåøåíèÿ â ýëåêòðîííîì âèäå, ïðè-
ñûëàþò ïîäðîáíî è àêêóðàòíî îôîðìëåí-
íûå ðåøåíèÿ íà áóìàãå.
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Ñ ïåðâîãî êëàññà ó÷èòåëÿ �ïðîãðàì-
ìèðóþò� ñâîèõ ó÷åíèêîâ íà âûïîëíåíèå
àëãîðèòìîâ ñ öåëûìè ÷èñëàìè. Ñíà÷àëà ýòî
àëãîðèòìû �ïîðàçðÿäíîãî� ñëîæåíèÿ è
âû÷èòàíèÿ, ïîòîì àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ
�ñòîëáèêîì� è äåëåíèÿ �óãîëêîì�, ïîòîì
àëãîðèòìû ïåðåâîäà äðîáåé â äåñÿòè÷íóþ
çàïèñü è îáðàòíî. (Áûëè äàæå âðåìåíà,
êîãäà ó÷åíèêè âûïîëíÿëè àëãîðèòì èçâëå-
÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ).

Àëãîðèòìû, êîòîðûìè âëàäåþò ëþäè,
âïîëíå óäîâëåòâîðÿþò èõ ïðè ðåøåíèè
áûòîâûõ çàäà÷, íàïðèìåð, îïðåäåëåíèÿ
ñòîèìîñòè ïîêóïêè èëè ïîäñ÷åòà êâàðò-
ïëàòû. Â òî æå âðåìÿ âðÿä ëè ÷åëîâåê ñïðà-
âèòñÿ ñ äåëåíèåì 100-çíà÷íîãî ÷èñëà íà
50-çíà÷íîå: íå î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðè-
âû÷íûé ñïîñîá çàïèñè ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ëó÷-
øèì äëÿ âñåõ âîçíèêàþùèõ çàäà÷. Òåì íå
ìåíåå, âëàäåíèÿ âûøåïåðå÷èñëåííûìè
àëãîðèòìàìè óæå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáúÿñ-
íèòü íåñêîëüêî âàæíûõ èäåé êîìïüþòåð-
íîé ìàòåìàòèêè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ
ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè îïåðàöèé ñ öåëû-
ìè ÷èñëàìè.

ÄÅËÈÌÎÑÒÜ

Ðàñïðîñòðàíåííîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ
òàêàÿ: îïðåäåëèòü, äåëèòñÿ ëè îäíî ÷èñëî
íà äðóãîå áåç îñòàòêà. Íàïðèìåð, ÷èñëî
73963 íà 1999. Ïðèìåíÿåì àëãîðèòì äå-
ëåíèÿ �óãîëêîì�:

è ïîëó÷àåì ÷àñòíîå 37 è îñòàòîê 0. Äåëà-
åì çàêëþ÷åíèå î äåëèìîñòè. Åñëè òðåáó-
åòñÿ ïðîâåðêà ðåçóëüòàòà, òî óìíîæàåì
÷àñòíîå 37 íà äåëèòåëü 1999 (èñïîëüçóÿ
àëãîðèòì óìíîæåíèÿ �ñòîëáèêîì�) è óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ðàâåí äåëèìîìó
73963.

Òåïåðü íåòðóäíî ïîíÿòü, ïî÷åìó äå-
ëèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç îïåðàöèþ óì-
íîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî
a äåëèòñÿ íà ÷èñëî b (èëè ÷òî a êðàòíî b),
åñëè ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå ÷èñëî ñ, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî à=bñ.

(à, b, ñ � öåëûå, b≠0)

Îäíà èç ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ çàäà÷
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óçíàòü, èìååò ëè äàí-
íûé íàáîð ÷èñåë îáùèé äåëèòåëü, îòëè÷-
íûé îò 1 (êàê ãîâîðÿò, íåòðèâèàëüíûé äå-
ëèòåëü, òàê êàê 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ëþ-

Ïåòðîâ Âèêòîð Àëåêñàíäðîâè÷
Ïîçäíÿêîâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷

ÇÀÍßÒÈÅ 1. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÍÀÄ ÖÅËÛÌÈ ×ÈÑËÀÌÈ

73963    1999
5997       37
13993
13993
    0
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áîãî íàáîðà ÷èñåë). ×èñëà, êîòîðûå íå
èìåþò íåòðèâèàëüíîãî îáùåãî äåëèòåëÿ,
íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè.

Îáû÷íî ñðàçó èùóò íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ), êîòîðûé äåëèòñÿ
íà âñå îñòàëüíûå äåëèòåëè è, òàêèì îáðà-
çîì, ñîäåðæèò èõ �â ñåáå�.

Íàïðèìåð, íàáîð ÷èñåë 72, 84, 132,
144 èìååò îáùèå äåëèòåëè 2, 3, 4, 6, 12.
Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 12
(ïèøåòñÿ ÍÎÄ=12). Îí äåëèòñÿ íà âñå îá-
ùèå äåëèòåëè.

Íåêîòîðûå èç âàñ ñêàæóò: �ìû ðå-
øàëè ýòó çàäà÷ó â øêîëå, ìû çíàåì ÷òî
äåëàòü: íóæíî ðàçëîæèòü êàæäîå èç ÷èñåë
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè�. Íî ïðåäñòàâüòå,

÷òî ÷èñëî äîñòàòî÷íî áîëüøîå, íó õîòÿ
áû áîëüøå ìèëëèàðäà, òîãäà äëÿ ðàçëîæå-
íèÿ âàì ïîíàäîáèòñÿ òàáëèöà ïåðâûõ ñî-
òåí èëè òûñÿ÷ ïðîñòûõ ÷èñåë, à ïîñòðîå-
íèå ýòîé òàáëèöû çàäà÷à áîëåå òðóäîåì-
êàÿ, ÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à.

Ñåãîäíÿ ìû ïîçíàêîìèì âàñ ñ î÷åíü
ïðîñòûì è ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì íàõîæ-
äåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÅÂÊËÈÄÀ
Ñ ÂÛ×ÈÒÀÍÈÅÌ

Èäåÿ ìåòîäà ïðîñòà. Èç
íàáîðà âûáèðàþòñÿ ëþáûå äâà
íåíóëåâûõ ÷èñëà, è áîëüøåå èç
íèõ (èëè ëþáîå, åñëè ÷èñëà ðàâ-
íû) çàìåíÿåòñÿ ðàçíîñòüþ
ýòèõ ÷èñåë.  Ýòîò ïðîöåññ ïî-
âòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
îñòàíåòñÿ îäíî íåíóëåâîå ÷èñ-
ëî. Ýòî ÷èñëî è áóäåò íàèáîëü-
øèì îáùèì äåëèòåëåì èñõîäíî-
ãî íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë.

Â òàáëèöå 1 êàê ïðèìåð
ïðåäñòàâëåí ïðîòîêîë ðàáîòû
îäíîãî èç âîçìîæíûõ àëãîðèò-
ìîâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå âû-
÷èòàíèÿ, äëÿ ÷èñåë 72, 84, 132, 144.

 Çàìå÷àíèå. Êîãäà ìû
óïîòðåáëÿåì ñëîâî �àëãîðèòì�,

1-îå 2-îå 3-å 4-îå Ñóììà
÷èñëî ÷èñëî ÷èñëî ÷èñëî ÷èñåë

Øàã  1 72 84 132 144 432
Øàã  2 72 84 60 144 360
Øàã  3 72 12 60 144 288
Øàã  4 72 12 60 132 276
Øàã  5 72 12 60 72 216
Øàã  6 72 12 60 0 144
Øàã  7 12 12 60 0  84
Øàã  8 12 0 60 0  72
Øàã  9 12 0 48 0  60
Øàã 10 12 0 36 0  48
Øàã 11 12 0 24 0  36
Øàã 12 12 0 12 0  24
Øàã 13 12 0 0 0  12

Òàáëèöà 1.
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ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî âñå
âûïîëíÿåìûå îïåðàöèè îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, è äëÿ
ëþáûõ äîïóñòèìûõ âõîäíûõ
äàííûõ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïî-
ðîæäàåòñÿ ðåçóëüòàò (âûõîä-
íûå äàííûå). Èíòåðåñíî, ÷òî,
ôîðìóëèðóÿ ìåòîä âû÷èòàíèé,
ìîæíî áûëî áû ñêàçàòü �âû-
áåðåì äâà ñëó÷àéíûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñëà íàáîðà�, è òîã-
äà, áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ äàò÷è-
êîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë â
ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè
êîìïüþòåðà, ìåòîä âû÷èòàíèé
ïðåâðàùàåòñÿ â àëãîðèòì.

Âûáèðàÿ äëÿ âû÷èòàíèÿ
ðàçëè÷íûå ïàðû, ìîæíî ïîëó-
÷èòü ðàçíûå àëãîðèòìû. Âñå
ýòè àëãîðèòìû áóäóò ðåøàòü
ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Äëÿ òîãî
÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, íåîá-
õîäèìî îáîñíîâàòü êîððåêò-
íîñòü àëãîðèòìîâ, òî åñòü äî-
êàçàòü, ÷òî êàæäûé òàêîé àë-
ãîðèòì îáÿçàòåëüíî çàêîí÷èò
ñâîþ ðàáîòó, ÷òî ïîëó÷åííûé
â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèò-
ìà íàáîð áóäåò ñîäåðæàòü
òîëüêî îäíî íåíóëåâîå ÷èñëî
è ÷òî ýòî ÷èñëî áóäåò íàè-
áîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì
èñõîäíîãî íàáîðà.

Îáîñíîâàíèå êîððåêò-
íîñòè àëãîðèòìà - î÷åíü âàæ-
íûé ýòàï äëÿ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ.

Äîêàçàòü êîððåêòíîñòü
èçëîæåííîãî ìåòîäà íåñëîæíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çà-

ìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëà à
1
 è à

2

äåëÿòñÿ íà b, òî è èõ ðàçíîñòü
äåëèòñÿ íà b.

Ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàí-
íàÿ îïåðàöèÿ íàä íàáîðîì ÷è-
ñåë ñîõðàíÿåò îáùèå äåëèòå-
ëè íàáîðà. Àíàëîãè÷íî ìîæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ

íå äîáàâëÿåò íîâûõ îáùèõ äå-
ëèòåëåé. Ìû äîêàçàëè, ÷òî íà
êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ìíî-
æåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé íå
ìåíÿåòñÿ.

2. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî
ïðè óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ ÷èñëà íàáîðà îñòàþòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûìè. Äåéñòâè-
òåëüíî, âû÷èòàÿ èç ïîëîæè-
òåëüíîãî ÷èñëà ìåíüøåå (èëè
ðàâíîå åìó), ìû ïîëó÷èì íåî-
òðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó
îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ ìîæíî
îñóùåñòâëÿòü äî òåõ ïîð,
ïîêà â íàáîðå åñòü õîòÿ áû
äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà.

3. Íàêîíåö, ïðîöåññ èç-
ìåíåíèÿ íàáîðà îáÿçàòåëüíî
çàêîí÷èòñÿ, òàê êàê ïîñëå
êàæäîãî âû÷èòàíèÿ ñóììà
÷èñåë íàáîðà óìåíüøàåòñÿ. Â
òî æå âðåìÿ ýòà ñóììà âñåãäà
åñòü ïîëîæèòåëüíîå öåëîå
÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-
öåññ íå ìîæåò äëèòüñÿ áåñ-
êîíå÷íî (î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñ-
ëî øàãîâ íå ïðåâûøàåò ñóì-
ìû ÷èñåë èñõîäíîãî íàáîðà).

�
ÄÅËÅÍÈÅ Ñ ÎÑÒÀÒÊÎÌ

Ðàññìîòðèì òàêîé àëãî-
ðèòì äëÿ äâóõ ïîëîæèòåëü-
íûõ öåëûõ ÷èñåë a è b:
ÏÎÊÀ  a-b≥0
ÄÅËÀÒÜ çàìåíÿòü à íà à-b
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Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñåë à=37 è b=11 ðå-
çóëüòàò ýòîãî àëãîðèòìà à=4 (ïîñëåäîâà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ à: 37, 26, 15, 4).

Âû íàâåðíÿêà çíàêîìû ñ äðóãèì àë-
ãîðèòìîì, äàþùèì òàêîé æå ðåçóëüòàò:
àëãîðèòìîì äåëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë ñ îñòàò-
êîì. Ðåçóëüòàò ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà
ìîæíî ïðîâåðèòü òàê: óìíîæèòü ÷àñòíîå
íà äåëèòåëü è ïðèáàâèòü îñòàòîê. Äîëæíî
ïîëó÷èòüñÿ äåëèìîå.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ íàòóðàëüíûõ à è
b (äåëèìîãî è äåëèòåëÿ) åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì íàõîäÿòñÿ ÷èñëà q è r (÷àñòíîå è
îñòàòîê), îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

a=bq+r ,      0≤r<b

Â ïîïóëÿðíûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ èìåþòñÿ îïåðàöèè äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ÷àñòíîãî è îñòàòêà îò äåëåíèÿ öåëûõ
÷èñåë. Íàïðèìåð, â ÿçûêå Pascal ýòè îïå-
ðàöèè çàïèñûâàþòñÿ òàê:

q :=adivb  r :=amodb.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçî-

âàòü adivb  è amod b  äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
÷àñòíîãî è îñòàòêà ïðè äåëåíèè a íà b.

Óñëîâèå 0≤r<b ãîâîðèò î òîì, ÷òî
îñòàòîê âñåãäà íåîòðèöàòåëåí è ìåíüøå
äåëèòåëÿ. Ïðè r=0 ïîëó÷àåòñÿ îïðåäåëå-
íèå äåëèìîñòè ÷èñåë.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÅÂÊËÈÄÀ
Ñ ÄÅËÅÍÈÅÌ

Ðàññìîòðèì ñíîâà çàäà÷ó î íàõîæ-
äåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ íà-
áîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðåîáðàçîâàíèå
íàáîðà áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïî íîâîìó ïðà-
âèëó: âîçüìåì äâà íåíóëåâûõ ÷èñëà èç
íàáîðà è áîëüøåå èç íèõ (èëè ëþáîå â
ñëó÷àå ðàâåíñòâà) çàìåíèì îñòàòêîì îò
äåëåíèÿ íà ìåíüøåå. Äàëåå áóäåì äåé-
ñòâîâàòü òàê æå, êàê è â ìåòîäå âû÷èòà-
íèé. Îêàçûâàåòñÿ, ýòîò ìåòîä òîæå ïîðîæ-
äàåò ÍÎÄ èñõîäíîãî íàáîðà ÷èñåë.

Åñëè ÷èñåë â íàáîðå äâà, òî àëüòåðíà-
òèâû âûáîðà ïàð íåò. Òîãäà îáà ìåòîäà
(âû÷èòàíèé è äåëåíèé ñ îñòàòêîì) îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿþò âñå äåéñòâèÿ, êàêèìè

áû íè áûëè èñõîäíûå ïîëîæèòåëüíûå öå-
ëûå ÷èñëà, ïîýòîìó äëÿ íàáîðà èç äâóõ
÷èñåë ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìàìè.

Èíòåðåñíûé ñìûñë èìåþò ÷àñòíûå
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æå âçÿòü ïàðû {1999; 1001} èëè
{1999, 999}, òî ïîñëå ïåðâîãî øàãà
ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî 998 äëÿ ïåð-
âîé ïàðû è 1 äëÿ âòîðîé; êàê âèä-
íî, âàðèàöèè âòîðîãî ÷èñëà òîëüêî
óìåíüøàþò îñòàòîê).

Äîëãîå âðåìÿ àëãîðèòì Åâ-
êëèäà áûë ñàìûì ýôôåêòèâíûì
ñïîñîáîì îòûñêàíèÿ íàèáîëüøå-
ãî îáùåãî äåëèòåëÿ, îäíàêî ñ
ïîÿâëåíèåì ýëåêòðîííî-âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìàøèí ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü (àë-
ãîðèòì Åâêëèäà, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, ïî-
ÿâèëñÿ çàäîëãî äî âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí).
Ó÷åò ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé âûïîë-
íåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé êîìïü-
þòåðîì ïîçâîëèë ïîñòðîèòü áîëåå ýôôåê-
òèâíóþ (äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè) âåð-
ñèþ àëãîðèòìà Åâêëèäà. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà ïðà-
âèëüíî íå ïðîñòî ñ÷èòàòü îáùåå ÷èñëî îïå-
ðàöèé, íî è ó÷èòûâàòü âðåìÿ, êîòîðîå òðå-
áóåòñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé. Òàê,
íàïðèìåð, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âêëþ÷àåò
â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ îïåðàöèé íå-
ñêîëüêî ñëîæåíèé, à îïåðàöèÿ äåëåíèÿ �
íåñêîëüêî óìíîæåíèé è âû÷èòàíèé.

Â âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèíàõ ðåàëè-
çîâàíà òàê íàçûâàåìàÿ äâîè÷íàÿ àðèôìå-
òèêà (î íåé áóäåò ðàññêàçàíî â îäíîì èç
ñëåäóþùèõ çàíÿòèé). Â ýòîé àðèôìåòèêå
î÷åíü ëåãêî óìíîæàòü è äåëèòü ÷èñëà íà
2. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðîñòûì ñäâèãîì öèôð
(â îáû÷íîé àðèôìåòèêå ïðîñòûì äîáàâ-
ëåíèåì è óäàëåíèåì íóëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ
óìíîæåíèå è äåëåíèå íà 10).

Ïðåäëàãàåì âàì ïðîâåðèòü è îáîñíî-
âàòü êîððåêòíîñòü ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà
íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòå-
ëÿ, êîòîðûé áëàãîäàðÿ ñâîèì îñîáåííîñ-
òÿì, äîïóñêàåò áîëåå ýôôåêòèâíóþ ðåà-
ëèçàöèþ íà êîìïüþòåðå, íåæåëè îïèñàí-
íûå âûøå àëãîðèòìû.

Àëãîðèòì. Ïóñòü a è b íàòóðàëüíûå
÷èñëà.
ÏÎËÎÆÈÒÜ ÍÎÄ=1;
ÏÎÊÀ îáà ÷èñëà a è b ÷åòíûå
ÄÅËÀÒÜ ïîäåëèòü êàæäîå èç íèõ íà 2 è

    óìíîæèòü ÍÎÄ íà 2;
ÂÑÅ-ÏÎÊÀ

ÏÎÊÀ îáà ÷èñëà a è b îòëè÷íû îò íóëÿ
ÄÅËÀÒÜ

ÅÑËÈ îäíî èç ÷èñåë a, b ÷åòíîå
ÒÎ ïîäåëèòü åãî íà 2
ÈÍÀ×Å çàìåíèòü áîëüøåå èç ÷èñåë a,

               b èõ ðàçíîñòüþ;
{Êîììåíòàðèé: â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ
ïîñëåäíåãî öèêëà îäíî èç ÷èñåë a, b
îáÿçàòåëüíî áóäåò íå÷åòíûì}

ÂÑÅ-ÏÎÊÀ
âûáðàòü èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë a, b íå-
íóëåâîå è äîìíîæèòü íà íåãî ÍÎÄ

Â ðÿäå çàäà÷ áûâàåò íóæíî ïðåäñòà-
âèòü íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî â âèäå ñóììû
÷èñåë, êðàòíûõ çàäàííûì. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòî
÷èñëî äåëèëîñü íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü çàäàííûõ ÷èñåë (òàê êàê êàæäîå ñëàãàå-
ìîå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåëèòñÿ íà íåãî).
Îêàçûâàåòñÿ, ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå è
äîñòàòî÷íûì, òî åñòü ëþáîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â òàêîì âèäå!

Óòâåðæäåíèå. Íàèáîëüøèé îáùèé äå-
ëèòåëü íàáîðà ÷èñåë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóììû ÷èñåë, êðàòíûõ ÷èñëàì íàáîðà.

Àëãîðèòì Åâêëèäà (èñïîëüçóþùèé
äåëåíèå ñ îñòàòêîì) ïîçâîëÿåò ÿâíûì îá-
ðàçîì íàéòè ýòî ïðåäñòàâëåíèå. À èìåí-
íî, êàæäûé ðàç ïðè çàìåíå ÷èñëà a íà
åãî îñòàòîê ïî ìîäóëþ b íóæíî çàïè-
ñàòü ðàâåíñòâî r=a-bq . Â êîíöå ìû ïî-
ëó÷èì òàêîå ðàâåíñòâî äëÿ íàèáîëüøåãî
îáùåãî äåëèòåëÿ. À òåïåðü òîëüêî îñòà-
ëîñü ïîäñòàâèòü ýòè ðàâåíñòâà äðóã â
äðóãà, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî!

Òàáëèöà 2.

1-îå 2-îå 3-å Ñîîòíîøåíèå
÷èñëî ÷èñëî ÷èñëî

Øàã 1 30 42 280
Øàã 2 30 42 28 28=280-42*6
Øàã 3 2 42 28  2= 30-28*1
Øàã 3 2 0 28 ...
Øàã 5 2 0 0 ÍÎÄ=2  

    ↑

Â èòîãå ïîëó÷àåì
2=30-28*1=30-(280-42*6)*1=30*1-280*1+42*6
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Ïðèìåð íàõîæäåíèÿ òàêîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ äëÿ ÷èñåë 30, 42 è 280 ïîêàçàí â
òàáëèöå 2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
íàáîðà ÷èñåë, ðàâíûé 2, ïðåäñòàâëåí â
âèäå ñóììû ÷èñåë 30*1+280*(-1)+42*6,
êðàòíûõ ÷èñëàì íàáîðà 30, 280, 42, ñîîò-
âåòñòâåííî.

ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÀ ÎÑÒÀÒÊÎÂ

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî íàñ èíòåðåñó-
þò íå ñàìè ÷èñëà, à èõ îñòàòêè îò äåëåíèÿ
íà íåêîòîðîå ÷èñëî m (ãîâîðÿò, "îñòàòêè
ïî ìîäóëþ m"). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âñòðå÷à-
åòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî.

Ïðèìåð.
Èãðà �â êàìóøêè�.
Èç êó÷êè êàìíåé äâîå èãðàþùèõ ïî

î÷åðåäè áåðóò 1, 2 èëè 3 êàìíÿ. Ïðîèã-
ðûâàåò òîò, êòî áåðåò ïîñëåäíèé êàìåíü.
Êàê èãðàòü âòîðîìó, ÷òîáû âûèãðàòü, åñëè
â êó÷êå 17 êàìíåé ?

Âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî
èãðîêà:

Âòîðîé äîëæåí áðàòü âñåãäà ñòîëüêî,
÷òîáû âìåñòå ñ åãî ïðîòèâíèêîì âçÿòü 4
êàìíÿ. Òàê êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ 17 íà 4
ðàâåí 1, ïîñëåäíèé êàìåíü äîñòàíåòñÿ ïåð-
âîìó èãðîêó.

Åñëè íàì èçâåñòíû îñòàòêè r
1
 è r

2

÷èñåë a è b ïî ìîäóëþ m, òî, äàæå íå çíàÿ
ñàìèõ ÷èñåë, ìîæíî îïðåäåëèòü îñòàòêè
ñóììû a+b èëè ïðîèçâåäåíèÿ ab ïî ìî-
äóëþ m. Äëÿ ýòîãî íàäî ñëîæèòü èëè ïåðå-
ìíîæèòü çàäàííûå îñòàòêè è çàòåì íàéòè
îñòàòêè îò äåëåíèÿ r

1
+r

2
 èëè r

1
r

2
 íà m.

Ñôîðìóëèðóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî àëãîðèòì
äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàòêà ðàçíîñòè.

Òåïåðü çàáóäåì î ñàìèõ ÷èñëàõ è
áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ èõ îñòàòêàìè îò
äåëåíèÿ íà m. Ïîëó÷àåòñÿ çàìå÷àòåëüíàÿ
àðèôìåòèêà � â íåé âñåãî m ÷èñåë:

0, 1, 2, 3, ..., m-1.
Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òàáëèöû ñëî-

æåíèÿ è óìíîæåíèÿ, êîòîðûõ áóäåò äîñ-
òàòî÷íî äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ ëþáûõ ÷èñåë
ýòîé çàìå÷àòåëüíîé àðèôìåòèêè. Íàì íå
ïîíàäîáÿòñÿ íè àëãîðèòìû �ïîðàçðÿäíî-
ãî� ñëîæåíèÿ, íè óìíîæåíèÿ �ñòîëáèêîì�!
Òàêóþ àðèôìåòèêó ìû áóäåì íàçûâàòü ìî-

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ
ïî ìîäóëþ 5.

Òàáëèöà ñëîæåíèÿ
ïî ìîäóëþ 5.

äóëüíîé, à ÷èñëî m - åå ìîäóëåì.
Ïðèìåð òàáëèö ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ äëÿ m=5 íà ðèñóíêå 1.
Îñîáåííî èíòåðåñíà ìîäóëüíàÿ

àðèôìåòèêà äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p. Òàê, â
íåé ìîæíî îïðåäåëèòü äåëåíèå îñòàòêîâ.
À èìåííî, åñëè a è b � îñòàòêè ïî ìîäóëþ
p, b≠0 , òî ñóùåñòâóåò òàêîé îñòàòîê c,
÷òî a=bc ; åñòåñòâåííî åãî îáîçíà÷èòü ÷å-
ðåç a/b . Òàêèì îáðàçîì, îñòàòêè ïî ìî-
äóëþ p �òàê æå õîðîøè�, êàê è ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà: äëÿ íèõ ìîæíî îïðåäåëèòü
äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæå-
íèÿ è äåëåíèÿ, ïðè÷åì îíè îáëàäàþò ïðè-
âû÷íûìè ñâîéñòâàìè (ãîâîðÿ ìàòåìàòè÷åñ-
êèì ÿçûêîì, îíè îáðàçóþò ïîëå).

Âàæíîñòü ìîäóëüíîé àðèôìåòèêè äëÿ
âû÷èñëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òå-
îðåìîé.

* 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

Ðèñóíîê 1.
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Çàäà÷à 1.
Óðîâåíü 1. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì íà-

õîæäåíèÿ ÍÎÄ, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå
ìåòîäà âû÷èòàíèé ñ òàêèì óòî÷íåíèåì: �íà
êàæäîì øàãå àëãîðèòìà èç íàèáîëüøåãî
÷èñëà íàáîðà âû÷èòàåòñÿ ñëåäóþùåå ïî
âåëè÷èíå èëè ðàâíîå�.
à) Ïðèìåíèòå ýòîò àëãîðèòì ê íàáîðó èç
ïðèìåðà: {72; 84; 132; 144}.
á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íàáîðà èç ÷åòûðåõ
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîãî ýòîò àëãî-
ðèòì ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì èç âñåõ àëãîðèò-
ìîâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå �âû÷èòàíèé�.
â) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íàáîðà èç ÷åòûðåõ
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîãî ýòîò àëãî-
ðèòì íå ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì.

Çàäà÷à 2.
Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì âûáîðà ïàð äëÿ

âû÷èòàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé âîçìîæíî
ìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ â îáñóæäàåìîì ìå-
òîäå íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ.

Óðîâåíü 1. Îïèøèòå
àëãîðèòì. Ïðîäåìîíñòðèðóé-
òå åãî ðàáîòó äëÿ íàáîðà ÷è-
ñåë èç ïóíêòà â) çàäà÷è 1.

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå
ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî çà-
äàííîìó íàáîðó èç n ÷èñåë
îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âûáîðà ïàð, ïðèâîäÿ-
ùóþ ê ðåçóëüòàòó çà âîçìîæ-
íî ìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ.

Ôîðìàò ââîäà:
Êîëè÷åñòâî ÷èñåë n≤10

ÇÀÄÀ×È

1-îå ÷èñëî íàáîðà
2-îå ÷èñëî íàáîðà
...
n-îå ÷èñëî íàáîðà

Ôîðìàò âûâîäà:
Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé m
Íîìåð 1-ãî óìåíüøàåìîãî Íîìåð 1-ãî âû-
÷èòàåìîãî
Íîìåð 2-ãî óìåíüøàåìîãî Íîìåð 2-ãî âû-
÷èòàåìîãî
...
Íîìåð m-ãî óìåíüøàåìîãî Íîìåð m-ãî âû-
÷èòàåìîãî

Ïðèìåð.
Ââîä:

3
10
6
4

Âûâîä:
                   5

13
12
23
32
23

Çàäà÷à 3.
Óðîâåíü 1. Âàø çíàêî-

ìûé æèâåò â ñòàíäàðòíîì
äâåíàäöàòèýòàæíîì äîìå â
êâàðòèðå 87. Íà êàêîì ýòà-
æå ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ åãî
êâàðòèðà? (Íà ëåñòíè÷íîé

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.
Åñëè çàäàíû íàòóðàëüíûå ïîïàðíî âçàèì-
íî ïðîñòûå ÷èñëà m

1
, m

2
, ..., m

n
 è öåëûå

÷èñëà k
1
, k

2
, ..., k

n
 òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì i

0≤ k
i
<m

i
, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

÷èñëî k<m
1
m

2
. . .m

n
 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i

îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà m
i
 ðàâåí k

i
.

Ñìûñë ýòîé òåîðåìû â òîì, ÷òî íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ ñâîèìè îñòàòêàìè ïî íåêîòîðîé ñè-
ñòåìå ìîäóëåé.

Êàê ãîâîðÿò â òàêèõ ñëó÷àÿõ, èìååò
ìåñòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ÷èñëàìè, ìåíüøèìè m
1
m

2
. . .m

n
,  è

íàáîðàìè èõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëÿì ÷èñåë m
i
.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå ñîõðàíÿ-
åòñÿ ïðè àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿõ, ìû ïî-
ëó÷àåì ìîùíîå ñðåäñòâî äëÿ áûñòðûõ âû-
÷èñëåíèé ñ áîëüøèìè ÷èñëàìè!

Íà ïðàêòèêå â êà÷åñòâå m
i
 îáû÷íî

áåðóò íåñêîëüêî ïåðâûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
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ïëîùàäêå îäíî è òî æå ÷èñëî êâàðòèð).
Âîîáùå, êàê áûñòðî îïðåäåëèòü, ìîæåò
ëè êâàðòèðà ñ äàííûì íîìåðîì íàõîäèòü-
ñÿ íà äàííîì ýòàæå?

Çàäà÷à 4.
Óðîâåíü 1. ßçûê ïëåìåíè ìóìáó-

þìáó ñîñòîèò èç øåñòèáóêâåííûõ ñëîâ,
ñîñòàâëåííûõ èç áóêâ {À, Á, Â, Ã, Ä, Å,
Æ, Ç, È, Ê}. Â Îêñôîðäå èçäàí ïîëíûé
ñëîâàðü ñëîâ ýòîãî ÿçûêà (óïîðÿäî÷åííûõ
ïî àëôàâèòó:
ÀÀÀÀÀÀ
ÀÀÀÀÀÁ
ÀÀÀÀÀÂ
...
ÊÊÊÊÊÈ
ÊÊÊÊÊÊ.

Íà êàæäîé ñòðàíèöå ñëîâàðÿ ïîìå-
ùàåòñÿ 15 ñëîâ.

Íà êàêèõ ñòðàíèöàõ è â êàêèõ ñòðî-
êàõ íàõîäÿòñÿ ñëîâà ÄÅÊÀÄÀ è ÇÀÁÀÂÀ?

Çàäà÷à 5.
Íàéäèòå öèôðó ñ íîìåðîì n â ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòè
01234567891011121314151617181920...
çàïèñàííûõ ïîäðÿä íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Óðîâåíü 1. Îïèøèòå àëãîðèòì. Íàé-
äèòå öèôðó ñ íîìåðîì 1999.

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó.
Ôîðìàò ââîäà:

×èñëî n<1000000
Ôîðìàò âûâîäà:

Öèôðà ñ íîìåðîì n

Ïðèìåð.
Ââîä:

31
Âûâîä:

2

Çàäà÷à 6.
Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà àë-

ãîðèòì ñîâåðøàåò ñëåäóþùèå îïåðàöèè:
îòäåëÿåò îò ÷èñëà ïåðâóþ öèôðó è ïðè-
áàâëÿåò åå ê ÷èñëó èç îñòàâøèõñÿ öèôð.
Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â
÷èñëå îñòàíåòñÿ îäíà öèôðà. Íàïðèìåð:
123456→23457→3459→462→66→12→3.

Óðîâåíü 1. Îïðåäåëèòü ðåçóëüòàò ðà-

áîòû àëãîðèòìà äëÿ ÷èñåë âèäà 88 8. . .
n
123

 ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ n.
Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-

òîðàÿ âûäàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëü-
òàòû äëÿ ÷èñåë èç íå áîëåå ÷åì 50 öèôð.

Ôîðìàò ââîäà:
×èñëî n öèôð çàäàííîãî ÷èñëà
1-ÿ öèôðà
2-ÿ öèôðà
...
n-ÿ öèôðà.

Ôîðìàò âûâîäà:
Ïåðâûé ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò
Âòîðîé ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò
...
Èòîãîâàÿ öèôðà.

Çàäà÷à 7.

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ äðîáü 
a

b
, ãäå

a è b - íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå öåïíîé äðîáè.

Óðîâåíü 1. Îïèøèòå àëãîðèòì. Ïðåä-

ñòàâüòå â âèäå öåïíîé äðîáè 
17

239
.

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó,

êîòîðàÿ ïî äàííûì ÷èñëàì a è b ïðåä-

ñòàâëÿåò äðîáü 
a

b
 â âèäå öåïíîé

(a ,b<1000000).

Ôîðìàò ââîäà:

×èñëî a

×èñëî b
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Ôîðìàò âûâîäà:
Êîëè÷åñòâî ÷èñëèòåëåé n
×èñëî c

0

×èñëî ñ
1

...

×èñëî c
n

Ïðèìåð.
Ââîä:

5
9

Âûâîä:
3
0
1
1
4

Çàäà÷à 8.
Óðîâåíü 1. Ïóñòü áîëüøåå èç ÷èñåë

íàáîðà {a,b} ðàâíî 1999. Êàêîå ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî øàãîâ ìîæåò ñäåëàòü àëãî-
ðèòì Åâêëèäà ñ äåëåíèåì äëÿ òàêîãî íà-
áîðà â õóäøåì ñëó÷àå? Êàêèì ïðè ýòîì
áóäåò âòîðîå ÷èñëî íàáîðà? Ïðèâåäèòå
ïðèìåð òàêîãî ÷èñëà. Ñêîëüêî òàêèõ ÷è-
ñåë?

Óðîâåíü 2. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïî ÷èñëó a (a<1000000) âñåõ
÷èñåë b, ìåíüøèõ a è òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ
àëãîðèòì Åâêëèäà äåëàåò ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî øàãîâ.

Ôîðìàò ââîäà:
×èñëî a

Ôîðìàò âûâîäà:
×èñëî øàãîâ
Êîëè÷åñòâî n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé b
1-îå çíà÷åíèå b
2-îå çíà÷åíèå b
...
n-îå çíà÷åíèå b

Çàäà÷à 9.
Óðîâåíü 1. Îáîáùèòü àëãîðèòì Åâê-

ëèäà ñ äåëåíèåì íà 2 è âû÷èòàíèåì äëÿ
íàáîðîâ èç áîëåå ÷åì äâóõ ÷èñåë. Ïðèìå-
íèòü îáîáùåííûé àëãîðèòì ê íàáîðó {72;
84; 132; 144}.

Óðîâåíü 2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îäíî
èç ÷èñåë a, b ÷åòíîå, à äðóãîå íå÷åòíîå,

òî ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò
ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé a è b:
ÅÑËÈ ðîâíî îäíî èç ÷èñåë a, b ÷åòíîå
ÒÎ ïîäåëèòü åãî íà 2
ÈÍÀ×Å çàìåíèòü áîëüøåå èç ÷èñåë a, b
            èõ ðàçíîñòüþ

Çàäà÷à 10.
Åñòü íåñêîëüêî âåäåð ñ ðàçëè÷íûìè

åìêîñòÿìè. Ðàçðåøàåòñÿ ýòèìè âåäðàìè äî-
áàâëÿòü èëè âû÷åðïûâàòü âîäó èç áî÷êè.
Ñíà÷àëà áî÷êà ïóñòà.

Óðîâåíü 1. Íåîáõîäèìî íàëèòü â áî÷-
êó 1 ëèòð âîäû, èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè âåä-
ðà åìêîñòüþ 17, 32 è 45 ëèòðîâ. Êàê ýòî
ñäåëàòü ïîñêîðåå (çà âîçìîæíî ìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ïåðåëèâàíèé)? Ñêîëüêî ïðè
ýòîì áóäåò ïåðåëèòî âîäû? Ìîæíî ëè âû-
ïîëíèòü ýòó ðàáîòó, ÷òîáû îáùåå êîëè÷å-
ñòâî ïåðåëèòîé âîäû áûëî åùå ìåíüøå?

Óðîâåíü 2. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êî-
òîðàÿ âûäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé
äëÿ íàëèâàíèÿ â áî÷êó a (a<1000000) ëèò-
ðîâ âîäû.

Ôîðìàò ââîäà:
×èñëî âåäåð n≤≤≤≤≤10
Åìêîñòü 1-ãî âåäðà
Åìêîñòü 2-ãî âåäðà
...
Åìêîñòü n-ãî âåäðà
Íóæíîå ÷èñëî ëèòðîâ a

Ôîðìàò âûâîäà:
ÍÅËÜÇß
èëè
×èñëî îïåðàöèé m
1-àÿ îïåðàöèÿ
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2-àÿ îïåðàöèÿ
...
m-ÿ îïåðàöèÿ
Êàæäàÿ îïåðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
+íîìåð âåäðà (äîëèòü â áî÷êó)
èëè
-íîìåð âåäðà (âû÷åðïàòü èç áî÷êè)

Ïðèìåð.
Ââîä:

2
3
5
1

Âûâîä:
3
+1
+1
-2

Çàäà÷à 11.
Óðîâåíü 1. Èç êó÷êè êàìíåé äâîå èã-

ðàþùèõ ïî î÷åðåäè áåðóò 1, 2 èëè 3 êàì-
íÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî áåðåò ïîñëåäíèé
êàìåíü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñåãî êàìíåé
N. Êòî èç èãðîêîâ èìååò âûèãðûøíóþ
ñòðàòåãèþ? Îïèøèòå åå. À åñëè âûèãðû-
âàåò âçÿâøèé ïîñëåäíèé êàìåíü?

Çàäà÷à 12.
Óðîâåíü 1. Àëèñà, ïîïàâ â Ñòðàíó

×óäåñ, çàáûëà òàáëèöó óìíîæåíèÿ. Îíà ãî-
âîðèò:
ñåìüþ ñåìü áóäåò ... ïÿòíàäöàòü, äåâÿòüþ
äåâÿòü áóäåò ... òðèíàäöàòü.

Îïðåäåëèòå â êàêîé ìîäóëüíîé àðèô-
ìåòèêå òàêèå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ñïðàâåä-
ëèâû. Ñêîëüêî âñåãî òàêèõ àðèôìåòèê?

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-
òîðàÿ ïî ââåäåííûì ïðèìåðàì òàáëèöû óì-
íîæåíèÿ îïðåäåëÿåò, ñóùåñòâóåò ëè ìî-
äóëüíàÿ àðèôìåòèêà, â êîòîðûõ ýòè ïðè-
ìåðû èìåþò ìåñòî. ×åì áîëüøå òàêèõ ìî-
äóëåé íàéäåò Âàøà ïðîãðàì-
ìà è ÷åì áûñòðåå îíà ýòî
ñäåëàåò, òåì ëó÷øå.

Ôîðìàò ââîäà:
×èñëî ðàâåíñòâ n≤10
1-îå ðàâåíñòâî
2-îå ðàâåíñòâî
...
n-îå ðàâåíñòâî
Êàæäîå ðàâåí-
ñòâî èìååò âèä
÷èñëî1*÷èñëî2=
=÷èñëî3

Ôîðìàò
âûâîäà:
×èñëî íàéäåí-
íûõ ìîäóëåé m
1-ûé ìîäóëü
2-îé ìîäóëü
...
m-ûé ìîäóëü

Ïðèìåð.
Ââîä:

1
3*5 = 3

Âûâîä:
2
6
12

Çàäà÷à 13.
Ïî çàäàííûì îñòàò-

êàì a, b ïî ïðîñòîìó ìîäó-
ëþ p íàéòè a/b (â ðåøåíèè

ýòîé çàäà÷è ïðèãîäèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå íàè-
áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ñóììîé ÷èñåë,
êðàòíûõ ÷èñëàì íàáîðà).

Óðîâåíü 1. Îïèøèòå àëãîðèòì. Íàé-
äèòå 17/23 ïî ìîäóëþ 239.

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó
âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîãî a/b  (a,b,p<1000000).

Ôîðìàò ââîäà:
Ìîäóëü p
×èñëî a
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×èñëî b
Ôîðìàò âûâîäà:
×èñëî a/b (ïî ìîäóëþ p)

Ïðèìåð.
Ââîä:
5
2
3
Âûâîä:
4

Çàäà÷à 14*.
Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-

òîðàÿ ïî çàäàííûì íå áîëåå ÷åì 25-çíà÷-
íûì ÷èñëàì a, b, c è d ïðîâåðÿåò, âåðíî
ëè, ÷òî ab=cd.

Óêàçàíèå. Ïðîâåðüòå ðàâåíñòâî äëÿ
îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë a, b, c è d íà
âñå ïðîñòûå ÷èñëà äî 100. (Òàê êàê ïðî-

èçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë äî 100 áî-
ëåå ÷åì 25-çíà÷íîå, ïî êèòàéñêîé òåîðå-
ìå îá îñòàòêàõ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
îáîñíîâàòü èñõîäíîå óòâåðæäåíèå.)

Ôîðìàò ââîäà:
×èñëî a
×èñëî b
×èñëî c
×èñëî d
Ôîðìàò âûâîäà:
Äà èëè Íåò

Ïðèìåð.
Ââîä:
1234123412341234123412340
88888888888888888888888
246824682468246824682468
444444444444444444444440
Âûâîä:
Äà

ÆÅËÀÅÌ ÓÑÏÅÕÎÂ
Â ÐÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ×!

ÍÀØÈ   À Â ÒÎ ÐÛ

Ïåòðîâ Âèêòîð Àëåêñàíäðîâè÷,
ñòóäåíò ìàò.-ìåõ. ôàêóëüòåòà
ÑÏáÃÓ.
Ïîçäíÿêîâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷,
äîöåíò ÑÏáÃÝÒÓ.


