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Аннотация
В данной работе представлена разработка специализированной системы для оценки
производительности алгоритмов компьютерной алгебры при нахождении базисов
Грёбнера. Для проверки функциональности и оценки производительности усовер-
шенствованной версии GInv 2.0 разработан специальный инструмент автоматизиро-
ванного тестирования. Данный инструмент позволяет загружать тестовые наборы
данных в формате JSON, вычислять базисы Грёбнера с использованием различных
алгоритмов и визуализировать результаты тестирования. Подробно описываются
модули импорта данных, вычисления базисов и вывода результатов тестирования.
Проведено тестирование GInv 2.0 на наборе из систем уравнений различной сложно-
сти. Представлены результаты тестирования, включая временные характеристики
вычислений для каждого теста.
Ключевые слова: базисы Грёбнера, компьютерная алгебра, система тестирования,
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1. ВВЕДЕНИЕ

Благодаря практической реализации алгоритма Бухбергера для отыскания базиса
Грёбнера полиномиальных колец [1] современные системы компьютерной алгебры
(СКА) обрели способность сводить решение систем нелинейных уравнений с конечным
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числом корней к символьному нелинейному уравнению. Данный факт представляется
крайне важным, поскольку в настоящее время отсутствуют универсальные численные
методы для решения систем нелинейных уравнений, в то время как для решения
единичного нелинейного уравнения существуют надежные численные алгоритмы.

Несмотря на то, что строгими математическими доказательствами подтверждена ко-
нечность числа шагов, необходимых алгоритму Бухбергера для нахождения базиса Грёб-
нера, а также получены оценки вычислительной сложности, демонстрирующие экспо-
ненциальный рост [1], в практических приложениях на современных вычислительных
системах применение данного алгоритма ограничивается системами невысокой степе-
ни с числомнеизвестных, не превышающимдесяти. В 1990-х годах былипредложеныусо-
вершенствования исходного алгоритма Бухбергера, некоторые из которых на сегодняш-
ний день сохраняют коммерческий статус. В тот же период отечественными исследова-
телями Гердтом, Жарковым и Блинковым [2–8] был разработан новый подход к нахож-
дению базисов полиномиальных идеалов — инволютивный алгоритм, базирующийся
на оригинальной концепции инволютивного деления. Данная концепция возникла в ре-
зультате сравнительного анализа алгоритма Бухбергера и работ Картана, Томаса, Жане
и Рикье, посвященных исследованию систем уравнений в частных производных, состо-
ящих в инволюции [9–11]. В 2000-х годах указанный инволютивный алгоритм был по-
дробно описан в работе [12], где был реализован в виде программного комплекса GInv и
применен к решению ряда задач математической физики [13]. Несмотря на то, что суще-
ствуют и другие популярные и широко используемые системы для решения подобных
уравнений: Maple, Mathematica, Singular, Macaulay2, MAGMA, особое место среди подоб-
ных систем занимает Sage, который является одним из самых популярных открытых ма-
тематических пакетов, комбинирующим возможности многих других специализирован-
ных СКА, перечисленных выше. ОсновнымотличиемGInv от всех перечисленных систем
является использование инволютивных базисов Жане и Жане-подобных, что позволяет
более эффективно решать некоторые классы систем в сравнении с использованием клас-
сических базисов Грёбнера.

В течение 2010-х годов в программный комплекс GInv был имплементирован ряд усо-
вершенствований, среди которых следует особо отметить существенную оптимизацию
работы с памятью при наличии и отсутствии сборки мусора. Результатом проведенной
модернизации явилась вторая версия системы GInv, размещенная в открытом доступе
по адресу https://github.com/blinkovua/GInv. Однако тестирование данной версии было вы-
полнено лишьна ограниченномнаборе примеров. В частности, было продемонстрирова-
но, что задача Попова о кубатурных формулах на сфере, ранее решавшаяся численными
методами на суперкомпьютерных системах, может быть решена аналитически средства-
миGInv, но неможет быть решена в системе компьютерной алгебры Sage, использующей
алгоритм Бухбергера [15].

В начале 2000-х годов в процессе тестирования версии 1.0 программного комплекса
GInv был сформирован обширный и репрезентативный набор тестовых примеров для ве-
рификации систем, специализирующихся на вычислении базисов Грёбнера. Указанный
набор, представленный в формате XML, включал в себя 135 тестовых уравнений.

В версии GInv 2.0 реализован оригинальный подход к управлению памятью и сборке
мусора. При этом было уделено внимание оптимизации использования памяти и кэша
процессора. Следует заметить, что сборка мусора обычно используется для автоматиче-
ского высвобождения неиспользуемой памяти в ходе выполнения программы [15]. Это
позволяет разработчикам не беспокоиться о ручном освобождении памяти, которое мо-
40 © КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИНСТРУМЕНТЫ В ОБРАЗОВАНИИ. №2, 2024 г.

https://github.com/blinkovua/GInv


Разработка системы для оценки производительности алгоритмов компьютерной алгебры...

жет привести к утечкам памяти и другим ошибкам. Сборка мусора обоснована в случае,
когда требуется обрабатывать большие объемы данных и вычислять базисы Гребнера
для сложных систем уравнений. В таких случаях система будет потреблять значитель-
ные объемы памяти в течение длительных периодов времени. Однако слишком частая
сборка мусора может замедлять вычисления. Поэтому важно найти оптимальный ба-
ланс между эффективностью использования памяти и производительностью вычисле-
ний. Для этого в GInv 2.0 проводилось систематическое тестирование на различных на-
борах данных, чтобы определить наилучшие параметры сборки мусора.

Усовершенствование алгоритмов вычисления базисов Грёбнера преследует две
основные цели: повышение вычислительной производительности и оптимизацию
использования системных ресурсов в ходе вычислений. Зачастую достижение ука-
занных целей представляет собой противоречивые задачи. Очевидно, что чрезмерно
частая активация процедур сборки мусора может привести к существенному снижению
быстродействия вычислительного процесса. В то же время предоставление системе
неограниченного объема свободной оперативной памяти может способствовать стре-
мительному исчерпанию имеющихся ресурсов. Более того, не всегда представляется
возможным заранее определить, приведет ли та или иная модификация к фактиче-
скому улучшению производительности алгоритма или экономии ресурсов. В связи с
этим на всех этапах разработки подобных систем крайне важным является проведение
систематического тестирования для верификации корректности функционирования.

На основе 135 тестовых заданий для верификации версии 2.0 системы GInv нами
был разработан специализированный программный инструмент, позволяющий осу-
ществлять автоматизированное тестирование различных версий как самого GInv, так
и других СКА, с возможностью визуализации результатов в графическом виде. Кроме
того, была спроектирована универсальная система формализации тестов, пригодная для
использования в различных программных комплексах компьютерной алгебры (GInv,
Sage) и основанная на формате обмена данными JSON.

В рамках настоящей работы будет представлено описание разработанного инстру-
мента для тестирования, а также продемонстрированы результаты его применения для
верификации текущей версии программного комплекса GInv. Следует отметить, что ис-
ходные файлы, содержащие тестовые данные и средства верификации функционально-
сти, равно как и сама система GInv версии 2.0, размещены в открытом доступе и могут
быть свободно загружены из отдельного репозитория на платформе GitHub по адресу:
https://github.com/MamonovAnton/ginv_testing.

2. ОПИСАНИЕ СИСТЕМЫ ТЕСТИРОВАНИЯ

При разработке системы тестирования одним из первых этапов являлся переход от
хранения данных в формате XML к использованию более современного формата обмена
данными JSON. Для выполнения данного перехода был создан специальный программ-
ный скрипт. Использование формата JSON в качестве основы для хранения и обмена дан-
нымив системе обусловлено следующимипреимуществами.Формат основаннапростых
конструкциях ключ–значение, что упрощает анализ и обработку данных, в том числе
внесение изменений в файлы вручную. Файлы JSON отличаются компактностью, что оп-
тимизирует объемы при их хранении и передаче.

Данныйформатподдерживается на всех популярныхплатформахивомногих языках
программирования, обеспечивая кроссплатформенную совместимость и интеграцию
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с другими информационными системами. Также JSON обладает простотой конвертации
в другие форматы при возникновении такой необходимости.

Для оптимизациипроцесса тестирования системырешения уравненийGInv былараз-
работана специализированная автоматизированная утилита. Данная утилита устраняет
необходимость ручного ввода неизвестных переменных, уравнений и прочих сопутству-
ющих данных, требуемых для решения систем уравнений. Процесс автоматизированно-
го тестированияинициируется путемуказанияпутикфайлу, содержащему тестовые дан-
ные.

Разработанная утилита состоит из трех ключевых функциональных блоков.
• Модуль импорта данных в формате JSON. Этот модуль загружает исходные данные,
представленные в стандартизированном формате обмена данными JSON.

• Модуль построения базиса Грёбнера. Данныймодуль вычисляет базис Грёбнера для
заданного множества многочленов, используя алгоритмы компьютерной алгебры.

• Модуль вывода результатов тестирования. Этот модуль записывает результаты,
полученные в процессе работы программы, в указанное хранилище для последу-
ющего анализа и верификации.

С целью обеспечения корректной обработки множества уравнений была реализова-
на итерационная процедура, параметризированная массивом идентификаторов тестов.
Границы итераций задаются двумя числами, определяющими начальную и конечную
позиции в данном массиве. Подобный подход позволяет гибко конфигурировать вычис-
лительный процесс в соответствии со специфическими требованиями, возникающими
в ходе тестирования.

Процедура вычисления базисов Грёбнера реализована следующим образом. На на-
чальном этапе производится инициализация пустого базиса. Далее осуществляется ите-
ративное пополнение базиса многочленами в соответствии с выбранным алгоритмом
построения базисов. В ходе всего вычислительного процесса ведетсямониторинг времен-
ных затрат. Заключительнымшагомявляетсяпередачаполученныхвходе эксперимента
данных, аименновычисленного базиса Грёбнераи соответствующих значений затрачен-
ного времени, в функцию записи результатов тестирования для последующего анализа
и обработки.

При переходе к решению каждой новой задачи осуществляется отображение на
экране текущей системы математических уравнений, описывающей поставленную
задачу, а также идентификатора соответствующего тестового набора данных. Дан-
ная процедура предоставляет возможность отслеживать смену состояний системы
в процессе переключения между режимами обработки различных наборов входных
данных и решения конкретных уравнений, тем самым повышая контролируемость
и воспроизводимость вычислительного процесса.

По завершениинахождения решения для конкретной системы уравнений выводится
время, затраченное системой на вычисление базисных векторов данной системы. Ана-
лиз этого временного параметра позволяет провести оценку производительности систе-
мы и выявить области, в которых возможна оптимизация алгоритмов решения.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ТЕСТИРОВАНИЯ СИСТЕМЫ GInv

Для проведения тестирования функциональности системы был сформирован набор,
состоящий из 135 наборов входных данных в формате JSON. Внутри файлов JSON содер-
жится следующая информация: размерность системы уравнений, список многочленов,
42 © КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИНСТРУМЕНТЫ В ОБРАЗОВАНИИ. №2, 2024 г.
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список переменных. Дополнительно в опциональномпорядкеможет быть включено тек-
стовое описание соответствующей задачи. В состав тестового набора, помимо прочего,
были включены вариации широко известных задач, таких как система Роуза, модель об-
щего экономического равновесия, обобщенная задача о собственных значениях, система
Лоренца и другие.

Все файлы тестового набора были объединены в единый архив с целью обеспечения
удобства хранения и управления. Доступ к файлам, содержащимся в данном архиве, осу-
ществляется посредством специализированного программногомодуля, предназначенно-
го для чтения и вывода содержимого архивов в формате ZIP.

По завершении выполнения каждого теста осуществляется запись полученных
результатов. Следует отметить, что в случае повторного выполнения конкретного теста
вместо создания новой записи происходит обновление предыдущих результатов. Запись
результатов включает в себя следующую информацию: наименование теста, размер-
ность системы, длину базиса, найденный базис, а также длительность выполненных
вычислений в секундах. Полученные результаты можно вывести в виде отдельного
списка для всех проведенных тестов, представленного в формате массива JSON.

В процессе решения систем алгебраических уравнений приложение предоставляет
визуальный мониторинг хода вычислений. По мере обработки каждой задачи в консоль
выводится информация, идентифицирующая текущую систему, а также отображается
время, затраченное на построение базиса Грёбнера для данной системы в микросекун-
дах непосредственно после завершения вычислений (рис. 1).

Рис. 1.Мониторинг выполнения задач

Входе решения системалгебраических уравненийразработанныйпрограммныйпро-
дукт обеспечивает выводинформации, позволяющейотслеживатьпрогресс выполнения
тестовых задач. На начальном этапе отображаются порядковый номер и наименование
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текущей тестовой системы. Далее в развернутом виде представляется сама исходная си-
стема уравнений в формате массива, где через разделительные символы (запятые) пере-
числены полные уравнения, включая все коэффициенты и переменные, составляющие
данную систему. После успешного завершения процедуры построения базиса Грёбнера
для текущей системы выводятся подробные сведения о временных затратах на решение
задачи. В частности, отображается общее время выполнения (wall time), представляю-
щее собой интервал от момента инициализации процесса до его окончания. Кроме того,
предоставляются данные о времени выполнения, непосредственно связанном с исполь-
зованием ресурсов центрального процессора (CPU time), которое разделяется на пользо-
вательское время (user time), затраченное на выполнение пользовательского кода, и си-
стемное время (sys time), потраченное на обслуживание системных вызовов и операций
ядра операционной системы.

Тестирование системы осуществлялось на серверной платформе, конфигурация кото-
рой включала два 4-ядерных процессора Intel Xeon L5630. Каждый из процессоров распо-
лагал 4 вычислительными ядрами с поддержкой технологии Hyper-Threading, что позво-
ляло запускать по 2 потока обработки данных на каждом физическом ядре. Таким обра-
зом, общее количество логических ядер (потоков обработки) составляло 8. Базовая такто-
вая частота каждого ядра процессора была равна 2134 МГц.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках данного исследования была разработана и реализована система для оценки
производительности алгоритмов компьютерной алгебры при нахождении базисов Грёб-
нера. Основные результаты работы включают:

1. Создание специализированного программного инструмента для автоматизирован-
ного тестированияразличныхверсий системыGInvидругих системкомпьютерной
алгебры.

2. Разработку универсальной системы формализации тестов на основе формата JSON,
пригодной для использования в различных программных комплексах.

3. Переход от хранения данных в формате XML к более современному формату JSON,
что упростило анализ и обработку данных.

4. Реализациюмодульной архитектуры системы тестирования, включающеймодули
импорта данных, построения базиса Грёбнера и вывода результатов.

5. Проведение комплексного тестирования системы GInv на серверной платформе
с использованием разработанного инструментария.

6. Внедрение механизмов визуального мониторинга хода вычислений и детального
анализа временных затрат на решение задач.

Разработанная система тестирования позволяет эффективно оценивать произво-
дительность алгоритмов компьютерной алгебры, выявлять области для оптимизации
и обеспечивать контроль качества при разработке и модификации систем типа GInv.
Дальнейшее развитие данного инструментария может включать расширение набора
тестовых задач, интеграцию с другими системами компьютерной алгебры и разработку
более детальных метрик оценки производительности алгоритмов.
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Abstract
This work presents the development of a specialized system for evaluating the performance
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1920 (in French).
11. J. Thomas, Differential systems, New York: American Mathematical Society, 1937.
12. Yu. A. Blinkov and V. P. Gerdt,“Specialized computer algebra system GINV,” Programming and Compu-

ter Software, vol. 34, no. 2, pp. 112–123, 2008; doi:10.1134/s0361768808020096
13. V. P. Gerdt, D. Robertz, and Yu. A. Blinkov, “Strong Consistency and Thomas Decomposition of Finite

Difference Approximations to Systems of Partial Differential Equations,” in arxiv.org, 2020. [Online].
Available: https://arxiv.org/abs/2009.01731
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