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Аннотация

Работа посвящена исследованию решетки алгебр бинарных операций ранга 3 и на-
хождению надминимальных алгебр бинарных операций ранга 3. Надминимальные
алгебры могут быть разложимыми и неразложимыми. Было получено свойство опе-
раций, порождающих неразложимые надминимальные алгебры. Использование
этого свойства позволило найти все неразложимые алгебры бинарных операций
ранга 3. Для поиска разложимых алгебр использовались полученные ранее резуль-
таты по минимальным алгебрам бинарных операций ранга 3 [1]. Минимальные
алгебры были разбиты на классы и описаны в теореме 2. В работе были получены
надминимальные алгебры над каждым классом. Количество над каждым классом
представлено в табличном виде. Также все надминимальные алгебры были разбиты
на классы. Описание классов сформулировано в леммах.
Ключевые слова: операции, решетка алгебр операций, надминимальные алгебры
операций.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Данная статья посвящена исследованию решетки алгебр бинарных операций ран-
га 3. Строение решетки алгебр операций рассматривалось многими математиками, на-
пример в работе [2] были получены все 18 предполных классов решетки клонов ранга 3,
а в работе [3] установлено, что эти классы имеют конечные базисы и состоят из опера-
ций, зависящих не более чем от двух переменных. Таким образом, предполные классы
в решетке клонов будут совпадать с предполными классами решетки бинарных опера-
ций ранга 3. В работе [4] былинайденыи описанывсе 48минимальных клонов в решетке
клонов ранга 3. В работе [1] были найдены все 51 минимальные клоны в решетке бинар-
ных операций ранга 3. При этом из 51 минимальных клонов получилось 3 новых, а остав-
шиеся 48 полностью совпали с минимальными клонами из работы [4]. В данной статье
приводится метод нахождения и классификация всех надминимальных алгебр бинар-
ных операций ранга 3.
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2. ВВОДИМЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Под рангом операции понимается мощность множества A: k = |A|.
Операции f ∈ P n

A , где A = {a0, . . . , ak−1}, можно представить как отображения

f : {20, . . . ,2k−1}n 7→ {1, . . . ,2k−1},

получаемые из f при кодировке ai 7→ 2i .
При этом операцию f зададим векторной формой {α0, . . . ,αkn−1}, где αi ∈ {20, . . . ,2k−1},
αi = f (2 j1 , . . . ,2 jn ), ( j1 . . . jn) есть предствление i в системе исчисления по основанию k
n-разрядным числом.
Определим n-местную операцию проектирования по i -ому аргументу следущим обра-
зом:

en
i (a1, ...an) = ai .

Бинарная операция проектирования ранга 3 по первому аргументу в векторной форме
записывается следующим образом: e2

1 = (111222444).
Определим следующуюметаоперацию на множестве операций— суперпозицию опе-

раций f ∈ P n
A и P m

A :

( f ∗ f1, . . . , fn)(a1, . . . , am) = f ( f1(a1, . . . , am), . . . , fn(a1, . . . , am)).

Алгеброй n-местных операций над множеством A называют любое подмножество
K ⊆ P n

A , замкнутое относительно суперпозиций и содержащее все n-местные операции
проектирования.

Назовем наименьшей (тривиальной) алгеброй алгебру, содержащую только опера-
ции проектирования.

Минимальнойалгебройназовемалгебру, не содержащуюв себеподалгебр, кроменаи-
меньшей (тривиальной).

Пусть K минимальная алгебра. Тогда надминимальной алгебройU над K называется
алгебра, не содержащая в себе подалгебр, которые содержат K .

Порождающим множеством для алгебры K будем называть такое множество опера-
ций, алгебраическое замыкание которых совпадает с K .

Базисом для алгебры K будем называть минимальное порождающее множество, ал-
гебраическое замыкание которого (вместе с операциями проектирования) порождает ал-
гебру K . При этом в перечислении порождающего базиса будем опускать операции про-
ектирования, так как они всегда присутствуют в алгебре по определению [5]. Алгебру K
будем обозначать через порождающий базис следующим образом: K = [ f1, . . . , fm].

Под объединением алгебр принято понимать алгебраическое замыкание объедине-
ния элементов, входящих в эти алгебры.

Неразложимой алгеброй будем называть алгебру, которая не представима в виде объ-
единения собственных подалгебр. Из определения очевидно, что любой базис такой ал-
гебры содержит только одну операцию.

Разложимой алгеброй будем называть алгебру, которая представима в виде объеди-
нения собственных подалгебр.

Неразложимая надминимальная алгебра над минимальной K не может быть надми-
нимальной над другой минимальной алгеброй.

Разложимая надминимальная алгебра над минимальной алгеброй K содержит еще
хотя бы одну другую минимальную алгебру.
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3. НЕРАЗЛОЖИМЫЕ НАДМИНИМАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ

Лемма 1. A = {1,2,4}. Пусть K — минимальная алгебра бинарных операций над A. Тогда
неразложимые надминимальные алгебры G могут быть порождены только операциями
[g ] =G вида: (xα1α2α3 yα4α5α6z), где x = f (1,1), y = f (2,2), z = f (4,4), f ∈ K | [ f ] = K .

Доказательство.От противного. Пусть надминимальная неразложимая алгебраG распо-
лагается над минимальной алгеброй K . Предположим, что существует такая операция
g ∈ G | [g ] = G , что для любой f ∈ K | [ f ] = K не выполняется какое-либо из равенств
g (1,1) = f (1,1), g (2,2) = f (2,2), g (4,4) = f (4,4). Тогда можно построить бинарную опера-
цию с фиктивным аргументом h = g (e2,e2), такую что:

[h] ⊂ [g ], [e1,e2], [h] ⊂ [g ], h ∉ K .

Получим подалгебру [h] , K , что противоречит определению неразложимой надмини-
мальной алгебры над K . Лемма доказана.

Приведенное выше свойство операций, порождающих неразложимые надминималь-
ные алгебрынадминимальной алгеброй K , позволило наложить ограничения намноже-
ство рассматриваемых операций. Над всемиминимальнымиалгебрами былонайдено 87
надминимальных неразложимых алгебр.

4. РАЗЛОЖИМЫЕ НАДМИНИМАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ

Рассмотрим минимальную алгебру K = [ f ]. Порождающее множество для надмини-
мальной разложимой алгебры над минимальной алгеброй K состоит из f , а также из
других операций. В свою очередь, эти другие операции порождают иные минимальные
алгебры, над которыминаходится рассматриваемаянадминимальная разложимая алгеб-
ра. При нахождении разложимых надминимальных алгебр использовалось разложение
порождающего множества:

[ f1, f2, f3, . . . , fk ] = [[ f1, f2], . . . , [ f1, fk ], [ f2, f3], . . . , [ f2, fk ], . . . , [ fk−1, fk ]].

Рассмотрималгебрынадминимальной алгеброй K = [ f ]. Любаянадминимальная раз-
ложимая алгебра над K в своем разложении имеет пары [ f , f ′], где f ′ порождает другую
минимальную алгебру [ f ′] = K ′. Причем если какая-либо из пар [ f , f ′] в разложении над-
минимальной алгебры является надминимальной, то замыкание всего разложения либо
совпадёт с замыканием этой пары, либо не будет порождать надминимальную алгебру.
Если пара [ f , f ′] в разложении не является надминимальной, то и замыкание всего раз-
ложения не будет порождать надминимальную алгебру. Таким образом, для нахождения
разложимых надминимальных алгебр над K достаточно рассмотреть все возможные ал-
гебры, базис которых состоит из пар [ f , f ′]. Над всеми минимальными алгебрами было
найдено 474 надминимальных разложимых алгебр.

5. ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Для поиска надминимальных алгебр использовались компьютерные вычисления.
Были разработаны алгоритмы поиска всех неразложимых и разложимых алгебр.

74 © КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИНСТРУМЕНТЫ В ОБРАЗОВАНИИ. №4, 2021 г.



Надминимальные алгебры бинарных операций ранга 3

В первом алгоритме для генерации операций, которые могут порождать неразложи-
мые алгебры над рассматриваемой минимальной алгеброй, использовалось свойство из
леммы 1. Ниже представлен алгоритм нахождения всех неразложимых надминималь-
ных алгебр над всеми минимальными алгебрами.

Algorithm1:Нахождениенеразложимыхнадминимальных алгебр над всемими-

нимальными алгебрами
Data: A множество всех минимальных алгебр ранга 3

Result: B множество всех неразложимых надминимальных алгебр

foreachminimal_alg in A do

foreach binary_operation in minimal_alg do
potential_operations = generated_operations(binary_operation)

foreach potential_operation in potential_operations do

if IsUp(Closure(potential_operation),minimal_alg) then
B .add(Closure(potential_operation))

end

end

end

end

Для нахождения разложимых надминимальных алгебр использовалось разложение
алгебры через собственные подалгебры. Для генерации разложимых алгебр использова-
лись ранее полученные результаты из работы [1]. Ниже представлен алгоритм нахожде-
ния всех разложимых надминимальных алгебр над всеми минимальными алгебрами.

Algorithm 2: Нахождение разложимых надминимальных алгебр над всеми ми-

нимальными алгебрами
Data: A множество всех минимальных алгебр ранга 3

Result: C множество всех разложимых надминимальных алгебр

foreachminimal_alg in A do

foreach another_minimal_alg in A.discard(minimal_alg) do

if IsUp(Closure(minimal_alg, enother_minimal_alg), minimal_alg) then
C .add(Closure(minimal_alg, enother_minimal_alg))

end

end

end

Результаты, полученные с помощью компьютерных вычислений, позволили сформу-
лировать теорему 1 и леммы 2.1–2.16, 3.1–3.7.

Теорема 1. Число различных надминимальных алгебр над всеми минимальными алгеб-
рами равно 561, из них 474 разложимых и 87 неразложимых алгебр. Для каждой из 64
минимальных алгебры в таблице 1 приведено число надминимальных алгебр над ней,
где в столбцах T 1 и T 2 указано количество неразложимых и разложимых алгебр соответ-
ственно. Эти алгебры полностью описаны.
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Таблица 1. Количество надминимальных алгебр

Min alg T 1 T 2 Min alg T 1 T 2
[111111111] 3 20 [121222444] 2 16
[222222222] 3 20 [122222444] 1 9
[444444444] 3 20 [144222444] 1 9
[142142142] 0 10 [122222224] 2 9
[214214214] 0 10 [144424444] 2 9
[421421421] 0 10 [111121114] 2 9
[241241241] 0 3 [111121444] 1 9
[114114114] 6 6 [111122444] 2 16
[122122122] 6 6 [111224444] 2 16
[121121121] 6 6 [111424444] 1 9
[144144144] 6 6 [111222114] 1 9
[224224224] 6 6 [111222144] 2 16
[424424424] 6 6 [111222224] 1 9
[111422244] 0 11 [111222424] 2 16
[141222414] 0 11 [124222444] 2 10
[112221444] 0 11 [121222424] 0 15
[114222424] 0 7 [114224444] 0 15
[121222144] 0 7 [111122144] 0 15
[114122444] 0 7 [111124444] 2 10
[121224444] 0 7 [111222124] 2 10
[111122424] 0 7 [121222124] 1 16
[111224144] 0 7 [124222424] 1 16
[112222244] 0 6 [114124444] 1 16
[141422444] 0 6 [124224444] 1 16
[111221414] 0 6 [111122124] 1 16
[112222444] 1 16 [111124144] 1 16
[141222444] 1 16 [114122424] 0 10
[111221444] 1 16 [121224144] 0 10
[111422444] 1 16 [142421214] 0 8
[111222244] 1 16 [114222144] 0 16
[111222414] 1 16 [111224424] 0 16
[114222444] 2 16 [114224124] 0 16

6. КЛАССИФИКАЦИЯ МИНИМАЛЬНЫХ АЛГЕБР

Тут и далее A = {1,2,4}. Введем следующие множества унарных операций:
O1 = { fa | fa(1) = fa(2) = fa(4) = a, где a ∈ A},
O2 = { fa | fa(a) = a, fa(b) = c, fa(c) = b, где a , b, a , c, b , c, a,b,c ∈ A},
O3 = { f | f (1) = 2, f (2) = 4, f (4) = 1},
O4 = { fc,d | fc,d (a) = a, fc,d (b) = b, fc,d (c) = d , где a , b, a , c, b , c, c , d , a,b,c,d ∈ A},
O5 = { fa,b | fa,b(a) = b, fa,b(b) = b, fa,b(c) = a, где a , b, a , c, b , c, a,b,c ∈ A}.

Теорема 2.Множество минимальных алгебр бинарных операций ранга 3 разбивается на
следующие попарно непересекающиеся классы:

K1 = {[gc1 ] | c1 ∈ A},

gc1 (y, x) =


fc1 (x) для y = 1, где fc1 ∈O1,
fc1 (x) для y = 2, где fc1 ∈O1,
fc1 (x) для y = 4, где fc1 ∈O1.
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K2 = {[gc1 ] | c1 ∈ A},

gc1 (y, x) =


fc1 (x) для y = 1, где fc1 ∈O2,
fc1 (x) для y = 2, где fc1 ∈O2,
fc1 (x) для y = 4, где fc1 ∈O2.

K3 = {[g ]},

g (y, x) =


f (x) для y = 1, где fc1 ∈O3,
f (x) для y = 2, где fc1 ∈O3,
f (x) для y = 4, где fc1 ∈O3.

K4 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A,c1 , c2},

gc1,c2 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = 1, где fc1,c2 ∈O4,
fc1,c2 (x) для y = 2, где fc1,c2 ∈O4,
fc1,c2 (x) для y = 4 где fc1,c2 ∈O4.

K5 = {[ga] | a ∈ A},

ga(y, x) =
{

fa(x)дляy = a, где fa ∈O2,
e(x) для остальных y.

K6 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc3,c1 (x) для y = c1, где fc3,c1 ∈O4,
e(x) для остальных y.

K7 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c3, где fc1,c2 ∈O4,
fc3,c2 (x) для y = c1, где fc3,c2 ∈O4,
e(x) для остальных y.

K8 = {[ga] | a ∈ A},

ga(y, x) =
{

fa(x) для y = a, где fa ∈O1,
e(x) для остальных y.

K9 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc2,c1 (x) для y = c1, где fc2,c1 ∈O4,
e(x) для остальных y.

K10 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc3,c1 (x) для y = c1, где fc3,c2 ∈O4,
fc2,c3 (x) для y = c3, где fc2,c3 ∈O4.

K11 = [g ],

g (y, x) =


f1(x) для y = 1, где [ f1] ∈O2,
f2(x) для y = 2, где [ f2] ∈O2,
f4(x) для y = 4, где [ f4] ∈O2.

K12 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A,c1 , c2},

gc1,c2 (y, x) =
{

e(x) для y = c1,
fc1,c2 (x) для остальных y, где fc1,c2 ∈O4.

K13 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A,c1 , c2},

gc1,c2 (y, x) =


e(x) для y = c1,
e(x) для y = c2,
fc1,c2 (x) для остальных y, где fc1,c2 ∈O4.
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K13′ = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc3 (x) для y = c3 где fc3 ∈O1,
e(x) для y = c1.

K14 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A,c1 , c2},

gc1,c2 (y, x) =
{

fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
e(x) для остальных y.

K15 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c3, где fc1,c2 ∈O4,
fc3,c2 (x)для y = c1, где fc3,c2 ∈O4,
fc2 (x) для y = c2, где fc2 ∈O1.

K16 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc1,c3 (x) для y = c3, где fc1,c3 ∈O4,
e(x) для остальных y.

6.1. Надминимальные разложимые алгебры

Лемма 2.1. Для минимальной алгебры [ fa] ∈ K1 надминимальные разложимые алгебры
разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U1.1 = {[ fa , gb] | [gb] ∈ K1, a , b},
U1.2 = {[ fa , ga] | [ga] ∈ K2},
U1.3 = {[ fa , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K4, c1 , a},
U1.4 = {[ fa , gc1,a,c3 ] | [gc1,a,c3 ] ∈ K7},
U1.5 = {[ fa , gc1,a] | [gc1,a] ∈ K13},
U1.6 = {[ fa , gc1,a,c3 ] | [gc1,a,c3 ] ∈ K15},
U1.7 = {[ fa , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K14, c1 , a, c2 , a},
U1.8 = {[ fa , ga,c2,c3 ] | [ga,c2,c3 ] ∈ K16},
U1.9 = {[ fa , ga] | [ga] ∈ K8},
U1.10 = [ fa , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K13′ , c2 , a},
U1.11 = {[ fa , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K9, c1 , a, c2 , a}.

Лемма 2.2. Для минимальной алгебры [ fa] ∈ K2 надминимальные разложимые алгебры
разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U2.1 = {[ fa , gb] | [gb] ∈ K1},
U2.2 = {[ fa , gb] | [gb] ∈ K2, a , b} = {[ fa , g ] | g ∈ K3},
U2.3 = {[ fa , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K4, c2 , a},
U2.4 = {[ fa , ga] | [ga] ∈ K5},
U2.5 = {[ fa , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K13, c1 , a, c2 , a},
U2.6 = {[ fa , ga,c2 ] | [ga,c2 ] ∈ K12},
U2.7 = {[ fa , ga,c2,c3 ] | [ga,c2,c3 ] ∈ K16},
U2.8 = {[ fa , ga] | [ga] ∈ K8}.

Лемма 2.3. Для минимальной алгебры [ f ] ∈ K3 надминимальные разложимые алгебры
разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U3.1 = {[ f , ga] | [ga] ∈ K1},
U3.2 = {[ f , ga] | [ga] ∈ K2},
U3.3 = {[ f , g ] | [g ] ∈ K11}.

78 © КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИНСТРУМЕНТЫ В ОБРАЗОВАНИИ. №4, 2021 г.



Надминимальные алгебры бинарных операций ранга 3

Лемма 2.4.Для минимальной алгебры [ fc1,c2 ] ∈ K4 надминимальные разложимые алгеб-
ры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U4.1 = {[ fc1,c2 , gc3 ] | [gc3 ] ∈ K1, c3 , c1},
U4.2 = {[ fc1,c2 , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K4, c3 , c2},
U4.3 = {[ fc1,c2 , gc2,c1 ] | [gc2,c1 ] ∈ K4},
U4.4 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | gc1,c2 ] ∈ K13},
U4.5 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | gc1,c2 ] ∈ K12}.

Лемма 2.5. Для минимальной алгебры [ fc1 ] ∈ K5 надминимальные разложимые алгебры
разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U5.1 = {[ fc1 , gc2 ] | [gc2 ] ∈ K1, c1 , c2},
U5.2 = {[ fc1 , gc1 ] | [gc1 ] ∈ K2},
U5.3 = {[ fc1 , gc2,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K4, c2 , c1, c3 , c1},
U5.4 = {[ fc1 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K4},
U5.5 = {[ fc1 , gc2,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K13, c2 , c1, c3 , c1},
U5.6 = {[ fc1 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K12},
U5.7 = {[ fc1 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K16},
U5.8 = {[ fc1 , gc1 ] | [gc1 ] ∈ K8},
U5.9 = {[ fc1 , gc2,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K9, c2 , c1, c3 , c1}.

Лемма 2.6. Для минимальной алгебры fc1,c2,c3 ∈ K6 ннадминимальные разложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U6.1 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K4},
U6.2 = {[ fc1,c2,c3 , gc3,c1 ] | [gc3,c1 ] ∈ K4},
U6.3 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K14},
U6.4 = {[ fc1,c2,c3 , gc3,c1 ] | [gc3,c1 ] ∈ K14},
U6.5 = {[ fc1,c2,c3 , gc3,c1,c2 ] | [gc3,c1,c2 ] ∈ K13′},
U6.6 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K10},
U6.7 = {[ fc1,c2,c3 , gc2,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K9}.

Лемма 2.7. Для минимальной алгебры fc1,c2,c3 ∈ K7 надминимальные разложимые алгеб-
ры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U7.1 = {[ fc1,c2,c3 , gc2 ] | [gc2 ] ∈ K1},
U7.2 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K13},
U7.3 = {[ fc1,c2,c3 , gc3,c2 ] | [gc3,c2 ] ∈ K13},
U7.4 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K15},
U7.5 = {[ fc1,c2,c3 , gc2,c1,c3 ] | [gc2,c1,c3 ] ∈ K16},
U7.6 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K9}.

Лемма 2.8. Для минимальной алгебры fa ∈ K8 надминимальные разложимые алгебры
разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U8.1 = {[ fa , ga] | [ga] ∈ K1},
U8.2 = {[ fa , ga] | [ga] ∈ K2} U8.3 = {[ fa , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K4, c1 , a},
U8.4 = {[ fa , ga] | [ga] ∈ K5},
U8.5 = {[ fa , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K13, c1 , a,c2 , a},
U8.6 = {[ fa , gc1,a] | [gc1,a] ∈ K14},
U8.5 = {[ fa , gc1,a,c2 ] | [gc1,a,c2 ] ∈ K15},
U8.6 = {[ fa , gc1,c2,a] | [gc1,c2,a] ∈ K13′},
U8.6 = {[ fa , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K9, c1 , a, c2 , a}.
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Лемма 2.9. Для минимальной алгебры fc1,c2 ∈ K9 надминимальные разложимые алгебры
разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U9.1 = {[ fc1,c2 , gc3 ] | [gc3 ] ∈ K1, c3 , c1, c3 , c2},
U9.2 = {[ fc1,c2 , gc3 ] | [gc3 ] ∈ K5, c3 , c1, c3 , c2},
U9.3 = {[ fc1,c2 , gc3,c1,c2 ] | [gc3,c1,c2 ] ∈ K6},
U9.4 = {[ fc1,c2 , gc3,c2,c1 ] | [gc3,c1,c2 ] ∈ K6},
U9.5 = {[ fc1,c2 , gc1,c3,c2 ] | [gc1,c3,c2 ] ∈ K7},
U9.6 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K13},
U9.7 = {[ fc1,c2 , gc2,c1 ] | [gc2,c1 ] ∈ K13},
U9.8 = {[ fc1,c2 , gc3,c4 ] | [gc3,c4 ] ∈ K14},
U9.9 = {[ fc1,c2 , gc3 ] | [gc3 ] ∈ K8, c3 , c1, c3 , c2},
U9.10 = {[ fc1,c2 , gc3,c1,c2 ] | [gc3,c1,c2 ] ∈ K16},
U9.11 = {[ fc1,c2 , gc3,c2 ] | [gc3,c2 ] ∈ K9, c3 , c1} = {[ fc1,c2 , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K9, c3 , c1}.

Лемма 2.10. Для минимальной алгебры fc1,c2,c3 ∈ K10 надминимальные разложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U10.1 = {[ fc1,c2,3 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K4},
U10.2 = {[ fc1,c2,3 , gc2,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K4},
U10.3 = {[ fc1,c2,3 , gc3,c1 ] | [gc3,c1 ] ∈ K4},
U10.4 = {[ fc1,c2,3 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K6},
U10.5 = {[ fc1,c2,3 , gc3,c1,c2 ] | [gc3,c1,c2 ] ∈ K6},
U10.6 = {[ fc1,c2,3 , gc2,c3,c1 ] | [gc2,c3,c1 ] ∈ K6},
U10.7 = {[ fc1,c2,3 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K14},
U10.8 = {[ fc1,c2,3 , gc2,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K14},
U10.9 = {[ fc1,c2,3 , gc3,c1 ] | [gc3,c1 ] ∈ K14},
U10.10 = {[ fc1,c2,3 , gc1,c3,c2 ] | [gc1,c3,c2 ] ∈ K10}.

Лемма 2.11. Для минимальной алгебры [ f ] ∈ K11 надминимальные разложимые алгебры
разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U11.1 = {[ f , ga] | [ga] ∈ K1} = {[ f , ga] | [ga] ∈ K2},
U11.2 = {[ f , g ] | [g ] ∈ K3},
U11.3 = {[ f , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K15} = {[ f , gc2 ] | [gc2 ] ∈ K8} = {[ f , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K7} =

= {[ f , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K9} = {[ f , gc2 ] | [gc2 ] ∈ K5} = {[ f , gc2,c1,c3 ] | [gc2,c1,c3 ] ∈ K16},
U11.4 = {[ f , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K10} = {[ f , gc1,c3,c2 ] | [gc1,c3,c2 ] ∈ K10}.

Лемма 2.12. Для минимальной алгебры [ fc1,c2 ] ∈ K12 надминимальные разложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U12.1 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K4},
U12.2 = {[ fc1,c2 , gc2,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K4, c3 , c1, c3 , c2},
U12.3 = {[ fc1,c2 , gc3,c2 ] | [gc3,c2 ] ∈ K4, c3 , c1, c3 , c2},
U12.4 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K13},
U12.5 = {[ fc1,c2 , gc3,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K14},
U12.6 = {[ fc1,c2 , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K12, c3 , c1, c3 , c2},
U12.7 = {[ fc1,c2 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K15, c3 , c1, c3 , c2},
U12.8 = {[ fc1,c2 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K16, c3 , c1, c3 , c2},
U12.9 = {[ fc1,c2 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K13′ , c3 , c1, c3 , c2}.

Лемма 2.13. Для минимальной алгебры [ fc1,c2 ] ∈ K13 надминимальные разложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U13.1 = {[ fc1,c2 , gc1 ] | [gc1 ] ∈ K1},
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U13.2 = {[ fc1,c2 , gc2 ] | [gc2 ] ∈ K1},
U13.3 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K4},
U13.4 = {[ fc1,c2 , gc2,c1 ] | [gc2,c1 ] ∈ K4},
U13.5 = {[ fc1,c2 , gc3,c2 ] | [gc3,c2 ] ∈ K4, c3 , c1, c3 , c2},
U13.6 = {[ fc1,c2 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K7, c3 , c1, c3 , c2},
U13.7 = {[ fc1,c2 , gc2,c1 ] | [gc2,c1 ] ∈ K13},
U13.8 = {[ fc1,c2 , gc2,c1 ] | [gc2,c1 ] ∈ K14},
U13.9 = {[ fc1,c2 , gc1,c3 ] | [gc2,c1 ] ∈ K14, c3 , c1, c3 , c2},
U13.10 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | [gc2,c1 ] ∈ K12},
U13.11 = {[ fc1,c2 , gc3,c2 ] | [gc2,c1 ] ∈ K12, c3 , c1, c3 , c2},
U13.12 = {[ fc1,c2 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K15, c3 , c1, c3 , c2},
U13.13 = {[ fc1,c2 , gc3 ] | [gc3 ] ∈ K8, c3 , c1, c3 , c2},
U13.14 = {[ fc1,c2 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K13′},
U13.15 = {[ fc1,c2 , gc2,c1,c3 ] | [gc2,c1,c3 ] ∈ K13′},
U13.16 = {[ fc1,c2 , gc3,c2,c1 ] | [gc3,c2,c1 ] ∈ K13′}.

Лемма 2.13’.Дляминимальной алгебры [ fc1,c2,c3 ] ∈ K13′ надминимальные разложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U13′.1 = {[ fc1,c2,c3 , gc1 ] | [gc1 ] ∈ K1},
U13′.2 = {[ fc1,c2,c3 , gc3 ] | [gc3 ] ∈ K1},
U13′.3 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc2,c3 ] ∈ K4},
U13′.4 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K4},
U13′.5 = {[ fc1,c2,c3 , gc2,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K4},
U13′.6 = {[gc1,c2,c3 , gc2,c3,c1 ] | [gc2,c3 ] ∈ K6},
U13′.7 = {[gc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc2,c3,c1 ] ∈ K13},
U13′.8 = {[gc1,c2,c3 , gc2,c1 ] | [gc2,c3,c1 ] ∈ K13},
U13′.9 = {[gc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc2,c3,c1 ] ∈ K14},
U13′.10 = {[gc1,c2,c3 , gc1,c3 ] | [gc2,c3,c1 ] ∈ K14},
U13′.11 = {[gc1,c2,c3 , gc2,c3 ] | [gc2,c3,c1 ] ∈ K14},
U13′.12 = {[gc1,c2,c3 , gc1,c3,c2 ] |[gc2,c3 ] ∈ K15},
U13′.13 = {[gc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K12},
U13′.14 = {[gc1,c2,c3 , gc1 ] | [gc3 ] ∈ K8},
U13′.15 = {[gc1,c2,c3 , gc1,c2,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K16},
U13′.16 = {[gc1,c2,c3 , gc3,c2,c1 ] | [gc3,c2,c1 ],∈ K13′}.

Лемма 2.14. Для минимальной алгебры [ fc1,c2 ] ∈ K14 надминимальные разложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U14.1 = {[ fc1,c2 , gc3 ] | [gc1 ] ∈ K1, c3 , c1, c3 , c2},
U14.2 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K4},
U14.3 = {[ fc1,c2 , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K4, c3 , c1, c3 , c2},
U14.4 = {[ fc1,c2 , gc2,c3 ] | [gc2,c3 ] ∈ K4, c3 , c1, c3 , c2},
U14.5 = {[ fc1,c2 , gc3,c1 ] | [gc3,c1 ] ∈ K4, c3 , c1, c3 , c2},
U14.6 = {[ fc1,c2 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K6},
U14.7 = {[ fc1,c2 , gc2,c3,c1 ] | [gc2,c3,c1 ] ∈ K6},
U14.8 = {[ fc1,c2 , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K13, c3 , c1, c3 , c2},
U14.9 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | [gc1,c3 ] ∈ K12,c3 , c1,c3 , c2},
U14.10 = {[ fc1,c2 , gc2 ] | [gc2 ] ∈ K8},
U14.11 = {[ fc1,c2 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K16},
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U14.12 = {[ fc1,c2 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K13′},
U14.13 = {[ fc1,c2 , gc3,c1,c2 ] | [gc3,c1,c2 ] ∈ K13′},
U14.14 = {[ fc1,c2 , gc1,c3,c2 ] | [gc1,c3,c2 ] ∈ K13′},
U14.15 = {[ fc1,c2 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K10},
U14.16 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K9}.

Лемма 2.15. Для минимальной алгебры [ fc1,c2,c3 ] ∈ K15 надминимальные разложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U15.1 = {[ fc1,c2,c3 , gc2 ] | [gc2 ] ∈ K1},
U15.2 = {[ fc1,c2,c3 , gc4,c2 ] | [gc4,c2 ] ∈ K4},
U15.3 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K7},
U15.4 = {[ fc1,c2,c3 , gc4,c2 ] | [gc4,c2 ] ∈ K13},
U15.5 = {[ fc1,c2,c3 , gc4,c2 ] | [gc4,c2 ] ∈ K12},
U15.6 = {[ fc1,c2,c3 , gc2 ] | [gc2 ] ∈ K8}.

Лемма 2.16. Для минимальной алгебры [ fc1,c2,c3 ] ∈ K16 надминимальные разложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

U16.1 = {[ fc1,c2,c3 , gc1 ] | [gc1 ] ∈ K1},
U16.2 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K4},
U16.3 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K4},
U16.4 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K12},
U16.5 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K12},
U16.6 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K14},
U16.7 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K14},
U16.8 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2,c3 ] | [gc1,c2,c3 ] ∈ K13′},
U16.9 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c3,c2 ] | [gc1,c3,c2 ] ∈ K13′},
U16.10 = {[ fc1,c2,c3 , gc1,c2 ] | [gc1,c32] ∈ K9}.

6.2. Надминимальные неразложимые алгебры

Лемма 3.1. Для минимальной алгебры [ fc1 ] ∈ K1 надминимальные неразложимые алгеб-
ры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

N1.1 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A,c1 , c2},

gc1,c2 (y, x) =
{

fc2,c1 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc1 (x) для остальных y, где fc1 ∈O1.

N1.2 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc2,c1 (x) для y = c2, где fc2,c1 ∈O4,
fc3,c1 (x) для y = c3, где fc3,c1 ∈O4,
fc1 (x) для y = c1, где fc1 ∈O1.

Лемма 3.2. Для минимальной алгебры [ fc1,c2 ] ∈ K4 надминимальные неразложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

N4.1 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A,c1 , c2},

gc1,c2 (y, x) =


fc2 (x) для y = c1, где fc2 ∈O1

fc2 (x) для y = c2, где fc2 ∈O1

fc1,c2 (x) для остальных y, где fc1,c2 ∈O4
N4.2 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c1, где fc1,c2 ∈O4

fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4

fc3 (x) для y = c3, где fc3 ∈O1
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N4.3 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A,c1 , c2},

gc1,c2 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c1, где fc1,c2 ∈O4,
fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc2,c1 (x) для остальных y где fc2,c1 ∈O4.

N4.4 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A,c1 , c2},

gc1,c2 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c1, где fc1,c2 ∈O4,
fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
e(x) для остальных y.

N4.5 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c1, где fc1,c2 ∈O4,
fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc1,c3 (x) для y = c3, где fc1,c3 ∈O4.

N4.6 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A,c1 , c2},

gc1,c2 (y, x) =
{

fc2 (x) для y = c1, где fc2 ∈O1,
fc1,c2 (x) для остальных y, где fc1,c2 ∈O4.

Лемма 3.3. Для минимальной алгебры [ fc1,c2 ] ∈ K13 надминимальные неразложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

N13.1 = {[gc1,c2 ] | c1,c2 ∈ A, c1 , c2},

gc1,c2 (y, x) =
{

fc2,c1 (x) для y = c1, где fc2,c1 ∈O4,
fc1,c2 (x) для остальных y, где fc1,c2 ∈O4.

Лемма 3.4. Для минимальной алгебры [ fc1,c2,c3 ] ∈ K13′ надминимальные неразложимые
алгебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

N13′.1 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A, ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc3 (x) для y = c3, где fc3 ∈O1,
fc3,c2 для y = c1, где fc3,c2 ∈O4.

Лемма 3.5. Для минимальной алгебры [ fc1,c2 ] ∈ K14 надминимальные неразложимые ал-
гебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

N14.1 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A, ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc1,c3 (x) для y = c3, где fc3 ∈O4,
fc3,c1 (x) для y = c1, где fc3,c2 ∈O4.

N14.2 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O4,
fc2,c3 (x) для y = c3, где fc2,c3 ∈O4,
e(x) для y = c1.

Лемма 3.6. Для минимальной алгебры [ fc1,c2,c3 ] ∈ K15 надминимальные неразложимые
алгебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:

N15.1 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c3, где fc1,c2 ∈O4,
fc2 (x) для y = c2, где fc2 ∈O1,
e(x) для y = c1.

Лемма 3.7. Для минимальной алгебры [ fc1,c2,c3 ] ∈ K16 надминимальные неразло-
жимые алгебры разбиваются на следующие попарно непересекающиеся классы:
N16.1 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },
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gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c3, где [ fc1,c2 ] ∈ K4,
fc1,c3 (x) для y = c2, где [ fc1,c2 ] ∈ K4,
e(x) для y = c1.

N16.2 = {[gc1,c2,c3 ] | c1,c2,c3 ∈ A,ci , c j },

gc1,c2,c3 (y, x) =


fc1,c2 (x) для y = c2, где fc1,c2 ∈O5,
fc1,c3 (x) для y = c3, где fc1,c2 ∈O5,
e(x) для y = c1.

7. ПРИМЕР НАДМИНИМАЛЬНЫХ АЛГЕБР

Продемонстируем применения выше сформулированных утверждений для вычисле-
ния множества надминимальных алгебр над конкретной минимальной алгеброй. В ка-
честве примера найдем все надминимальные алгебры для алгебры [g1,2] ∈ K4. Для этого
нам потребуется найти унарные операции из множества O4. Затем, используя теорему 2,
найдем операцию g1,2, после чего, используя леммы 2.4 и 3.4, найдем классы U4.1 −U4.6,
N4.1 −N4.6.

В качестве иллюстрации найдем все унарные операции из множества O4, которое за-
дано следующим образом:

O4 = { fc,d | fc,d (a) = a, fc,d (b) = b, fc,d (c) = d ,где a , b, a , c,b , c,c , d a,b,c,d ∈ A}.

Составим таблицу параметров a,b,c,d , входящих в определение O4 (см. таблицу 2).

Таблица 2. Операции из O4

a b c d fc,d

1 2 4 1 (121)
1 2 4 2 (122)
1 4 2 1 (114)
1 4 2 4 (144)
2 1 4 1 (121)
2 1 4 2 (122)
2 4 1 2 (224)
2 4 1 4 (424)
4 1 2 1 (114)
4 1 2 4 (144)
4 2 1 2 (224)
4 2 1 4 (424)

Таким образом, получим 6 унарных операций: (121), (122), (114), (144), (224), (424). Ис-
пользуя полученные унарные операции из O4 и определение из теоремы 2, получим би-
нарные операции, порождающие алгебры из K4 (см. таблицу 3).

Таблица 3. Операции, порождающие алгебры из K4

c1 c2 gc1,c2

1 2 (224224224)
1 4 (424424424)
2 1 (114114114)
2 4 (144144144)
4 1 (121121121)
4 2 (122122122)
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В качестве примера использования теоремы распишем получение бинарной опера-
ции g1,2 ∈ K4 (из первой строчки таблицы 3):

g1,2(y, x) =


f1,2(x) для y = 1, где f1,2 ∈O4,
f1,2(x) для y = 2, где f1,2 ∈O4,
f1,2(x) для y = 4 где f1,2 ∈O4.

Результаты вычислений представлены в таблице 4.

Таблица 4. Получение операции g1,2

y x f (x) g (y, x)
1 1 f1,2(1) = 2 g1,2(1,1) = f1,2(1) = 2
1 2 f1,2(2) = 2 g1,2(1,2) = f1,2(2) = 2
1 4 f1,2(4) = 4 g1,2(1,4) = f1,2(4) = 4
2 1 f1,2(1) = 2 g1,2(2,1) = f1,2(1) = 2
2 2 f1,2(2) = 2 g1,2(2,2) = f1,2(2) = 2
2 4 f1,2(4) = 4 g1,2(2,4) = f1,2(4) = 4
4 1 f1,2(1) = 2 g1,2(4,1) = f1,2(1) = 2
4 2 f1,2(2) = 2 g1,2(4,2) = f1,2(2) = 2
4 4 f1,2(4) = 4 g1,2(4,4) = f1,2(4) = 4

Найдем все разложимые надминимальные алгебры над f1,2 = (224224224), используя
лемму 2.4:

U4.1 = {[ fc1,c2 , gc3 ] | [gc3 ] ∈ K1, c3 , c1},
U4.1 = {[ f1,2, gc3 ] | [gc3 ] ∈ K1, c3 , 1}.
Cоставим таблицу параметров для нахождения gc3 (см. таблицу 5).

Таблица 5. Параметры для нахождения gc3

c1 c2 c3 gc3

1 2 2 (222222222)
1 2 4 (444444444)

Таким образом, в класс U4.1 входят две алгебры:
[ f1,2, g2] = [(224224224), (222222222)],
[ f1,2, g4] = [(224224224), (444444444)].

Остальные алгебры получаются аналогичным образом:
U4.2 = {[ fc1,c2 , gc1,c3 ] | [gc1,c3 ] ∈ K4, c3 , c2},
U4.2 = {[ f1,2, g1,4] | [g1,4] ∈ K4} = [(224224224), (424424424)],
U4.3 = {[ fc1,c2 , gc2,c1 ] | [gc2,c1 ] ∈ K4},
U4.3 = {[ f1,2, g2,1] | [g2,1] ∈ K4} = [(224224224), (114114114)],
U4.4 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K13},
U4.4 = {[ f1,2, g1,2] | [g1,2] ∈ K13} = [(224224224), (124124224)],
U4.5 = {[ fc1,c2 , gc1,c2 ] | [gc1,c2 ] ∈ K12},
U4.5 = {[ f1,2, g1,2] | [g1,2] ∈ K12} = [(224224224), (124224224)].

Найдем все неразложимые надминимальные алгебры для f1,2 ∈ K4 используя лемму 3.2.
N4.1 = {[g1,2] | c1,c2 ∈ A,c1 , c2} = [(222222224)], так как:

g1,2(y, x) =


f2(x) для y = 1, где f2 ∈O1 f2 = (222),
f2(x) для y = 2, где f2 ∈O1 f2 = (222),
f1,2(x) для остальных y, где f1,2 ∈O4 f1,2 = (224).
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Отсюда g1,2 = (222222224).

Остальные алгебры получаются аналогичным образом:
N4.2 = {[g1,2,4]} = [(224224444)],
N4.3 = {[g1,2]} = [(224224114)],
N4.4 = {[g1,2]} = [(224224124)],
N4.5 = {[g1,2,4]} = [(224224424)],
N4.6 = {[g1,2]} = [(222224224)].

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для решения поставленной задачи надминимальные алгебры бинарных операций
ранга 3 были разбиты на два множества: разложимые и неразложимые. Для поиска
неразложимых алгебр была сформулирована лемма 1 о свойстве операций, порожда-
ющих неразложимые надминимальные алгебры. Используя данное свойство, удалось
найти 87 неразложимых алгебр над всеми минимальными алгебрами. Для поиска
разложимых надминимальных алгебр использовались ранее полученные результа-
ты о минимальных алгебрах из работы [1]. Всего было получено 474 разложимых
надминимальных алгебр над всеми минимальными алгебрами. Также была сделана
классификация минимальных и надминимальных алгебр, представленная в виде
теоремы 2 и лемм.
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