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Аннотация
С древности алгоритмы неразрывно связаны с математикой. Однако самостоятельное
развитие теория алгоритмов получила лишь в первой половине ХХ века. Начальный
период был связан с открытием как неразрешимых, так и очень трудных проблем.
Например, в 1927 году Габриэль Судан опубликовал первый пример вычислимой
функции, которая доказуемо не служит примитивно рекурсивной. Практическое зна-
чение асимптотических оценок вычислительной сложности стало очевидным лишь
во второй половине ХХ века. Мы рассматриваем некоторые хорошо известные за-
дачи принятия решений, которые можно решить за квазиполиномиальное время,
то есть задачи, предположительно принадлежащие к промежуточному классу меж-
ду полиномиальным и экспоненциальным временем. Коллекция включает в себя
проверку изоморфности, вычисление исхода игры на чётность и (обоснованную
в предположении справедливости обобщенной гипотезы Римана) факторизацию
многочленов от одной переменной над конечными полями. Также представлены
некоторые технические результаты, которые могут быть использованы для создания
новых алгоритмов квазиполиномиального времени.
Ключевые слова: квазиполиномиальное время, вычислительная сложность, исто-
рия.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Начиная с глубокой древности, алгоритмы неразрывно связаны с математикой. Од-
нако свободное развитие теория алгоритмов получила лишь в первой половине XX ве-
ка. Начальный период самостоятельности был связан с исследованиями алгоритмиче-
ски неразрешимых или очень трудных задач. В 1927 году Габриэль Судан (Gabriel Sudan,
1899–1977) опубликовал первый пример вычислимой функции, для которой было доказа-
но, что она не является примитивно рекурсивной [1, 2]. В 1928 году Вильгельм Аккерман
(Wilhelm Friedrich Ackermann, 1896–1962) опубликовал статью [3] с описанием другой та-
кой функции.
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Практическая значимость асимптотических оценок вычислительной сложности ста-
ла очевидной в 1950-е годы на фоне развития вычислительной техники. Но определение
класса задач, вычислимых за полиномиальное время, лишь в 1964 году дал Алан Коб-
хам (Alan Cobham) [4]. Его поддержал Джек Эдмондс (Jack Edmonds) [5]. Другим важным
результатом стала теорема Кука–Левина о существовании N P -полных задач [6, 7]. Из-
вестные детерминированные алгоритмы для решения N P -полных задач в естественной
постановке, включая задачу распознавания выполнимости 3КНФ, работают экспоненци-
альное время (в худшем случае). Легко сформулировать N P -полную задачу, разрешимую
за время O(2

p
n). Но неизвестно, существует ли N P -полная задача, разрешимая за ква-

зиполиномиальное время, например, за время O(nlog2 n). Это создаёт ложное ощущение
пустоты между классами задач, разрешимых за полиномиальное и экспоненциальное
время, хотя проблема сокращения перебора обсуждается. В частности, статья С. В. Соло-
вьева [8] рассказывает об истории одного из семинаров в ЛЭТИ, посвящённых этой теме.
Мыдадимпримерыалгоритмов, имеющихпромежуточнуювычислительнуюсложность.
При этом рассмотрены асимптотические оценки сложности алгоритмов. Иногда поиск
оптимального алгоритма служит трудной задачей [9].

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Обозначим через ω = {0,1,2, . . . } множество натуральных чисел, начиная с нуля. Обо-
значим через n длину входа. Если не оговорено иное, числа отождествляются с их двоич-
ными записями. Если входом служит число x ∈ω, то его длина n = ⌈log2(x +1)⌉. Здесь ⌈·⌉
обозначает округление до большего целого. Легко создать алгоритм, выходом которого
служит достаточно большое число, зависящее от длины входа, а время работы асимпто-
тически растёт как n⌈log2(n+1)⌉+O(1) и не может быть маленьким из-за большой длины
выхода. Более интересны задачи, для которых результатом служит один бит. Можно счи-
тать, что вычислительное устройство не записывает выход, но приходит в одно из двух
состояний остановки, принимая или отвергая вход.

Класс множеств, распознаваемых за квазиполиномиальное время, содержит все мно-
жества, разрешимые за время O(nlogk

2 n) для k > 0. Начнём с лёгких методов создания та-
ких алгоритмов.

Во-первых, если множество допускается алгоритмом, использующим память
O(log2

2 n), то время работы этого алгоритма ограничено сверху O(nc log2 n), где через c
обозначена некоторая константа. Это ограничение памяти относится к промежуточным
вычислениям; вход не меняется. Такие алгоритмы интересны для реализации на мно-
гопроцессорных вычислительных устройствах (суперкомпьютерах), когда ограничена
память, доступная одному процессору.

Во-вторых, если некоторое множество чисел L ⊂ω допускается алгоритмом за время
O(2n), то множество упорядоченных пар чисел{

〈x, y〉 ∈ω×ω
∣∣∣x ∈ L, log2 log2 y =

⌈
log2(x +1)

log2 log2(x +1)

⌉}

распознаётся за время O(nc log2 n), где через c обозначена константа и через n обозначена
сумма длин двоичных записей чисел x и y .

В-третьих, часто в задачах аппроксимации за квазиполиномиальное время можно
улучшить качество аппроксимации по сравнению с полиномиальным временем.
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В комбинаторных задачах размером входа n обычно служит мощность основно-
го множества, например, порядок группы, число вершин в графе, порядок конечной
плоскости.

Проективная плоскость порядка n содержит n2+n+1 точеки столькожепрямых. Каж-
даяпрямаяинцидентнаровноn+1 точкам, каждая точкаинцидентнаровноn+1прямым.
При этом через любые две точки проходит единственная прямая, любые две прямые пе-
ресекаются в одной точке, существуютчетыре точки, парыкоторых соответствуютшести
различным прямым. Проективная плоскость порядка два — это плоскость Фано. Аффин-
ная плоскость получается удалением из проективной плоскости одной прямой «на бес-
конечности» и всех её точек. Аффинная плоскость порядка n содержит n2 точек и n(n+1)
прямых. Подробное описание конечных плоскостей можно найти в работах [10, 11]. Ко-
нечные плоскости применяются для создания кодов, исправляющих ошибки. Система
Штейнера S(t ,k,n) — это n-элементное множество вместе с набором его k-элементных
подмножеств, называемых блоками, для которых каждое t -элементное подмножество со-
держится ровно в одном блоке. Система S(2,3,n) называется системой троек Штейнера.
Конечная проективная плоскость порядка q с прямыми в качестве блоков служит систе-
мой Штейнера S(2, q +1, q2 +q +1). Конечная аффинная плоскость порядка q с прямыми
в качестве блоков служит системой Штейнера S(2, q, q2).

3. ПРИМЕРЫ ЗАДАЧ

Ниже перечислены некоторые задачи, разрешимые за квазиполиномиальное время,
для которых не был найден алгоритм полиномиального времени.

3.1. Проверка изоморфности

Поскольку конечная группа порядка n порождается множеством из самое большее
log2 n элементов, а изоморфизм достаточно задать на порождающих, проверка изоморф-
ности двух групп, заданных таблицами умножения, выполнима за время O∗(nlog2 n), где
символ O∗ означает, что опущен полиномиальный множитель O(nc ). Вероятно, это бы-
ло независимо отмечено несколькими авторами. Более того, согласно пионерской рабо-
те Ричарда Липтона и соавторов [12], изоморфность конечных групп проверяется при
ограничениина памятьO(log2

2 n). Результат улучшен лишь в частных случаях. Для конеч-
ных разрешимых групп, заданных таблицами умножения, оценка времени улучшена, но
остаётся квазиполиномиальной [13]. Для конечных групп без нормальных абелевых под-
групп изоморфность проверяется за полиномиальное время [14]. Для конечных абелевых
групп изоморфность проверяется за линейное время [15].

В 1978 году Гэри Миллер (Gary L. Miller) предложил несколько алгоритмов квазипо-
линомиального времени O∗(nlog2 n) для проверки изоморфности конечных квазигрупп,
изотопиилатинскихквадратов, изоморфности системтроекШтейнера, а такжедляреше-
ния других близких задач [16]. Там же дан алгоритм проверки изоморфности конечных
аффинныхплоскостейпорядка n за необычномалое времяO∗(nlog2 log2 n). И такаяже оцен-
ка справедлива для проверки изоморфности конечных проективных плоскостей [16].

В 1997 году Сергей Алексеевич Евдокимов и Илья Николаевич Пономаренко предло-
жили алгоритм для следующей задачи [17]. Даны два конечных множества A и B по n
точек в d -мерном пространстве Rd . Определить, существует ли изометрия пространства,
при которой образом множества A служит множество B . Время работы предложен-
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ного алгоритма полиномиальное при d = O( 4
√

log2 n) и квазиполиномиальное при
d =O(logk

2 n).
В 2013 в двух докладах разных авторов предложен алгоритм квазиполиномиального

времени O∗(nc log2 n) для проверки изоморфности систем Штейнера (а не только систем
троек Штейнера) [18, 19].

3.2. Выигрышные стратегии

Рассмотрим ориентированный граф с n вершинами, одна из которых выделена, при-
чём из каждой вершины выходит хотя бы одна дуга. Каждой вершине графа приписано
натуральное число от 1 до m, называемое его весом, где максимальная величина m É n —
ещё один параметр. Два игрока до начала игры выбирают себе чётность (например пер-
вый—нечётный, второй—чётный) и фиксируют стратегии перехода из текущей верши-
ны в следующую по дугам графа. Эти стратегии неадаптивные, то есть очередной ход не
зависит от предыдущих ходов. Игра начинается в выделенной вершине графа и продол-
жается бесконечно долго. Поскольку из каждой вершины выходит какая-то дуга, любой
путьможно продолжить. Игроки по очереди делают ход в соответствии со своими страте-
гиями. Если верхний предел limsup весов вершин графа, последовательно посещаемых
в ходе игры, нечётный, то выигрывает первый игрок, если чётный — выигрывает вто-
рой игрок. Поскольку вес вершины ограничен, то верхний предел существует при любых
стратегиях игроков. Следовательно, один из игроков выиграет.

Хотя рассматриваемая игра продолжается бесконечно, но стратегия каждого игрока
не меняется и имеет конечное описание. Исход этой игры можно предсказать за время
O∗(nc log2 m), где c —некоторая константа [20–22]. При ограничении m É n это время квази-
полиномиальноеO∗(nc log2 n). Ещё в 1998 году былопоказано, что эта задача принадлежит
классу U P ∩ coU P ⊆ N P ∩ coN P , следовательно, не считается N P -трудной [23].

3.3. Факторизация многочленов над конечным полем

В 1994 году Сергей Алексеевич Евдокимов [24] предложил алгоритм разложения на
неприводимыемножителимногочленов от однойпеременнойнад явно заданнымконеч-
ным полем из q = pm элементов в предположении справедливости обобщённой гипоте-
зы Римана. В этом случае роль обобщённой гипотезы Римана состоит в обеспечении воз-
можности для извлечения корня над конечным полем за полиномиальное время. Время
работы алгоритмаO((nlog2 nm log2 p)c ) для некоторой константы c . По сравнению с извест-
ным алгоритмом Берлекампа [25, 26], время работы которого O((nmp)C ) для некоторой
константыC , новый алгоритм эффективнее в случае больших значений характеристики
поля p .

3.4. Простые числа

В 1983 году был предложен алгоритм для проверки простоты натуральных чисел за
квазиполиномиальное время O(nc loglogn), где c —некоторая константа [27]. Однако позд-
нее для этой задачи был предложен алгоритм полиномиального времени [28].

Возможно, новые алгоритмы квазиполиномиального времени будут возникать при
использовании простых чисел, с которыми связаны асимптотические оценки, содержа-
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щие повторный логарифм. Сумма обратных для простых чисел∑
pÉx

1

p
= lnln x +B +O

(
1

ln x

)
,

где при суммировании все p —простые числа, через B = 0.26149. . . обозначена некоторая
константа [29]. Среднее на сегменте [1, N ] значение числа простых делителей натураль-
ного числа равно

lnln N +B +O

(
1

ln x

)
,

где B = 0.26149. . . — та же константа, что в предыдущем равенстве [29].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что существует много задач с естественной формулировкой, для которых
известен разрешающий алгоритм квазиполиномиального времени, но не был найден
алгоритм полиномиального времени. Это подтверждает, что рассматриваемый класс вы-
числительной сложностиинтересен дляизучения. Указанные оценкимогут служить для
обоснования новых алгоритмов квазиполиномиального времени.
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