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Аннотация
В статье рассматриваются свойства семейств минимальных графов смежности. Вво-
дится понятие неудлиняющих пути графов. Формулируется и доказывается крите-
рий дополнительности для семейств магистрально связных графов-деревьев. Тео-
ретическая и практическая значимость заключается в изучении структур, которые
будут лучше всего подходить для работы с алгебраическими байесовскими сетями
и, таким образом, становятся одной из целей их машинного обучения. Отметим но-
визну взгляда на задачу, а точнее, на изучение вопроса, для каких семейств графов
существует набор нагрузок, семейство МГС над которым в точности совпадает с за-
данным.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Современные вычислительные мощности позволяют ставить и решать задачи ма-
шинного обучения в отношении ряда объектов, использующихся для представления и
обработки данных и знаний с неопределённостью в искусственном интеллекте. Под-
ходы машинного обучения развиваются и применяются в том числе к вероятностно-
графическим моделям; одной из таких моделей являются алгебраические байесовские
* Работы произведены при поддержке гранта РФФИ 18-01-00626 «Методы представления, синтеза оценок

истинности и машинного обучения в алгебраических байесовских сетях и родственных моделях знаний
с неопределенностью: логико-вероятностный подход и системы графов», 20-07-00839 «Цифровые двойники
и мягкие вычисления в моделировании социоинженерных атак и оценке связанных с ними рисков» и по
государственному заданию№ 0073-2019-0003.
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сети (АБС) [2]. Поскольку структура графа-носителя сети очень важна при работе с та-
кого рода моделями, одной из задач является как раз изучение структур, которые будут
лучше всего подходить для работы с алгебраическими байесовскими сетями и, таким
образом, становятся одной из целей их машинного обучения.

Одной из глобальных структур, используемых в теории АБС, является вторичная
структура— граф смежности [3–8]; в частности, интересен аспект выделения из сети под-
графа, представляющего собой минимальный граф смежности [2]. Изучение подобных
структур помогает упростить работу с сетью, ускорить её, улучшить структурирование
данных, визуализацию работы алгебраической байесовской сети. В силу того, что
минимальных графов смежности (МГС) над одной и той же первичной структурой сети
может быть построено несколько [2], разумно говорить о семействе МГС. В рамках
изучения такого семейства представляется верным решением найти у его членов
ряд характеристик, присущих каждому из них, либо сопоставить семейству какой-то
объект, задаваемый однозначно, то есть найти инварианты в наборе минимальных
графов смежности.

Этот вопрос уже изучался ранее; так, в работе [1] было показано, что число ребер во
всех представителях семейства МГС одинаково. Однако для более полной картины пред-
ставления о семействе минимальных графов смежности необходим более тщательный
поиск инвариантов в этой структуре, в том числе и тех «задаваемых однозначно», кото-
рые одновременно несли бы ту же информацию о связях, что и сами МГС.

Мы предлагаем взглянуть на эту проблему под иным углом и поставить обратную за-
дачу, которая заключается в анализе следующего вопроса: для каких семейств графов су-
ществует набор нагрузок, семейство МГС над которым в точности совпадает с заданным.
Изучение этой задачи может дать ответ на те вопросы, на которые не могло дать отве-
та прямое решение задачи по нахождению инвариантов, а также поможет по-другому
взглянуть на эту проблему. Решение указанной обратной задачи на деревьях является
целью настоящей работы.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть заданы неориентированный граф G = 〈V ,E〉, конечный алфавит A , функция
нагрузок ω : V −→ 2A , сопоставляющая каждой вершине графа ее нагрузку — подмноже-
ство A . Сразу условимся не делать различий между вершиной и ее нагрузкой, если из
контекста очевидно, о чем идет речь.

Граф G магистрально связен и является графом смежности, если выполнены следую-
щие условия [3]:
— любые две вершины, имеющие непустое пересечение нагрузок, соединены путем;
— в нагрузки всех вершин этого пути входят все элементы, общие для его начальной

и конечной вершин.
Замечание: Нетрудно понять, что для одной и той же функции нагрузок может суще-

ствовать целое семейство графов смежности.
Минимальный по включению граф смежности над заданной первичной структурой

называется минимальным графом смежности (МГС) [9]. В [1] было показано, что мини-
мальные графы смежности минимальны не только по включению, но и по числу ребер.
Это означает, что все МГС имеют одинаковое число ребер. Таким образом, если один из
минимальных графов смежности является деревом, то деревьями являются и все осталь-
ные.
АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ МАТЕМАТИКА И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 29



Максимов А. Г., Завалишин А. Д., Абрамов М. В., Тулупьев А. Л.

Пусть задано семейство деревьев T на множестве вершин V . Необходимо проверить,
может ли это семейство совпадать с каким-то семейством МГС. Иными словами, можно
ли построить такую функцию нагрузок, семейство минимальных графов смежности над
которой совпадает с T .

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

В качестве первого приближения докажем следующее утверждение:
Теорема 1. Для любого натурального числа n существует первичная структура АБС,

семейство МГС над которой имеет в точности размер n.
Доказательство: Идея состоит в построении «переключателя», допускающего ровно

n состояний. Возьмем вершины с нагрузками {1}, {1,2}, {2,3}, {3,4}...{n −2,n −1}, {n −1}. Са-
мая первая вершина имеет нагрузку, равную единице, самая последняя — равную n −1,
все промежуточные — равную k − 1,k , где k номер вершины в единичной индексации
(рис. 1). Обозначим за w элемент, которого нет ни в одной из нагрузок. Добавим еще од-
ну вершину, сделав ее нагрузку в точности равной w , а также добавим w в нагрузки всех
остальных вершин. Как тогда будут выглядеть МГС? Во-первых, все они будут содержать
ребро между первой и второй вершинами, между второй и третьей и так далее, пото-
му что пересечение нагрузок в таких парах уникально. Во-вторых, других ребер между
вершинами от первой до n нет, потому что такие ребра будут иметь пустую нагрузку,
а значит их можно удалить без потери магистральной связности, что противоречит ми-
нимальности. Наконец, они будут содержать ребро между новой вершиной и любой из
старых, так как пересечение нагрузки новой вершины с нагрузкой любой старой не зави-
сит от выбора старой вершины, и только одно такое ребро, иначе второе и последующие
можно было бы удалить. Тогда МГС на построенном наборе нагрузок ровно n штук. ■

Рис. 1. Первый шаг

Рис. 2. Итоговая структура. Пунктиром проведены возможные ребра

Тот факт, что мыможем получить какМГС любой граф, а также семейство произволь-
ного размера, может внушить некоторый оптимизм и надежду, что в действительности
произвольное семейство может быть семейством МГС, однако оптимизм этот оказыва-
ется ложным, что показывает следующая теорема.
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Теорема 2. Семейство МГС никогда не совпадает с K1,3, K1,3.

Рис. 3. Недостижимое семейство. Вершины v1, v2, v3, v4 помечены своими номерами

Доказательство: этот факт довольно просто проверить методом грубой силы,
однако можно предложить и более изящный вариант. Покажем, что граф G∗ на реб-
рах (v1, v2), (v3, v4), (v1, v4) тоже войдет в семейство. Для этого необходимо проверить
существование магистрального пути между (v1, v2), (v1, v3), (v1, v4), (v2, v3), (v2, v4), (v3, v4).
Для половины этих пар магистральная связность совсем очевидна, так как они соеди-
нены ребром: (v1, v2), (v1, v4), (v3, v4). Путь из v2 в v4 через v1 магистрален из первого
графа, а из v1 в v3 через v4 — из второго. Осталось проверить только магистральность
пути из v2 в v3 через v1 и v4. Из первого графа известно, что v2 ∩ v3 ⊆ v1, а из второго
известно, что v2 ∩ v3 ⊆ v4, так что путь между v1 и v3 в новом графе G∗ действительно
магистральный. ■

В дальнейшем такие деревья, не входящие в исходное семейство, но магистраль-
ность которых следует из магистральности графов семейства, будем называть дополни-
тельными. Отметим, что существование такого графа влечет за собой невозможность
семейства быть семейством МГС.

Итак, не любое семейство деревьев может быть семействомМГС. Прежде чем присту-
пать к обобщениям этого факта, давайте сперва покажем, что, по крайней мере, любое
семейство деревьев может быть подмножеством семейства МГС.

Теорема 3. Для любого семейства деревьев T существует первичная структура, се-
мейство МГС на которой нестрого содержит T .

Доказательство: Назначим каждой вершине нагрузку, равную единице, то есть
сделаем функцию нагрузок тождественно равной {1} Тогда магистральность станет рав-
носильна связности, а как устроены минимальные связные графы, хорошо известно —
это деревья. То есть подойдет любое дерево, тогда семейство T содержится в семействе
МГС. ■

Определение 1: Семейство МГС, содержащее исходное семейство деревьев, будем на-
зывать расширением исходного семейства. Отметим, что этому семейству соответствует
некоторый набор весов вершин из V или, иначе, некоторая весовая функция.

Определение 2:Пусть дано семейство деревьев T на множестве вершин V . Граф G на
вершинах V , не входящий в T , называется не удлиняющим пути, если для любой пары
вершин u, v ∈ V и любой вершины x, лежащей на пути между ними в G , выполнено
x ∈ RT ({u, v}).

Определение 3: Пусть дано семейство деревьев T на множестве вершин V . Рассмот-
рим множество V ∗ ⊆V . Серией релаксаций множества V ∗ над семейством T будем назы-
вать следующую операцию: while R∗

T (V ∗) , V ∗ do V ∗ = R∗
T (V ∗). Образ множества V ∗ при

выполнении серии релаксаций будем обозначать RT (V ∗).
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Замечание:из-за конечности числа вершин серия релаксаций всегда окажется конеч-
ной.

Определение 4:Пусть дано семейство деревьев T на множестве вершин V . Граф G на
вершинах V , не входящий в T , называется неудлиняющим пути, если для любой пары
вершин u, v ∈ V и любой вершины x, лежащей на пути между ними в G , выполнено
x ∈ RT ({u, v}).

Иными словами, вершины на пути между u, v ∈V в G не выходят за пределы множе-
ства вершин, лежащих на путях между u и v в графах семейства T , а также лежащих на
путях между вершинами, лежащих на путях между u и v и так далее.

Рисунки 4, 5 и таблица 1 иллюстрируют описанные выше определения.

Рис. 4. Исходное семейство F

Таблица 1.Множества RF

u, v RF ({u, v})
1,2 1,2,4
1,3 1,3,4
1,4 1,4
2,3 1,2,3,4
2,4 1,2,4
3,4 1,3,4

Рис. 5. Не удлиняющие пути графы для семейства F

Лемма: ∀u, v ∈V ∀x ∈ RT ({u, v}) u ∩ v ⊂ x.
Доказательство: На нулевом шаге серии релаксаций лемма выполнена — u ∩ v ⊂ u,

u ∩ v ⊂ v . Пусть лемма верна на каком-то шаге. Обозначим текущее множество вершин
V ′. На следующем шаге в множество добавятся вершины, лежащие на путях между вер-
шинами из V ′. Но любая вершина V ′ содержит u ∩ v . Тогда все добавленные вершины
тоже содержат u ∩ v . ■
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Итак, мы знаем, что любое семейство можно сделать подмножеством семейства МГС,
но не любое можно заставить с ним совпадать. Следующие теоремы являются обобще-
нием результата теоремы 2.

Теорема 4. Любое неудлиняющее пути дерево является дополнительным.
Доказательство: возьмем две произвольные вершины u, v не удлиняющего пути

графа G и покажем, что между ними существует магистральный путь. Так как G дерево,
между u и v существует ровно один путь. Рассмотрим его. Любая вершина на этом пути
лежит в RT ({u, v}, в силу того что G не удлиняет пути, а так как все вершины в RT ({u, v})
содержат пересечение нагрузок u и v по лемме, любая вершина на пути между u и v
содержит пересечение их нагрузок, то есть путь между нимимагистральный. Тогда граф
G магистрально связный. ■

Теорема 5. Любое дополнительное дерево не удлиняет пути.
Прежде чем приступать к доказательству, введем дополнительное определение.
Определение 5: Пусть s1, s2, ..., sn —множества. Систему вида

s1 ∩ s2 ⊂ s3
...

si ∩ s j ⊂ sk

назовем системой пересечений–вложений.

Более формально, {(s1i , s2i , s3i )}N
i=1,∀i s1i ∩ s2i ⊂ s3i .Доказательство: Для каждой пары вершин u, v ∈V и каждого графа G из семейства,

для всех вершин x, лежащих на пути между u и v в G , u ∩ v ⊂ x. Рассмотрим соответ-
ствующую систему пересечений–вложений S. Понятно тогда, что если граф G∗ является
дополнительным, то из получившейся системы выводится его магистральность. Тогда
из S выводится s ∩ t ⊂ x.

Если граф G∗ не является не удлиняющим пути, то существует s, t ∈ V и x на пути
между ними в G∗, такой что x ∉ RT ({u, v}). Обозначим за u нагрузку, которая не содер-
жится ни в одной из вершин V . Добавим u в нагрузки s и t . Если s∩ t ⊂ x выводится из S,
то отсутствие u в x должно привести к противоречию, или, иными словами, наличие u
в s, t должно гарантировать наличие u в x.

Посмотрим, как изменятся от этого вмешательства нагрузки вершин V . На первом
шаге необходимо будет добавить u в нагрузки всех вершин, лежащих на пути путях меж-
ду s, t . На каждом следующем необходимо будет добавить u в нагрузки всех вершин, ле-
жащих на путях между любой парой вершин, в которые u был добавлен на предыдущем
шаге (если это не было сделано ранее). Нетрудно заметить, что все эти вершины полу-
чаются при соответствующем числе применений операции релаксации над исходным
семейством к множеству {s, t }. Тогда, чтобы добиться непротиворечивости S, достаточ-
но добавить нагрузку u во все вершины множества RT ({u, v}). Но вершина x не лежит
в RT ({u, v}). ■

Теоремы 4 и 5 доставляют нам критерий дополнительности— дерево является допол-
нительным, если и только если оно является неудлиняющим пути.

Наконец, необходимо сделать следующее важное замечание.
Замечание: если мы не можем ни для какого дерева гарантировать, что оно содер-

жится в семействе, почему мы можем гарантировать, что никакое дерево там не содер-
жится? Иными словами, почему не могут существовать два расширения исходного се-
мейства с непустой симметрической разностью?
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Это замечание порождает следующее утверждение:
Теорема 6. Чтобы семейство деревьев T совпадало с семейством МГС, необходимо и

достаточно, чтобы не существовало не удлиняющего пути графа.
Доказательство:
Необходимость: следует из критерия дополнительности.
Достаточность: из критерия дополнительности и условия понимаем, что дополни-

тельного графа не существует. Тогда нужно проверить лишь невыполнимость замеча-
ния. Пусть существует расширение исходного семейства T ′. Все графы в нем, которые
не принадлежат семейству T , не являются дополнительными. Рассмотрим произволь-
ный такой граф G∗. Нашей ближайшей целью является показать, что тогда существует
расширение, его не содержащее.

Аналогично Теореме 5, так как граф G∗ не является не удлиняющим пути, существует
s, t ∈V и x на путимежду ними вG∗, такой что x ∉ RT ({u, v}). Обозначим за u нагрузку, ко-
торая не содержится ни в одной из вершин V . Добавим u в нагрузки s и t . Затем добавим
u в нагрузки всех вершиниз RT ({u, v}). Тогда магистральность графов из T не нарушится,
но нарушится магистральность графа G∗.

Теперь мы знаем, что можем построить расширение, не содержащее G∗. Тогда про-
вернем аналогичную операцию для всех деревьев, не лежащих в семействе и не явля-
ющихся не удлиняющими пути (разумеется, каждый раз обновляя u). Мы получим рас-
ширение, не содержащее никаких графов, кроме графов семейства T и, возможно, не
удлиняющих пути графов. Но, так как по условию не удлиняющих пути графов нет, мы
получим расширение, в точности совпадающее с T . ■

Изложенный выше ряд теорем полностью решает поставленную задачу.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе решена задача по определению, является ли семейство деревьев семейством
МГС. Ответом на поставленную задачу является необходимое и достаточное условие от-
сутствия не удлиняющего пути графа: также было введено определение дополнительно-
сти графа и был получен критерий дополнительности графа. Как было показано, любое
дерево, которое является не удлиняющим пути, является также дополнительным, одна-
ко было показано, что этот критерий работает и в обратную сторону, то есть любое до-
полнительное дерево не удлиняет пути.

В будущем планируется разработать и оценить алгоритм решения системы
пересечений–вложений (иначе говоря, алгоритм построения такой первичной структу-
ры, в которой исходное семейство являлось бы семейством МГС), алгоритмы поиска не
удлиняющих пути графов, а также более внимательно изучить операции релаксации и
серии релаксаций.
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