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Аннотация
В условиях ограниченности ресурсов наиболее доступным способом получе-
ния информации о поведении индивида является интервью. В этом случае
данные о недавнем поведении индивида наименее подвержены различным
типам смещения. Для построения оценки интенсивности поведения по данным
о трех последних эпизодах используются математические модели поведения.
В работе рассмотрена гамма–пуассоновская модель поведения. Зависимость
двух интервалов между последовательными эпизодами в этой модели описана
в терминах копул. Оценка параметра копулы в этом случае напрямую ведет к
оценке параметров распределения интенсивности поведения в популяции. Кроме
того, вид копулы позволяет определить некоторые характеристики поведения,
описываемого гамма–пуассоновской моделью: кластеризованность эпизодов пове-
дения. Возможности предложенного подхода продемонстрированы на модельных
данных.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Человек является неотъемлемой частьюмногих технических, социо–экономических,

киберфизических систем. При этом поведение человека может оказаться связано
с риском, то есть поступки человека могут влиять на возможность реализации неко-
торого негативного исхода. К примеру, употребление алкоголя [10], наркотических
веществ [6] или табакокурение [25] наносит непосредственный вред здоровью человека
и связано с повышенным риском смертности и нетрудоспособности. В свою очередь, вы-
сокая частота интенсивных физических упражнений связана с уменьшенным риском
развития ряда заболеваний [39]. Таким образом, оценка интенсивности поведения
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может быть необходима при общей оценке риска смертности и нетрудоспособности при
личном страховании [9].

Кроме того, подобные оценки риска, связанного с поведением, требуются в области
эпидемиологии и общественного здоровья [30]. Употребление алкоголя не только повы-
шает личный риск и приводит к дополнительным затратам в сфере государственного
здравоохранения, но и является фактором риска распространения неизлечимых заболе-
ваний, таких как ВИЧ [36]. В статье [8] была предложена формула, позволяющая вычис-
лить кумулятивный (накопленный риск или риск приобретения инфекции за некото-
рый промежуток времени) риск распространения ВИЧ–инфекции в популяции по дан-
ным об участии в нескольких типах рискованного поведения. Оценка кумулятивного
риска распространения инфекций важна при разработке программ превенции и мони-
торинга эпидемиологической ситуации [17].

1.1. Косвенные оценки интенсивности поведения.
В рамках данной работы обратимся к тем типам поведения, которые представляются

и исследователем, и респондентом как последовательность четко определенных эпизо-
дов. К примеру, к таким типам поведения относятся употребление различных продуктов
питания, кофе или алкоголя. Как показали полевые исследования[58], приступы голов-
ной боли часто не воспринимаются респондентом как последовательность эпизодов.

Итак, пусть поведение человека может быть представлено как последовательность
эпизодов, каждый из которых вносит вклад в риск. Базовой характеристикой такой по-
следовательности эпизодов может выступать их интенсивность[50, 51, 54, 58]. Однако
не всегда исследователю доступны все данные об эпизодах поведения, то есть не все-
гда возможна прямая оценка интенсивности поведения [58]. Среди косвенных оценок
интенсивности поведения особую роль играют те оценки, которые доступны при прове-
дении интервью [41]. Интервью и самоотчеты респондентов об эпизодах их поведения
не только экономически выгодны, но и позволяют значительно снизить время сбора ин-
формации по сравнению с прямыми и дневниковыми методами. Однако информация,
получаемая на естественном языке, является неточной и неполной, и, кроме того, в пи-
лотных исследованиях было показано, что респонденты достаточно точно могут при-
помнить лишь несколько последних эпизодов поведения [58].

С учетом особенностей сбора подобной информации о поведении был предложен
подход к оценке интенсивности по данным из самоотчетов респондентов о последних
эпизодах этого поведения [58]. Это подход состоит из двух частей: опросного инструмен-
тария и математической модели, позволяющей строить оценки интенсивности. Напри-
мер, в качестве модели точечного процесса, контролирующего появление эпизодов на
временной оси, может выступать процесс Пуассона [52]. В этом случае интенсивность
поведения предполагается неизменной: каждый индивид в популяции имеет одну и ту
же интенсивность поведения.

Чтобы учесть индивидуальные особенности, была предложена гамма–пуассоновская
модель поведения [37, 49, 53]. В рамках этой модели предполагается, что эпизоды пове-
дения каждого индивида контролируются процессом Пуассона, но интенсивность пове-
дения в популяции варьируется между индивидами. В качестве априорного распределе-
ния вероятности было выбрано гамма–распределение, которое обладает рядом полезных
математических свойств [40] (см. раздел 3). В работе [55] был предложен байесовский
подход к оценке интенсивности, в рамках которого зависимость между интенсивностью
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поведения (напрямуюне наблюдаемой) и интерваламимежду эпизодами поведения (на-
блюдаемыми напрямую) представлялась байесовской сетью доверия (БСД) [56, 57]. Одна-
ко байесовская сеть доверия не может учесть ряд особенностей получаемой информа-
ции [38]. Гамма–пуассоновская модель поведения индивида опирается на непрерывные
показатели (интенсивность, длина интервала), которые связаны между собой. Исполь-
зование же классической байесовской сети доверия предполагает дискретизацию пе-
ременных. Во-первых, дискретизация непрерывных по своей сути переменных связана
с потерей информации. Во-вторых, чувствительность модели напрямую связана с чис-
лом уровней дискретизации, но, чем выше число уровней дискретизации, тем больше
становится размерность тензоров условных вероятностей в узлах сети и тем больше па-
раметров требуется для задания БСД. В-третьих, возникают сложности при обращении
к экспертной информации: эксперту может быть трудно выстраивать взаимосвязи для
переменных после дискретизации, особенно если уровни дискретизации выбираются из
вычислительных соображений, а не интуитивно. Более того, изменение структуры байе-
совской сети доверия ведет к пересчету всех значений тензоров условных вероятностей,
что требует значительных статистических мощностей, не всегда доступных в практиче-
ских приложениях (особенно связанных с получением информации от респондентов).

Научной целью данной статьи является построение оценки интенсивности поведе-
ния в гамма–пуассоновской модели в случае, если доступны длины двух интервалов
между последовательными эпизодами поведения. Для достижения цели используется
аппарат копул. Теоретические рассуждения сопровождаются примером на модельных
данных. В статье также приведен краткий обзор возможностей использования копул
для моделирования зависимостей в приложениях. Дидактическая цель статьи состоит
в том, чтобы продемонстрировать на практическом примере возможности и способы ис-
пользования аппарата копул для моделирования данных, полученных при измерении
непрерывных переменных.

2. ЗАВИСИМОСТЬ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН И КОПУЛЫ
Копулы — это такие функции, которые связывают два или более распределений ве-

роятности одномерных случайных величин в совместное распределение. Вообще говоря,
копулуможно определять с двух точек зрения: вероятностнойи аналитической. С анали-
тической точки зрения копула представляет собой функцию, обладающую свойствами:
Определение 1 n-мерной копулой называется функция C : [0,1]n → [0,1], такая что

1. Для каждого вектора u ∈ [0,1]n , такого что некоторая его координата с индексом
k ∈ {1 . . .n} обращается в 0, функция C принимает значение 0;

∀u ∈ [0,1]n : ∃k ∈ {1 . . .n} uk = 0 : C (u) = 0.

2. Для каждого вектора u ∈ [0,1]n , у которого координата с некоторым индексом k
принимает значение, отличное от 1: uk , 1, а все остальные координаты принима-
ют значение 1, функция C принимает значение uk :

∀u ∈ [0,1]n : ∃k ∈ {1 . . .n} uk , 1,∀ j , k u j = 1 : C (u) = uk .
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3. (n–возрастание) Для каждых векторов a = (a1, . . . , an)T и b = (b1, . . . ,bn)T ∈ [0,1]n , та-
ких что a ≤ b (покоординатно), суперпозиция конечных разностей функции C (t) по
каждой координате больше или равна 0;

∀a,b ∈ [0,1]n : a ≤ b : ∀t ∈ [0,1]n : ∆bn ,an
n . . .∆k bk , ak . . .∆b1,a1

1 C (t) ≥ 0,

где ∆bk ,ak

k есть оператор конечной разности в точках ak и bk по координате с ин-
дексом k ∈ 1. . .n:

∀C : [0,1]n → [0,1], ∆bk ,ak

k C (t) =C (t1, . . . , tk−1,bk , tk+1, . . . , tn)−C (t1, . . . , tk−1, ak , tk+1, . . . , tn).

Пример такой функции для случая n = 2 представлен на рисунке 1 a.

а) б)

Рис. 1. a) Копула–функция C (копула Клейтона с параметром 1.3), б) Плотность распределения
копулы Клейтона с параметром 1.3

Функция C (u, v) от двух переменных принимает значение 0 на осях координат:
C (0, v) = C (u,0) = 0. Если одна из координат обращается в 1, то функция C принимает
значение, равное второй координате: C (u,1) = u; C (1, v) = v . Свойство 3 из определения 1
копулы переписывается так (u1,u2, t1, t2 ∈ [0,1], u2 > u1, t2 > t1):

C (u2, t2)−C (u1, t2)−C (u2, t1)+C (u1, t1) ≥ 0.

Такие разности в [59] называются «смешанными разностями».
Копулы тесно связаны с триангулярными нормами, t -нормами, которые использу-

ются в нечеткой логике для описания операции нечеткой конъюнкции [3, 26, 56]. Точ-
нее, t -норма является копулой тогда и только тогда, когда для нее выполнено свойство
2-возрастания 3 из определения копулы 1, а копула является t -нормой тогда и только
тогда, когда выполнены свойства ассоциативности и коммутативности. Подобные функ-
ции применялись в исследовании поведения при описании взаимодействия атакующих
действий злоумышленника и уязвимостей пользователя при моделировании социоин-
женерных атак [45, 46].

Заметим, что свойства 1 определяют совместную функцию распределения n случай-
ных величин, и обратно: совместная функция распределения обладает перечисленными
в 1 свойствами [59]. Таким образом, возникает вероятностное определение копулы:
АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ МАТЕМАТИКА 25
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Определение 2 n-копула есть ограниченное на единичный куб [0,1]n совместное распре-
деление вероятности равномерно распределенных на единичном отрезке случайных ве-
личин.

Понятие копулы в приведенной выше постановке может казаться непригодным для
практического моделирования данных, относящихся к различным типам распределе-
ний вероятности. Однако одно наблюдение позволило определить копулу для произ-
вольных случайных величин с обратимым распределением вероятности: ведь преобра-
зование U = F (X ) переводит случайную величину X с распределением вероятности F
в равномерно распределенную случайную величину [59]. Основополагающая теорема
теории копул, теорема Склара [26], устанавливает факт существования для случайных
величин X1, X2, . . . , Xn с функциями распределения F1(x1),F2(x2), . . . ,Fn(xn) и совместной
функцией распределения H(x1, x2, . . . , xn) такой копулы C , что

H(x1, x2, . . . , xn) =C (F1(x1),F2(x2), . . . ,Fn(xn)). (1)
В случае непрерывных маргинальных распределений такая функция C единственна.
Верно и обратное утверждение: если C — копула и F1(x1),F2(x2), . . . ,Fn(xn) — функ-
ции распределения, то H — совместная функция распределения случайных величин
X1, X2, . . . , Xn .Таким образом, копула является своего рода моделью зависимости переменных, поз-
воляет разделить совместное распределение величин на часть, связанную с одномерны-
ми функциями распределения (маргиналами [26]), и часть, отвечающую за взаимосвязь
маргинальных распределений (собственно функция копулы). Ниже перечислены основ-
ные свойства копул.
1. Копулы тесно связаны с инвариантными относительно монотонных преобразова-

ний мерами зависимости. Дело в том, что при монотонном преобразовании копу-
ла не изменяется или изменяется предсказуемым образом [26]. Это свойство важно
при работе с переменными–физическими величинами, которые могут измерять-
ся в разных единицах (например минуты, секунды. . . ). К примеру, коэффициенты
ранговой корреляции Кендалла и Спирмена являются независимыми относитель-
но монотонных преобразований и определяются формально через копулу [26].

2. Для каждой копулы C и любых (u, v) ∈ [0,1] × [0,1] существуют минимальная
C−(u, v) = max(u + v −1,0) и максимальная копула C+(u, v) = min(u, v), такие что:

C−(u, v) ≤C (u, v) ≤C+(u, v).

Такие границы для любой копулы носят названия границы Фреше–Хефдинга [26,
47].

3. Копула C (u, v) = uv соответствует паре независимых случайных величин
(U ,V ) [26].

4. В некоторых случаях существует такая непрерывная строго возрастающая функ-
ция φ : [0,1] → [0,+∞], φ(1) = 0,что

φ(C (u, v)) =φ(u)+φ(v).

В таком случае копула C носит название архимедовой [26]. Архимедовы копулы не
только позволяют моделировать самые разнообразные формы зависимости (мно-
жество примеров можно найти в книге [26]), но и позволяют обращаться к любым
свойствам и характеристикам этой взаимосвязи через генератор копулы — функ-
цию φ. Архимедовы копулы легко обобщаются на многомерный случай.
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2.1. Области применения копул
Движущей силой развития теории копул является применение их в областях эконо-

мики, связанных с управлением риском (страхование, банковское дело). К примеру, ди-
ректива Solvency II, выпущенная Международной Ассоциацией Актуариев в 2004 году,
рекомендует использовать копулы для моделирования взаимосвязанных рисков (порт-
фелей). Как отмечается в [44], «копулы представляют собой исчерпывающий и гибкий
инструмент для моделирования зависимостей». Интерес к копулам в области моделиро-
вания рисков и различных аггрегированных величин, таких как VaR, обусловлен значи-
тельными отклонениями от нормального закона распределения в данных [24]. Возмож-
ности применения копул к различным задачам в области управления рисками и фи-
нансов представлен в [5]. Обзор возможностей применения иерархических моделей на
основе копул в финансовой сфере приведен в [1].

Другой сферой применения копул является моделирование данных времени жизни
(survival data). Проблемы, связанные с анализом такого рода информации, возникают
в целом ряде областей знаний: медицине, биологии, эпидемиологии, инженерных нау-
ках, анализе рисков. Данные времени жизни обладают рядом особенностей: они поло-
жительны, часто цензурированы. Модели, учитывающие индивидуальные уязвимости,
(Frailty models) предполагают, что распределение времени жизни (и другие связанные
характеристики, такие как функция угроз) мультипликативно зависят от случайной ве-
личины, учитывающей индивидуальные особенности [28, 40]. Два времени, наблюдае-
мые для одного пациента, часто бывают связаны: к примеру, в клинических исследова-
ниях одна переменная может обозначать время до смерти пациента, а другая— время до
возникновения некоторого события, как, например, рецидив или ухудшение состояния.
В этом случае для оценки различных эпидемиологических показателей важно учиты-
вать эту взаимосвязь; для этого используются копулы [18]. Другими примерами взаимо-
связанных наблюдений в области медицины и эпидемиологии являются время работы
каждого из парных органов тела или время выздоровления при первичном и повторном
заболевании [23]. В подобных случаях также может использоваться подход на основе ко-
пул [23]. Копулы позволяют учитывать взаимосвязи в таблицах времени жизни, когда,
к примеру, наблюдаются два связанных времени жизни: у родителей и у ребенка [13].

Модели на основе копул активно применяются в науках о земле, в частности, гид-
рологии [5]. Многие феномены в этой области описываются несколькими взаимозави-
симыми величинами: сила и продолжительность ливней [14, 16, 19, 42]; продолжитель-
ность, охват и интенсивность наводнения или засухи [15, 20, 29, 31, 34, 43], при этом
каждая составляющая имеет свое распределение вероятности. Копулы применяются для
моделирования совместного влияния нескольких источников на пиковые показатели
уровня воды на дамбе [12, 15].

Другим разделом эпидемиологии и охраны общественного здоровья, в котором ак-
тивно используются модели на основе копул, является мета-анализ исследований. Мо-
дели мета-анализа, собирающего воедино результаты нескольких клинических испы-
таний, порой опираются на анализ взаимозависимых велин: чувствительность и спе-
цифичность в мета-анализе точности диагностики [22, 27], новые конечные точки кли-
нического исследования и исходы заболеваний [32]. Особую роль играют исследования,
связанные с ВИЧ [35]. Так как распространение ВИЧ связано с поведением индивидов,
то важным способом получения информации является интервьюирование индивидов.
Данные, полученные при этом, могут обладать значительной неточностью и, в том чис-
ле, быть подвержены различным типам смещения: смещению припоминания, смеще-
АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ МАТЕМАТИКА 27



Столярова В. Ф.

нию социальной–желаемости ответа и др. В этом срезе возникает несколько задач, кото-
рые могут быть рассмотрены с позиции математического моделирования посредством
копул: как оценить неточности при интервьюировании [4, 7], как работать с не точно
измеренными данными [11].

Копулы используются в эпидемиологии для моделирования совместного поведения
случайных величин, которые ассоциированы с распространением инфекционных забо-
леваний [2, 33]. Использование копул расширяет возможности применения существую-
щих моделей распространения инфекций.

3. КОПУЛА ЗАВИСИМОСТИ ДЛИН ИНТЕРВАЛОВМЕЖДУ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫМИ ЭПИЗОДАМИ
Предположим, что исследуется некоторый тип поведения, причем интенсивность

поведения λ обусловлена индивидуальными особенностями каждого респондента
и потому варьируется от пользователя к пользователю [37]. Априорное распределение
интенсивности может быть известно в результате пилотных исследований. Однако этот
шаг доступен не всегда. Поэтому в качестве предполагаемого распределения интенсив-
ности поведения выбирается гамма–распределение вероятности G(x) с параметрами
формы a > 0 и масштаба s > 0 и плотностью вероятности

g (t ) = 1

Γ(a)sa t a−1 exp(−t/s). (2)
Гамма–распределение вероятности выбирается, так как является гибким и часто исполь-
зуется в задачах моделирования. Ниже перечислены свойства гамма–распределения, ко-
торые играют основополагающую роль в этом выборе.

• Семейство гамма–распределений замкнуто относительно операции свертки, и,
тем самым, гамма–распределение является самосопряженным. Это свойство важ-
но при проведении байесовского вывода, позволяя не менять класс распределений
при поступлении новых свидетельств, а ограничиться пересчетом параметра
распределения [59].

• Гамма–распределение имеет простой вид преобразования Лапласа и потому удоб-
но для использования в качестве смешивающего распределения [48].

Таким образом, чтобы описать интенсивность поведения в популяции, можно обра-
титься к оценкам параметров этого распределения: ŝ, â. Имея эти оценки, можно вычис-
лять описательные статистики, которые содержат в себе информацию о среднем значе-
нии интенсивности в популяции и могут применяться при принятии решений.

Как отмечалось, исследователю могут быть доступны различные наборы данных
в силу особенностей памяти каждого индивида. Однако, как показывают пилотные
исследования, последние три эпизода припоминаются легко. Три последних эпизода
поведения определяют два интервала между последовательными эпизодами поведения
и один особенный интервал между последним эпизодом поведения и моментом интер-
вью. На рисунке 2 представлена диаграмма расположения рассматриваемых эпизодов
и интервалов на временной оси.

В иллюстративных целях обратимся к модельным данным. Пусть параметры гамма–
распределения интенсивности в популяции равны a = 1.2, b = 3. Сгенерируем выборку
из n = 10000 наблюдений этой случайной величины. Далее для каждого значения λi ,
i = 1. . .n сгенерируем два значения экспоненциально распределенных случайных вели-
чин с параметром λi , соответствующие длинам интервалов τ1 и τ2.
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Рис. 2. Эпизоды поведения на временной оси и интервалы между ними. Здесь t2, t1, t0 —моменты
на временной оси, когда происходят эпизоды поведения; I — момент интервью; τ2,τ1 — длины
интервалов между последовательными эпизодами поведения; τ0 — длина интервала между по-
следним эпизодом и моментом интервью [50]

Диаграмма рассеяния для полученных выборочных значений представлена на ри-
сунке 3.

Рис. 3. Зависимость двух интервалов между последовательными эпизодами поведения в гамма–
пуассоновской модели

Чтобы определить тип копулы, связывающей τ1 и τ2 в гамма–пуассоновской модели,
выпишем их совместное распределение в форме H̄(x, y) = P [τ1 > x,τ2 > y]. Такая форма
распределения вероятности в приложениях (теория надежности, анализ рисков) называ-
ется функцией выживаемости или функцией надежности. Функция надежности облада-
ет всеми свойствами функции распределения вероятностей в классическом виде. Итак,

P [τ1 > x,τ2 > y] =
∞∫

0

P [τ1 > x,τ2 > y |λ= t ]g (t )d t =

=
∞∫

0

exp(−t x)exp(−t y)
1

Γ(a)sa t a−1 exp(−t/s)d t =

= 1

Γ(a)sa

∞∫
0

t a−1 exp(−(x + y +1/s)t )d t =

= 1

Γ(a)sa

Γ(a)

(x + y +1/s)a .
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Таким образом,
P [τ1 > x,τ2 > y] = 1

(sx + s y +1)a . (3)
В случае s = 1 полученное распределение вероятности является двумерным распреде-

лением Парето II типа [5].
Рассмотрим копулу в так называемой форме survival copula [26]:

Ĉ12(u, v) = H̄(Ḡ (−1)
1 (u),Ḡ (−1)

2 (v)),

где Ḡ1(x) = H̄(x,∞) и Ḡ2(y) = H̄(∞, y)—маргинальные распределения H̄ . Они имеют вид
Ḡ1(x) = (1+ sx)−a , x > 0. Квазиобратная функция [26] такого распределения имеет вид:

Ḡ (−1)
1 (u) = u−1/a −1

s
.

Тогда
Ĉ12(u, v) = (u−1/a + v−1/a −1)−a . (4)

Чтобы определить параметры копулы 4 на модельных данных, сначала преобразу-
ем выборочные переменные к равномерному распределению. На рисунке 4 представле-
на диаграмма рассеяния преобразованных случайных величин, дополненная контурами
построенной копулы.

Рис. 4. Зависмость длин преобразованных к равномерному распределению интервалов и контур-
ная диаграмма копулы их взаимосвязи

Оценка максимального правдоподобия параметра копулы Клейтона для модельных
данных есть â = 1.23 (95% доверительный интервал 1.18,1.28).

Ĉ12(u, v) является копулой Клейтона[5, 26]. Заметим, что в 4 участвует лишь параметр
a гамма–распределения 2. Это связано с тем, что собственно копула не зависит от моно-
тонного преобразования случайных величин, является инвариантной кмасштабу (scale–
invariant)–подробнее понятие рассмотрено в параграфе 2), тем самым параметр масшта-
ба s не участвует в 4.
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Другой особенностью копулы Клейтона является возможность использования при
построении многомерных моделей.

В нашем случае параметр копулы a может принимать значения (0,+∞). Отметим,
что при a → 0, копула Клейтона совпадает с копулой независимости, которая описывает
случай независимых переменных: Π(u, v) = uv [26]. Это свойство важно при построении
вероятностных графичеких моделей на основе копул: непрерывных непараметрических
сетей доверия (ННБСД) [21]. Графическая структура такой модели представляет собой на-
правленный ациклический граф, вершины которого соответствуют непрерывным слу-
чайным величинам. Взаимосвязь переменных описывается типом копулы и величиной
коэффициента ранговой корреляции между ними. Таким образом, чтобы вероятностная
спецификация модели была корректной, необходимо, чтобы значение 0 коэффициента
(условной) ранговой корреляции отвечало (условной) независимости переменных. Это
свойство носит название ноль–независимости (zero independence) [21], и семейство ко-
пул Клейтона может быть расширено так, чтобы оно обладало этим свойством.

Также копула Клейтона может непосредственно быть использована для многомер-
ного моделирования. Копула Клейтона является архимедовой копулой [26] с производя-
щей функцией (generating function) φ(t ) = t−1/a −1, t > 0. При значениях параметра a > 0
можно выписать плотность копулы в явном виде [26]. Кроме того, для подкласса копул
Клейтона со значениями параметра a > 0 возможно обобщение на многомерный случай:
пусть u = (u1, . . . ,un),n ≥ 2, тогда

C n
θ (u) = (u−1/θ

1 +u−1/θ
2 + . . .+u−1/θ

n −n +1)θ,θ > 0,n ≥ 2.

Возможность такого обобщения важна при моделировании совместного распределения
вероятности длин нескольких интервалов в гамма–пуассоновской модели.

Кроме того, даже в двумерном случае, вид копулы зависимости длин интервалов
между последовательными эпизодами может прояснить некоторые моменты о природе
их взаимосвязи. Во–первых, переменные, свзанные копулой Клейтона, обладают свой-
ством PQD (Positive Quadrant Dependence):

P [τ1 ≥ x,τ2 ≥ y] > P [τ1 ≥ x]P [τ2 ≥ x].

Это свойство говорит о том, что вероятность того, что τ1 и τ2 одновременно принимают
большие (малые) значения выше, чем если бы они были независимы. Можно сказать,
что в гамма–пуассоновской модели эпизоды поведения кластеризованы: длинные ин-
тервалы встречаются чаще с длинными интервалами, а короткие — с короткими. Этот
эффект объясняется наличием индивидуальной интенсивности поведения для каждого
индивида. В пуассоновской модели поведения, в рамках которой интенсивность предпо-
лагается одинаковой для всех индивидов, длины интервалов встречаются совершенно
случайно.

3.1. Компьютерное моделирование
Численное моделирование было произведено при помощи среды обработки данных

R [60]. Использовались пакеты copula [61–63]. Ниже приведен код, который может ис-
пользоваться для воспроизведения эксперимента.
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#generate the sample of i n t en s i t i e s
n<−10000
lambda <− rgamma(n , shape=1.2 , rate =0.3)
#for each in tens i t y value generate two
#exponential ly d is tr ibuted variables corresponding
#to inter−episode interva l lengths
intervals <− data . frame ( int1=double ( ) , int2=double ( ) )
for ( i in 1:n) {
intervals [ i , ] <− rexp (2 , lambda[ i ] )

}
library ( copula )
#compute pseudo observations
CopIntervals <− pobs (as .matrix ( intervals ) )
# f i t the copula model
survClayton <− rotCopula ( claytonCopula ( ) )
f i t tedC <− f i tCopula ( survClayton , CopIntervals , method="ml" )
clayton <− rotCopula ( claytonCopula (dim = 2 , param = coef ( f i t tedC ) ) )
#summarize and plot t ing
summary( clayton )
plot (density ( lambda ) )
t i f f ( " plot1 . t i f f " , height =2000 , width=2000 , res =300)
plot ( CopIntervals [ , 1 ] , CopIntervals [ , 2 ] , pch=19 , cex=0.2 , col="dark grey " ,

xlab=" " ,
ylab=" " )

contour ( clayton , dCopula , col=" black " , lwd=2 , add=T)
dev . off ( )

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Анализ современных экономических, социоэкономических процессов во многом

опирается на многомерное моделирование взаимосвязанных величин. Среди множе-
ства техник, позволяющих осуществлять такое моделирование, особое место занимает
аппарат копул. Являясь по своей сути одной из форм совместной функции распре-
деления, копулы позволяют отделить задачи оценки маргинальных распределений
вероятности от задачи оценки параметров структуры. Копулы успешно используются в
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самых различных приложениях и, кроме того, имеют тесные связи с областью машин-
ного обучения. Существуют вероятностные графические модели, в которых структура
зависимостей описывается в терминах копул.

В статье представлена интерпретация гамма–пуассоновской модели поведения ин-
дивида с точки зрения копул. Особенность гамма–пуассоновской модели поведения за-
ключается в том, что переменные–длины интервалов между последовательными эпи-
зодами поведения– являются зависимыми, причем их общий параметр интенсивности
поведения учитывает индивидуальные особенности и имеет гамма–распределение в по-
пуляции. В работе получен вид копулы, связывающей переменные–длины интервалов
между последовательными эпизодами: копула Клейтона. Полученная копула позволяет
раскрыть свойства гамма–пуассоновской модели: эпизоды в такой модели кластеризо-
ваны, длинные интервалы чаще встречаются с длинными, а короткие — с короткими.
Кроме того, оценка параметра копулы, которая может быть произведена напрямую по
данным о длинах интервалов между последовательными эпизодами поведения, ведет
к оценке параметров гамма–распределения интенсивности поведения, что является ос-
новной целью математического моделирования поведения в этом случае.

В дальнейшем планируется рассмотреть взаимосвязи иных переменных гамма–
пуассоновской модели поведения: последнего интервала между моментом интервью и
первым эпизодом, рекордных интервалов.
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COPULAE AND DEPENDENCE MODELLING:
INDIRECT ESTIMATES OF A PERSON’S RISKY BEHAVIOR INTENSITY
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Abstract
In conditions of limited resources, the most affordable way to obtain information about
the behavior of an individual is an interview. In this case, data on the individual’s recent
behavior are less susceptible to various types of bias. Mathematical models of behavi-
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Copulae and Dependence Modelling: Indirect Estimates of a Person’s Risky Behavior Intensit

or are used to estimate the intensity of behavior when only the data on the last three
episodes are available. In the paper we consider the gamma Poisson model of behavior.
The dependence of two intervals between successive episodes in this model is described
in terms of copulae. Estimation of the copula parameter in this case directly leads to an
estimate of the parameters of the intensity distribution in the population. In addition,
knowledge of the copula type allows one to reveal some characteristics of the behavior
described by the gamma Poisson model: episodes of such behavior are clustered. The
possibilities of the proposed approach are demonstrated on model data.
Keywords: gamma–Poisson model of behavior, last episodes, copula.
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an).
Acknowledgements: The work is financially supported by the governmental contract
SPIIRAS number № 0073-2018-0001, RFBR grant №18-01-00626, St.Petersburg Commi-
ttee on Science and Higher Education grant for PhD students in 2018.

Received 04.05.2018, the final version — 09.06.2018.

Valeriia F. Stoliarova, junior researcher SPIIRAS, valerie.stoliarova@gmail.com

Столярова Валерия Фуатовна,младший научный сотрудник лабораториитеоретических и междисциплинарныхпроблем информатики СПИИРАН,
valerie.stoliarova@gmail.com

© Наши авторы, 2018.
Our authors, 2018.

АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ МАТЕМАТИКА 37

mailto:valerie.stoliarova@gmail.com
mailto:valerie.stoliarova@gmail.com

	ВВЕДЕНИЕ
	Косвенные оценки интенсивности поведения.

	ЗАВИСИМОСТЬ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН И КОПУЛЫ
	Области применения копул

	КОПУЛА ЗАВИСИМОСТИ ДЛИН ИНТЕРВАЛОВ МЕЖДУ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫМИ ЭПИЗОДАМИ
	Компьютерное моделирование

	ЗАКЛЮЧЕНИЕ

