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 Àííîòàöèÿ

Â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ñòàòüè [1] áûëè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ïðîñòîãî æåñòêîãî ìàÿòíèêà ïóòåì ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèè
åãî äëèíû. Áûë íàéäåí ïîðîã âîçáóæäåíèÿ è óñòàíîâëåíà ðîëü íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ â
îãðàíè÷åíèè ðàçìàõà ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé. Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè èññëåäóåòñÿ çà-
âèñèìîñòü ÷àñòîòíûõ ãðàíèö èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè îò ãëóáèíû
ìîäóëÿöèè äëèíû è îò äîáðîòíîñòè ìàÿòíèêà. Èññëåäîâàíû ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ,
ïðîèñõîäÿùèå íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëîâ íåóñòîé÷èâîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ, èíòåðâàëû íåóñòîé÷èâîñòè, ôàçîâàÿ
ñèíõðîíèçàöèÿ, êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå.

1.  ÂÂÅÄÅÍÈÅ.  ÈÑÑËÅÄÓÅÌÀß
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÀß  ÑÈÑÒÅÌÀ

 Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ õîðî-
øî èçâåñòíûé ñïîñîá ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîç-
áóæäåíèÿ ìàÿòíèêà ïóòåì ïåðèîäè÷åñêîãî
èçìåíåíèÿ åãî äëèíû. Âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ
è ñòàòüÿõ (ñì., íàïðèìåð, [2�6]) òàêàÿ ôèçè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ïðî-
ñòîé ìîäåëè äåòñêèõ êà÷åëåé. Äåéñòâèòåëü-
íî, êà÷åëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôèçè-
÷åñêèé ìàÿòíèê, ïðèâåäåííàÿ äëèíà êîòîðî-
ãî ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî
ñòîÿùèé íà íèõ ðåáåíîê ñãèáàåò íîãè â êî-
ëåíÿõ â ïîëîæåíèÿõ íàèáîëüøåãî îòêëîíå-
íèÿ è ðàñïðÿìëÿåòñÿ êàæäûé ðàç, êîãäà êà-
÷åëè ïðîõîäÿò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Â ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðèîäè-
÷åñêàÿ ìîäóëÿöèÿ ïðèâåäåííîé äëèíû ìàÿò-
íèêà ïðîèñõîäèò ïî ïðÿìîóãîëüíîìó (êóñî÷-
íî-ïîñòîÿííîìó) çàêîíó. Òàêîé (íåñêîëüêî
èäåàëèçèðîâàííûé) ñïîñîá ìîäóëÿöèè äàåò

âîçìîæíîñòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîãî ôèçè-
÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ ÿâëåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñ-
êîãî ðåçîíàíñà, âïëîòü äî êîëè÷åñòâåííîãî
àíàëèçà (ñì. [1]). Ïðèáëèæåíèå  ïðÿìîóãîëü-
íîé ìîäóëÿöèè ïðèìåíèìî ê ðåàëüíîìó ìà-
ÿòíèêó ïðè óñëîâèè, ÷òî èçìåíåíèÿ äëèíû
ïðîèñõîäÿò â òå÷åíèå ïðîìåæóòêîâ âðåìå-
íè, ñîñòàâëÿþùèõ ìàëóþ äîëþ ïåðèîäà ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåç-
êèå, ïî÷òè ìãíîâåííûå óìåíüøåíèÿ è óâå-
ëè÷åíèÿ äëèíû ìàÿòíèêà ïðîèñõîäÿò ïîñëå-
äîâàòåëüíî ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ðàâ-
íûå 2T , òàê ÷òî  T  åñòü ïîëíûé ïåðèîä
èçìåíåíèÿ äëèíû ìàÿòíèêà (ïåðèîä ìîäóëÿ-
öèè). Ðàçðàáîòàííàÿ àâòîðîì ñòàòüè ñïåöè-
àëüíàÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà [7] ìîäå-
ëèðóåò ïîâåäåíèå ýòîé ñèñòåìû. Êîìïüþòåð-
íîå ìîäåëèðîâàíèå ñóùåñòâåííî ïîìîãàåò
â èññëåäîâàíèè èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî èçìåíåíèÿ äëèíû íå
ìîãóò âûâåñòè ïîêîÿùèéñÿ ìàÿòíèê èç ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
ïðÿìîìó ñèëîâîìó âîçáóæäåíèþ, ïàðàìåò-
ðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçìîæåí òîëüêî åñëè
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ìàÿòíèê ñîâåðøàåò õîòÿ áû íåáîëüøèå
ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî èçìåíåíèÿ äëèíû  l  ìàÿòíèêà ïðîèñ-
õîäÿò ìåæäó çíà÷åíèÿìè )1(01 lmll +=  è

)1(02 lmll −= , ãäå lm   � áåçðàçìåðíàÿ ãëó-
áèíà ìîäóëÿöèè. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ
ïðîèñõîäèò ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ÷àñ-
òîòû  ω   (èëè ïåðèîäà  T) ìîäóëÿöèè ïàðà-
ìåòðà:

 
nn

02ωωω == , 
2

0nT
TT n == , n = 1, 2, ...  (1)

Íî ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçìîæåí
íå òîëüêî ïðè ÷àñòîòàõ nω , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óðàâíåíèþ (1), íî òàêæå â íåêîòîðûõ
èíòåðâàëàõ ÷àñòîò ω, ëåæàùèõ ïî îáå ñòî-
ðîíû îò çíà÷åíèé nω  (â èíòåðâàëàõ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè). Ýòè èíòåðâàëû
òåì øèðå, ÷åì áîëüøå ãëóáèíà ìîäóëÿöèè
ïàðàìåòðà. Äàëåå áóäóò ïîëó÷åíû àíàëèòè-
÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòîòíûõ ãðàíèö
èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâî-
ñòè íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêè áîëåå ñòðîãî-
ãî îïèñàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
ïðè ïðÿìîóãîëüíîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé
ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà.

2.  ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ  ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ  ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

È  ÑÐÅÄÍÈÉ  ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÉ  ÏÅÐÈÎÄ
ÏÐÈ  ÁÎËÜØÎÉ  ÃËÓÁÈÍÅ  ÌÎÄÓËßÖÈÈ

Â òå÷åíèå èíòåðâàëîâ  (0, 2T )  è
( 2T , T)  äëèíà ìàÿòíèêà íåèçìåííà, è åãî
äâèæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîá-
ñòâåííîå êîëåáàíèå, ïîä÷èíÿþùååñÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ. Îäíàêî êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè
(0, 2T )  è  ( 2T , T)  ðàçëè÷àþòñÿ:

            0sin2 2
1 =++ ϕωϕγϕ &&& ,

 
m+

=
1

0
1

ωω       äëÿ 0 < t < 2T , (2)

            0sin2 2
2 =++ ϕωϕγϕ &&& ,

            
m−

=
1

0
2

ωω      äëÿ � 2T  < t < 0. (3)

Çäåñü  00 lg=ω   � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòî-
òà ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñî ñðåäíåé
äëèíîé  0l , à  γ  � ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ,

îáóñëîâëåííîãî âÿçêèì òðåíèåì. Ïðè ìåä-
ëåííîì äâèæåíèè ìàÿòíèêà â âîçäóõå çàâè-
ñèìîñòü ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ îò ñêîðîñòè ñ
õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåé-
íîé. Êîãäà ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðèëîæåíà
ê ãðóçó íà êîíöå ñòåðæíÿ ìàÿòíèêà, è ýòà
ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ëèíåéíîé ñêîðîñòè
ãðóçà lϕ& , ìîìåíò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí

2lϕ& . Ïîñêîëüêó ìîìåíò èíåðöèè â íàøåé
ìîäåëè (ëåãêèé ñòåðæåíü ñ ãðóçîì íà êîíöå)
òàêæå ïðîïîðöèîíàëåí 2l , ïîñòîÿííàÿ çàòó-
õàíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè äëèíû
ìàÿòíèêà (ïðè ñìåùåíèè ãðóçà âäîëü ñòåð-
æíÿ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî åå çíà÷åíèÿ â óðàâíå-
íèÿõ (2) è (3) îäèíàêîâû.

Êàæäûé ðàç â ìîìåíòû 2Tntn =
(n = 1, 2, ...), êîãäà äëèíà ìàÿòíèêà ðåçêî èç-
ìåíÿåòñÿ, íóæíî ñîâåðøèòü ïåðåõîä îò îä-
íîãî èç óðàâíåíèé (2)�(3) ê äðóãîìó. Íà ïðî-
òÿæåíèè êàæäîãî ïîëóïåðèîäà 2T  ãðàôèê
äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îò-
ðåçîê íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ.
Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñ-
êîãî âîçáóæäåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü äîëæ-
íûì «ñøèâàíèåì» èçâåñòíûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé (2)�(3) äëÿ ïðèìûêàþùèõ èíòåðâà-
ëîâ âðåìåíè.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êàæäîãî èíòåð-
âàëà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé ìîäåëüþ,
âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷àëü-
íîå çíà÷åíèå óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ  áåðåòñÿ
ðàâíûì çíà÷åíèþ óãëà  )(tϕ , êîòîðîãî ìàÿò-
íèê äîñòèãàåò ê êîíöó ïðåäûäóùåãî èíòåð-
âàëà. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè
ϕ&  ñâÿçàíî ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ â êîíöå ïðå-
äûäóùåãî èíòåðâàëà çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà:

2
2

1
2 )1()1( ϕϕ && ll mm −=+ . (4)

Â óðàâíåíèè (4)  1ϕ&  � óãëîâàÿ ñêîðîñòü â
êîíöå ïðåäøåñòâóþùåãî èíòåðâàëà, íà ïðî-
òÿæåíèè êîòîðîãî ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíè-
êà áûë ðàâåí  2

01 )1( lmJJ += , à  2ϕ&  � íà-
÷àëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ñëåäóþùåãî èíòåðâà-
ëà, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðîãî ìîìåíò èíåðöèè
ðàâåí  2

02 )1( lmJJ −= . Ñêà÷êîîáðàçíîå èç-
ìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ïðè ðåçêîì èçìå-
íåíèè ìîìåíòà èíåðöèè îò çíà÷åíèÿ  J2  äî
J1   íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Çäåñü äîïóñòèìî
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èñïîëüçîâàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà
èìïóëüñà â âèäå (4), ïîòîìó ÷òî çà êîðîòêîå
âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ ãðóçà âäîëü ñòåðæíÿ
âëèÿíèåì ñèëû òÿæåñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàÿò-
íèê ñâîáîäíî âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè.
Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè ñäâèã
ãðóçà âäîëü ñòåðæíÿ ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ,
ñîñòàâëÿþùåå ìàëóþ ÷àñòü ïåðèîäà ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé.

Îïðåäåëÿÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óðàâ-
íåíèÿ (2)�(3) äàþò ðåøåíèÿ ñ íàðàñòàþ-
ùåé àìïëèòóäîé, ìîæíî íàéòè èíòåðâàëû
÷àñòîòû ω  âáëèçè ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé

nn 02ωω = , â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ñîñòîÿíèå
ïîêîÿ ìàÿòíèêà íåóñòîé÷èâî ïðè äàííîé ãëó-
áèíå ìîäóëÿöèè lm . Â òàêèõ èíòåðâàëàõ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ñêîëü óãîä-
íî ìàëîãî îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà èç ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîãðåññèâ-
íîãî ðîñòà ïåðâîíà÷àëüíî ìàëûõ êîëåáàíèé.

Â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè [1] áûë íàéäåí
ïîðîã ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ìàÿò-
íèêà â óñëîâèÿõ ðåçîíàíñà, êîãäà äâà öèêëà
ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà ïðîèñõîäèëè íà ïðî-
òÿæåíèè îäíîãî ïåðèîäà èëè òðåõ ïåðèîäîâ
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïîëó÷åííàÿ îöåí-
êà ñïðàâåäëèâà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ãëó-
áèíû ìîäóëÿöèè lm  äëèíû ìàÿòíèêà. Äëÿ
áîëüøèõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè  lm
ñàìî ïîíÿòèå ñîáñòâåííîãî ïåðèîäà òðåáóåò

óòî÷íåíèÿ. Ïóñòü  glT 000 22 πωπ ==   �
ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà,
êîãäà ìàññèâíûé ãðóç çàêðåïëåí â ñðåäíåì
ïîëîæåíèè, òî åñòü ýôôåêòèâíàÿ äëèíà ðàâ-
íà 0l . Êîãäà ãðóç ñìåùåí âíèç, ïåðèîä ñòà-

íîâèòñÿ íåñêîëüêî áîëüøå:  101 lmTT ≈+=
)21(0 lmT +≈ . Íàïðîòèâ, ïåðèîä óêîðà÷èâà-

åòñÿ, êîãäà ãðóç ñìåùåí ââåðõ ê îñè:

)21(1 002 ll mTmTT −≈−= .

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ââåñòè ñðåäíèé
ñîáñòâåííûé ïåðèîä íå êàê àðèôìåòè÷åñêîå

ñðåäíåå  )(
2
1

21 TT + , à êàê ïåðèîä, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó çíà-

÷åíèþ ÷àñòîòû )(
2
1

21av ωωω += ,  ãäå

11 2 Tπω =   è 22 2 Tπω = . Òàêèì îáðàçîì,

ñðåäíèé ïåðèîä  avT  îïðåäåëèì ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèåì:

)(
22

21

21

av
av TT

TT
T

+
==

ω
π

. (5)

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðèîä  T  ìîäóëÿöèè
ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷íîé íà-
ñòðîéêå íà îäèí èç ðåçîíàíñîâ, çàâèñèò íå
òîëüêî îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà  n  ðåçîíàíñà,
íî òàêæå è îò ãëóáèíû ìîäóëÿöèè lm . Äëÿ
âûïîëíåíèÿ ðåçîíàíñíûõ óñëîâèé ïðèðàùå-
íèå ôàçû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé çà îäèí
öèêë ìîäóëÿöèè äîëæíî áûòü ðàâíî  π ,  π2 ,

π3 , ..., πn , ... Íà ïðîòÿæåíèè ïåðâîãî ïîëó-
ïåðèîäà ôàçà âîçðàñòàåò íà 21Tω , à íà ïðî-
òÿæåíèè âòîðîãî ïîëóïåðèîäà � íà  22Tω .
Ïîýòîìó âìåñòî ïðèáëèæåííîãî óñëîâèÿ (1)
ïîëó÷àåì:

πωω
nT =+

2
21 ,

èëè  
2
av

av

T
nnTT n ===

ω
π

. (6)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà íåêîòîðîãî ïîðÿäêà n óñëîâèå
òî÷íîé íàñòðîéêè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
çíà÷åíèÿ äâóõ ñîáñòâåííûõ ïåðèîäîâ 1T  è

2T . Ýòî óñëîâèå èìååò âèä  
2
avT

nT = , ãäå  avT

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5). Äëÿ ìàëûõ
è óìåðåííûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè

lm  ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïðèáëè-
æåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé
÷àñòîòû è ïåðèîäà:






 +≈











−
+

+
= 2

0
0

av 8

3
1

1

1

1

1

2 l
ll

m
mm

ωωω ,






 −≈ 2

0av 8

3
1 lmTT . (7)

Ðàçëè÷èå ìåæäó avT  è 0T  ïðîÿâëÿåòñÿ â
÷ëåíàõ, êâàäðàòè÷íûõ ïî ãëóáèíå ìîäóëÿ-
öèè.

3.  ×ÀÑÒÎÒÍÛÅ  ÈÍÒÅÐÂÀËÛ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ  ÐÅÇÎÍÀÍÑÎÂ

ÍÅ×ÅÒÍÛÕ  ÏÎÐßÄÊÎÂ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíèö èíòåðâàëîâ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, ñîäåðæà-
ùèõ ðåçîíàíñíûå çíà÷åíèÿ 2avTT = ,
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avTT = ,  23 avTT = , ..., íóæíî ðàññìîòðåòü
ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
àìïëèòóäû, ïðîèñõîäÿùèå ïðè ñîâïàäåíèè
ïåðèîäà ìîäóëÿöèè ñ îäíîé èç ýòèõ ãðàíèö.
Òàêèå ñòàöèîíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáà-
íèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÷åðåäîâàíèå ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ñ ïåðèîäàìè  1T   è  2T .

3.1.  ÎÑÍÎÂÍÎÉ  ÈÍÒÅÐÂÀË
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ  ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îêðåñòíîñòü îñ-
íîâíîãî ðåçîíàíñà, ïðîèñõîäÿùåãî ïðè

2avTT = . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðèîä ìîäó-
ëÿöèè  T  ñîîòâåòñòâóåò ëåâîé ãðàíèöå èí-
òåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè, òî åñòü ÷òî îí íå-
ìíîãî ìåíüøå ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ. Â òà-
êîì ñëó÷àå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ðåç-
êèìè óâåëè÷åíèÿìè è óìåíüøåíèÿìè äëè-
íû ìàÿòíèêà ïðîõîäèò ÷óòü ìåíüøå ÷åòâåð-
òè ñðåäíåãî ñîáñòâåííîãî ïåðèîäà  avT . Ñòà-
öèîíàðíûé ðåæèì êîëåáàíèé ïîñòîÿííîé
àìïëèòóäû â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ìîæåò ðåà-
ëèçîâàòüñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ðåçêèå
óâåëè÷åíèÿ è óìåíüøåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñ-
òè ðàâíû ïî âåëè÷èíå. Ãðàôèêè óãëà îòêëî-
íåíèÿ )(tϕ  è óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  äëÿ òà-
êîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà èìåþò õàðàê-
òåðíûé âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1. Ñåãìåí-
òû ãðàôèêîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé (ïðî-
èñõîäÿùèõ íà èíòåðâàëàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåèçìåííîé äëèíå ìàÿòíèêà) ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ÷åðåäóþùèåñÿ îòðåçêè ñèíóñîèä è êî-

ñèíóñîèä ñ ïåðèîäàìè  1T   è  2T .  Ýòè ñåã-
ìåíòû ñèììåòðè÷íî îáðåçàíû ñ äâóõ ñòîðîí.

Ïðèìåì ìîìåíò, êîãäà ãðóç ñìåùàåòñÿ
âíèç, çà íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè  t = 0. Â ýòîò
ìîìåíò âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðîñòè ðåçêî
óìåíüøàåòñÿ (ñì. ðèñ. 1). Çàòåì íà ïðîòÿæå-
íèè ïðîìåæóòêà âðåìåíè ( 0, 2T ) ãðàôèê
îïèñûâàåò îòðåçîê ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ

ñ ÷àñòîòîé  m+= 101 ωω . Ïîñêîëüêó ãðà-
ôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ìîìåíòà
âðåìåíè 4T , ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñ-
òè îò âðåìåíè äëÿ )(tϕ  è  )(tϕ&  ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå:

)4(cos)( 111 TtAt −−= ωϕ ,

)4(sin)( 1111 TtAt −= ωωϕ& ,

0 < t < 2T . (8)

Àíàëîãè÷íî íà èíòåðâàëå  (� 2T , 0)  ãðà-
ôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê ñîáñòâåí-
íîãî êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé  m−= 102 ωω :

)4(sin)( 222 TtAt +−= ωϕ ,

)4(cos)( 2222 TtAt +−= ωωϕ& ,

� 2T  < t < 0. (9)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ 1A  è 2A
âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè, êîòîðûå äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ ïðè «ñøèâàíèè» îòðåçêîâ ãðà-
ôèêà, è ó÷òåì ïåðèîäè÷íîñòü ñòàöèîíàðíî-
ãî ïðîöåññà êîëåáàíèé. Ïðè  t = 0  óãîë îò-
êëîíåíèÿ îäèíàêîâ äëÿ 1ϕ  è 2ϕ , òî åñòü

)0()0( 21 ϕϕ = . Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðè  t = 0

Ðèñ. 1. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèêè ñòàöèîíàðíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà íèæíåé

ãðàíèöå îñíîâíîãî èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè (âáëèçè  2avTT = )
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Ìàÿòíèê ñ ìîäóëèðóåìîé äëèíîé. II. Îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ

ïðåòåðïåâàåò ñêà÷îê, âåëè÷èíà êîòîðîãî ñëå-
äóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëü-
ñà: )0()1()0()1( 2

2
1

2 ϕϕ && ll mm −=+ , ñì. (4). Èç
ýòèõ óñëîâèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíå-
íèÿ äëÿ 1A  è 2A :

)4sin()4cos( 2211 TATA ωω = , (10)

)4cos()1(

)4sin()1(

22
2

12

11
2

11

TmA

TmA

ωω
ωω

−=
=+

. (11)

Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (10)�(11) äëÿ  1A  è

2A  ñîâìåñòíû òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå íóëþ
îïðåäåëèòåëÿ, òî åñòü ïðè âûïîëíåíèè ñëå-
äóþùåãî óñëîâèÿ:

=+ )4sin()4sin()1( 211
2

1 TTm ωωω
    )4cos()4cos()1( 212

2
1 TTm ωωω−= . (12)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïåðèîä ìîäóëÿ-
öèè  T  (ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ãëóáèíû
ìîäóëÿöèè lm ), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ëå-
âîé ãðàíèöå èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå
(12) ê ôîðìå, óäîáíîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé
âåëè÷èíû  T:

)4cos()1()2cos()1( av TqTq ωω ∆−=+ ,

(13)

ãäå 2)( 21av ωωω +=  è 12 ωωω −=∆ . Â óðàâ-
íåíèè (13) ââåäåíà áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà
q, çàâèñÿùàÿ îò ãëóáèíû ìîäóëÿöèè  lm :

23

1
1







−
+=

l

l

m

m
q . (14)

×òîáû íàéòè ëåâóþ ãðàíèöó −T  èíòåð-
âàëà íåóñòîé÷èâîñòè, ñîäåðæàùåãî îñíîâ-
íîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ, íóæíî èñ-
êàòü ðåøåíèå  T  óðàâíåíèÿ (13) â îêðåñòíî-
ñòè 20 TT = . Çàìåíèì  T  â àðãóìåíòå êîñè-
íóñà â ëåâîé ÷àñòè (13) íà TT ∆+2av . Ïî-
ñêîëüêó πω 2avav =T , êîñèíóñ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå )2sin( av T∆− ω . Òîãäà óðàâ-
íåíèå (13) ïðèíèìàåò âèä:

  
4

)2(
cos

1

1
)2sin( av

av
TT

q

q
T

∆+∆
+
−−=∆ ωω .

(15)

Ýòî óðàâíåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé âåëè÷è-
íû T∆  ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì èòåðàöèé. Â
êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà
ìîæíî âçÿòü çíà÷åíèå T∆  = 0  è ïîäñòàâèòü
åãî â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (15). Òîãäà ëå-
âàÿ ÷àñòü (15) äàåò çíà÷åíèå T∆  ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Ïîäñòàâëÿÿ T∆  ïåðâîãî ïîðÿäêà â
ïðàâóþ ÷àñòü (15), â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì
çíà÷åíèå T∆  âî âòîðîì ïîðÿäêå. Ýòó ïðî-
öåäóðó èòåðàöèé ìîæíî ïîâòîðÿòü äî òåõ
ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åíî ñàìîñîãëàñîâàí-
íîå çíà÷åíèå T∆ . Âûïîëíÿÿ òàêèå âû÷èñëå-
íèÿ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿ-
öèè  lm , ìîæíî íàéòè âñþ ëåâóþ ãðàíèöó

)( lmT−  ïåðâîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, êàê
ìîæíî ïîëó÷èòü ïðàâóþ ãðàíèöó ýòîãî èí-
òåðâàëà, à òàêæå ãðàíèöû äðóãèõ èíòåðâà-
ëîâ íåóñòîé÷èâîñòè.

Èíòåðâàëû íåóñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè

lmT −   äëÿ ïåðâûõ øåñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ðåçîíàíñîâ, ðàññ÷èòàííûå ÷èñëåííî ñ ïîìî-
ùüþ âûøåîïèñàííîé ïðîöåäóðû, ïîêàçàíû
íà ðèñ. 2. Çäåñü ìîæíî óâèäåòü àíàëîãèþ ñ
èçâåñòíîé äèàãðàììîé Àéíñà�Ñòðýòòà äëÿ
èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâî-
ñòè ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì Ìà-
òüå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàÿòíèêà ñ âåðòèêàëü-
íûìè îñöèëëÿöèÿìè òî÷êè ïîäâåñà.

×òîáû íàáëþäàòü ñòàöèîíàðíûå êîëåáà-
íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ëåâîé ãðàíèöå èí-
òåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè (ñì. ðèñ. 1) â ìî-
äåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå, íåäîñòàòî÷íî
âûáðàòü â êà÷åñòâå ïåðèîäà ìîäóëÿöèè  T
ñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(15) äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ãëóáèíû ìî-
äóëÿöèè lm : íåîáõîäèìî òàêæå äîëæíûì
îáðàçîì çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâå âûðàæåíèÿ (8),
ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè ïðîèçâîëüíîì (íî
ìàëîì) íà÷àëüíîì îòêëîíåíèè )0(1ϕ  íà-
÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü äîëæíà áûòü ðàâ-
íà )0()4tan()0( 1111 ϕωωϕ T=& .

Äëÿ ïðàâîé ãðàíèöû îñíîâíîãî èíòåðâà-
ëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïåðè-
îä ìîäóëÿöèè  T  íåìíîãî áîëüøå ðåçîíàíñ-
íîãî çíà÷åíèÿ 2avTT = . Â ýòîì ñëó÷àå ìåæ-
äó ïîñëåäîâàòåëüíûìè óâåëè÷åíèÿìè è
óìåíüøåíèÿìè äëèíû ìàÿòíèêà ïðîèñõîäèò
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÷óòü áîëüøå ÷åòâåðòè ñðåäíåãî ñîáñòâåííî-
ãî ïåðèîäà avT . Ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ è
óãëîâîé ñêîðîñòè äëÿ òàêîãî ïåðèîäè÷åñêî-
ãî ïðîöåññà ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè îò âðåìå-
íè )(tϕ  è )(tϕ&  íà èíòåðâàëå  (0, 2T )  ìîæ-
íî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

)4(sin)( 111 TtBt −= ωϕ ,

)4(cos)( 1111 TtBt −= ωωϕ& ,

0 < t < 2T . (16)

Íà èíòåðâàëå  (� 2T , 0)  ãðàôèê (ñì.
ðèñ. 3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê ñîáñòâåí-

íîãî êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 
m−

=
1

0
2

ωω :

)4(cos)( 222 TtBt +−= ωϕ ,

)4(sin)( 2222 TtBt += ωωϕ& ,

� 2T  < t < 0. (17)

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû
òåì, ÷òî îïèñàíû ïîñëå óðàâíåíèé (8)�(9)
äëÿ ëåâîé ãðàíèöû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî T∆
äëÿ ïðàâîé ãðàíèöû èíòåðâàëà íàõîäèòñÿ ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò
(15) ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì â ïðàâîé ÷à-
ñòè. Ðåøàÿ åãî ÷èñëåííî ìåòîäîì èòåðàöèé
äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé lm , ïîëó÷àåì ïðàâóþ
ãðàíèöó îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñ-
êîé íåóñòîé÷èâîñòè (ñì. ðèñ. 2).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè-

Ðèñ. 2. Èíòåðâàëû ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ïðÿìîóãîëüíîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé
ìîäóëÿöèè äëèíû ìàÿòíèêà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ

Ðèñ. 3. Ñòàöèîíàðíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå îñíîâíîãî èíòåðâàëà

íåóñòîé÷èâîñòè (âáëèçè  2avTT =  ).
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Ðèñ. 4. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè è ãðàôèêè óãëîâîé ñêîðîñòè è óãëà îòêëîíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
êîëåáàíèé íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè âáëèçè  2avTT =

÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (15), ñïðàâåäëè-
âûõ ïðè ìàëîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè  lm , ìîæ-
íî óïðîñòèòü åãî ïðàâóþ ÷àñòü, ó÷èòûâàÿ,
÷òî lmq 31+≈ ,  lmq 31≈− . Çíà÷åíèå êîñè-
íóñà ìîæíî ïðèáëèæåííî ïîëîæèòü ðàâ-
íûì 1. Â ëåâîé ÷àñòè (15) ñèíóñ ìîæíî çà-
ìåíèòü åãî ìàëûì àðãóìåíòîì, â êîòîðîì

avav 2 Tπω = . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùèå ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ îáåèõ
ãðàíèö îñíîâíîãî èíòåðâàëà, ñïðàâåäëèâûå
âïëîòü äî êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ ïî lm :

0

2

av 8

33
1

2
13

1
2
1

T
mm
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m

T lll






−=


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
=

ππ
mm

m .

(18)

3.2.  ÈÍÒÅÐÂÀË  ÒÐÅÒÜÅÃÎ  ÏÎÐßÄÊÀ

Ãðàíèöû èíòåðâàëîâ íåóñòîé÷èâîñòè
âîêðóã ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ âûñøèõ

ïîðÿäêîâ ìîæíî íàéòè àíàëîãè÷íî. Ïðè ðå-
çîíàíñå òðåòüåãî ïîðÿäêà (n = 3) äâà öèêëà
èçìåíåíèÿ äëèíû ìàÿòíèêà ïðîèñõîäÿò íà
ïðîòÿæåíèè ïðèáëèçèòåëüíî òðåõ ïåðèîäîâ
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ( 23 avTT ≈ ). Ôàçî-
âûå òðàåêòîðèè è ãðàôèêè ñòàöèîíàðíûõ
êîëåáàíèé íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ òðå-
òüåãî èíòåðâàëà ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.

Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ýòèõ ïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèé çàìûêàåòñÿ ïîñëå äâóõ öèêëîâ
ìîäóëÿöèè. Îíà îáðàçîâàíà äâóìÿ êîíöåíò-
ðè÷åñêèìè ýëëèïñàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìàëûì êîëåáàíèÿì ìàÿòíèêà ñ ÷àñòîòàìè

1ω   è 2ω . Èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà îáõîäèò ýòó
òðàåêòîðèþ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïåðåñêàêè-
âàÿ ñ îäíîãî ýëëèïñà íà äðóãîé êàæäûé ðàç,
êîãäà ãðóç ñìåùàåòñÿ âäîëü ñòåðæíÿ ìàÿò-
íèêà. Öèôðû íà ðèñ. 4 ïîìîãàþò ïðîñëåäèòü
äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè: ýêâèâàëåí-
òíûå òî÷êè ôàçîâîé òðàåêòîðèè è ãðàôèêà
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óãëîâîé ñêîðîñòè îòìå÷åíû îäèíàêîâûìè
öèôðàìè.

Ðàññìàòðèâàÿ óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ ãðàôè-
êîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè  1ω
è 2ω  äëÿ ëåâîé ãðàíèöû, ïîëó÷àåì òàêèå æå
óðàâíåíèÿ (10)�(11) äëÿ  1A   è  2A   è òàêîå
æå óðàâíåíèå (15) äëÿ ïåðèîäà ìîäóëÿöèè.
Òàê áóäåò äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ íå÷åòíûõ
ïîðÿäêîâ. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðàâîé ãðàíèöû
ïîëó÷àåì òàêèå æå óðàâíåíèÿ äëÿ  1B   è  2B ,
êàê è â ñëó÷àå  n = 1, à òàêæå óðàâíåíèå (15)
ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì â ïðàâîé ÷àñòè
äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðèîäà
ìîäóëÿöèè  T. Íî äëÿ èíòåðâàëà òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà íóæíî èñêàòü ðåøåíèå ýòèõ óðàâíå-
íèé â îêðåñòíîñòè  23 avTT = , êàê è äëÿ ëþ-
áîãî äðóãîãî èíòåðâàëà íå÷åòíîãî ïîðÿäêà
n  � â îêðåñòíîñòè  2avTnT = . Ãðàíèöû èí-
òåðâàëîâ òðåòüåãî è ïÿòîãî ïîðÿäêîâ, ïîëó-
÷åííûå ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì
èòåðàöèé, òàêæå ïðèâåäåíû âûøå íà ðèñ. 2.

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ìîäóëÿ-
öèè lm  ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííûå àíàëè-
òè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ íèæíåé è âåðõíåé
ãðàíèö òðåòüåãî èíòåðâàëà, ñïðàâåäëèâûå
âïëîòü äî êâàäðàòè÷íûõ ïî lm  ÷ëåíîâ:
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av 8
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3
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
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ππ
mm
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lm <<1. (19)

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè òðåòèé èíòåðâàë
õàðàêòåðèçóåòñÿ òàêîé æå øèðèíîé

0)3( Tml π  ÷òî è èíòåðâàë íåóñòîé÷èâîñòè â
îêðåñòíîñòè îñíîâíîãî ðåçîíàíñà. Îäíàêî
ýòîò èíòåðâàë îòëè÷àåòñÿ áîëüøåé àñèììåò-
ðèåé: åãî ñåðåäèíà ñìåùåíà âëåâî (â ñòîðî-
íó ìåíüøèõ  T ) îò ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ

02
3

TT =   íà 0
2

16
9

Tm
l

.

4.  ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ  ÐÅÇÎÍÀÍÑÛ
×ÅÒÍÛÕ  ÏÎÐßÄÊÎÂ

Ïðè ìàëîé è óìåðåííîé ãëóáèíå ïðÿìî-
óãîëüíîé ìîäóëÿöèè äëèíû ìàÿòíèêà ïàðà-
ìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ ïîðÿäêà  n = 2  (îäèí
öèêë ìîäóëÿöèè íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî ïå-
ðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé) îêàçûâàåòñÿ
ñðàâíèòåëüíî ñëàáûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ-

ñìîòðåííûìè âûøå ðåçîíàíñàìè  n = 1  è
n = 3 . Â ñëó÷àå  n = 2  íà ïðîòÿæåíèè êàæäî-
ãî ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ ñäâèãè ãðóçà ïðè-
âîäÿò ïî îäíîìó ðàçó è ê óâåëè÷åíèþ, è ê
óìåíüøåíèþ ýíåðãèè ìàÿòíèêà. Ðîñò êî-
ëåáàíèé ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà âëîæåíèå
ýíåðãèè â ìîìåíò ñäâèãà ãðóçà ââåðõ áó-
äåò áîëüøå, ÷åì óìåíüøåíèå ýíåðãèè â ìî-
ìåíò ñäâèãà âíèç. Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè
óñëîâèè, ÷òî ãðóç ñäâèãàåòñÿ ââåðõ òîãäà,
êîãäà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìàÿòíèêà áîëüøå,
÷åì êîãäà ãðóç ñìåùàåòñÿ âíèç. Ïðè avTT ≈
òàêîå óñëîâèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî
áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâàíèþ (ìàëîãî) ðàçëè-
÷èÿ ñîáñòâåííûõ ïåðèîäîâ 1T  è 2T , ãäå

lmTT += 101  � ïåðèîä ïðè ñìåùåííîì âíèç

ãðóçå, à  lmTT −= 102   � ïðè ñìåùåííîì
ââåðõ ãðóçå ìàÿòíèêà. Ýòî ðàçëè÷èå ñîá-
ñòâåííûõ ïåðèîäîâ ïðîïîðöèîíàëüíî  lm .

Ðîñò êîëåáàíèé ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì
ðåçîíàíñå âòîðîãî ïîðÿäêà èëëþñòðèðóåòñÿ
ðèñ. 5. Îòìåòèì àñèììåòðè÷íûé õàðàêòåð
ýòèõ êîëåáàíèé: óãëîâîå îòêëîíåíèå ìàÿò-
íèêà â îäíó ñòîðîíó áîëüøå, ÷åì â ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ. Ïðè ýòîì ðåçóëüòèðóþùåå âëî-
æåíèå ýíåðãèè çà ïåðèîä ïðîïîðöèîíàëüíî
êâàäðàòó ãëóáèíû ìîäóëÿöèè lm  â îòëè÷èå
îò ðåçîíàíñîâ  n = 1  è  n = 3, äëÿ êîòîðûõ
âëîæåíèå ýíåðãèè ïðîïîðöèîíàëüíî ïåðâîé
ñòåïåíè lm . Ïîýòîìó ïðè îäíîé è òîé æå
ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ γ  (îäíîé è òîé æå
äîáðîòíîñòè  Q) äëÿ ïðåâûøåíèÿ ïîðîãà ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ïðè  n = 2  íå-
îáõîäèìà çíà÷èòåëüíî áóëüøàÿ ãëóáèíà ìî-
äóëÿöèè. Ðîñò àìïëèòóäû çäåñü òàêæå îãðà-
íè÷èâàåòñÿ íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè ìàÿò-
íèêà.

Èíòåðâàë íåóñòîé÷èâîñòè â îêðåñòíîñ-
òè ðåçîíàíñà n = 2 (äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé  lm )
çíà÷èòåëüíî ýæå èíòåðâàëîâ  n = 1  è  n = 3 .
Åãî øèðèíà òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíà ëèøü
êâàäðàòó ãëóáèíû ìîäóëÿöèè  lm .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíèö ýòîãî èíòåðâà-
ëà íåóñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñòà-
öèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ïðè  0TT ≈  êàê îáðà-
çîâàííûå ÷åðåäóþùèìèñÿ îòðåçêàìè ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ñ ïåðèîäàìè  1T  è 2T .
Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèêè óãëîâîé ñêî-
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Ðèñ.6. Ñòàöèîíàðíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íà ëåâîé ãðàíèöå èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè
âòîðîãî ïîðÿäêà  n = 2  (âáëèçè  0av TTT ≈= )

Ðèñ. 5. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèêè óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  è óãëà îòêëîíåíèÿ )(tϕ
ïðè êîëåáàíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó âòîðîãî ïîðÿäêà  n = 2 ( avTT ≈ )

ðîñòè )(tϕ&  è óãëà îòêëîíåíèÿ  )(tϕ   ñòàöèî-
íàðíûõ êîëåáàíèé íà îäíîé èç ãðàíèö ïîêà-
çàíû íà ðèñ. 6. Ïðè êîëåáàíèÿõ íà ãðàíèöå
èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè ðåçêèå óâåëè÷å-
íèÿ è óìåíüøåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè â îòñóò-
ñòâèå òðåíèÿ â òî÷íîñòè êîìïåíñèðóþò äðóã
äðóãà.

Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ñòàöèîíàðíûõ êîëå-
áàíèé ìàëîé àìïëèòóäû ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ  )(tϕ
è )(tϕ&  íà èíòåðâàëå  (0, � 2T )  (ñì. ðèñ. 6):

)4(cos)( 111 TtAt −−= ωϕ ,

)4(sin)( 1111 TtAt −= ωωϕ& ,

0 < t < 2T , (20)

à íà èíòåðâàëå  (� 2T , 0)

)4(cos)( 222 TtAt += ωϕ ,

)4(sin)( 2222 TtAt +−= ωωϕ& ,

� 2T  < t < 0. (21)

Óñëîâèÿ «ñøèâàíèÿ» ãðàôèêîâ ïðè  t = 0
òàêèå æå, êàê è äëÿ äðóãèõ ðåçîíàíñîâ,
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à èìåííî, ïðè  t = 0  äîëæíî áûòü
)0()0( 21 ϕϕ = , à óãëîâàÿ ñêîðîñòü èçìåíÿòñÿ

ñêà÷êîì â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíå-
íèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (ñì. óðàâíåíèå (4)).
Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äëÿ  1A
è 2A :

)4cos()4cos( 2211 TATA ωω −= . (22)

=+ )4sin()1( 11
2

1 TmA l ωω

)4sin()1( 22
2

2 TmA l ωω−= . (23)

Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (22)�(23) äëÿ  1A
è 2A  èìåþò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîëüêî
ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

=+ )4cos()4sin()1( 211
2 TTml ωωω

  )4cos()4sin()1( 122
2 TTml ωωω−−= . (24)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïåðèîä ìîäóëÿ-
öèè  T  (ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè lm ), ñîîò-
âåòñòâóþùèé ëåâîé ãðàíèöå 2-ãî èíòåðâàëà
ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. Óðàâíå-
íèå (24) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùå-
ìó âèäó, óäîáíîìó äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
èòåðàöèÿìè:

)4sin()1()2sin()1( av TqTq ωω ∆−=+ ,

(25)

ãäå  q  çàâèñèò îò ãëóáèíû ìîäóëÿöèè lm  â
ñîîòâåòñòâèè ñ (14). Äàëåå ìîæíî çàìåíèòü
T  â àðãóìåíòå ñèíóñà â ëåâîé ñòîðîíå (25)
íà TT ∆+av . Ïîñêîëüêó  πω 2avav =T , ñèíóñ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê � )2sin( av T∆ω . Òîã-
äà óðàâíåíèå (25) ïðèíèìàåò âèä:

4

)(
sin

1
1

)2sin( av
av

TT

q

q
T

∆+∆
+
−−=∆ ωω .

(26)

Ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî T∆   ìîæ-
íî ðåøàòü ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé
âûøå ïðîöåäóðû èòåðàöèé. Ñàìîñîãëàñî-
âàííûå ðåøåíèÿ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ãëó-
áèíû ìîäóëÿöèè  lm   äàþò ëåâóþ ãðàíèöó
èíòåðâàëà  n = 2. Äëÿ ðàññ÷èòàííîãî òàêèì
îáðàçîì ïåðèîäà ìîäóëÿöèè  T  íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñòàöèîíàðíûå
êîëåáàíèÿ, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ (20), â
ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïðè ïðîèçâîëüíîì

íà÷àëüíîì îòêëîíåíèè )0(1ϕ  íà÷àëüíàÿ óã-

ëîâàÿ ñêîðîñòü äîëæíà áûòü ðàâíà
)0()4tan()0( 1111 ϕωωϕ T=& .

Ïðàâàÿ ãðàíèöà 2-ãî èíòåðâàëà äàåòñÿ
óðàâíåíèåì, îòëè÷àþùèìñÿ îò (26) ïðîòè-
âîïîëîæíûì çíàêîì åãî ïðàâîé ÷àñòè. Îáå
ãðàíèöû ïîêàçàíû íà äèàãðàììå 2 âìåñòå ñ
èíòåðâàëàìè áîëåå âûñîêèõ ÷åòíûõ ïîðÿä-
êîâ, ïîëó÷åííûìè ïóòåì àíàëîãè÷íûõ ÷èñ-
ëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåðâàëû ÷åòíûõ ïîðÿä-
êîâ (n =  2, 4, 6) ïðè ìàëîé ãëóáèíå ìîäóëÿ-
öèè  lm   íàìíîãî ýæå ðåçîíàíñîâ íå÷åòíûõ
ïîðÿäêîâ. Ñ ðîñòîì  lm   ÷åòíûå èíòåðâàëû
ðàñøèðÿþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ ñðàâíèìûìè ñ
èíòåðâàëàìè íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ.

Ïðè ìàëûõ è óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ ãëó-
áèíû ìîäóëÿöèè  lm  << 1  èç ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (26) (è óðàâíåíèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì
çíàêîì äëÿ äðóãîé ãðàíèöû) ìîæíî ïîëó÷èòü
ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
äëÿ îáåèõ ãðàíèö 2-ãî èíòåðâàëà:

0
2

0av
2

8
3

4
3

4
3

1 TmTTmT ll 




 −+=





= mm

m .

(27)

òî åñòü  )
8
9

1( 2
0 lmTT −=− , )

8
3

1( 2
0 lmTT +=+ .

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, øèðèíà ýòîãî

èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè 0
2

2
3

TmTT l=− −+

ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ãëóáèíû ìîäóëÿ-
öèè.

5.  ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß  ÃÐÀÍÈÖ
ÈÍÒÅÐÂÀËÎÂ  ÏÐÈ ÁÎËÜØÎÉ

ÃËÓÁÈÍÅ  ÌÎÄÓËßÖÈÈ

Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, ïðè îïðåäåëåííûõ
çíà÷åíèÿõ  lm   îáå ãðàíèöû èíòåðâàëîâ ñ
n > 2  ñîâïàäàþò (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè
ïåðåñåêàþòñÿ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè òàêèõ  lm
äàííûå èíòåðâàëû ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè èñ÷åçàþò. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
òàêèå çíà÷åíèÿ  lm  ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåí-
íûì ïåðèîäàì êîëåáàíèé  1T  è 2T , êîòîðûå
îòíîñÿòñÿ êàê  2 : 1, 3 : 1, è 3 : 2.

Ïðè ïåðâîì ïåðåñå÷åíèè (îòíîøåíèå
2 : 1) ìàÿòíèê ñîâåðøàåò â òî÷íîñòè ïîëî-
âèíó ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì  1T
â òå÷åíèå ïåðâîé ïîëîâèíû öèêëà ìîäóëÿ-
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Ðèñ. 7. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèêè óãëîâîé ñêîðîñòè  )(tϕ&  è óãëà îòêëîíåíèÿ )(tϕ
äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèö òðåòüåãî èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè

öèè (ñì. ðèñ. 7). Íà ôàçîâîé äèàãðàììå èçîá-
ðàæàþùàÿ òî÷êà çà ýòî âðåìÿ îïèñûâàåò ïî-
ëîâèíó ìåíüøåãî ýëëèïñà (1�2) è çàòåì ïå-
ðåñêàêèâàåò âíèç íà áîëüøèé ýëëèïñ (2�3).
Çà âòîðóþ ïîëîâèíó öèêëà ìîäóëÿöèè ìàÿò-
íèê ñîâåðøàåò ïîëíîå êîëåáàíèå ñ ïåðèî-
äîì 212 TT = , òàê ÷òî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà
ïðîõîäèò âäîëü âñåãî áîëüøåãî ýëëèïñà (3�
4) è çàòåì ïåðåñêàêèâàåò íà ìåíüøèé ýëëèïñ
ïî òîìó æå ñàìîìó âåðòèêàëüíîìó îòðåçêó
(4�5).

Íà ïðîòÿæåíèè ñëåäóþùåãî öèêëà ìî-
äóëÿöèè äëèíû ìàÿòíèêà èçîáðàæàþùàÿ
òî÷êà ïðîõîäèò ñíà÷àëà âäîëü äðóãîé ïîëî-
âèíû ìåíüøåãî ýëëèïñà (5�6), à çàòåì ñíîâà
âäîëü âñåãî áîëüøåãî ýëëèïñà (7�8). Òàêèì
îáðàçîì, íà ïðîòÿæåíèè ëþáûõ äâóõ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ öèêëîâ ìîäóëÿöèè èçîáðàæà-
þùàÿ òî÷êà ïðîõîäèò îäèí ðàç âäîëü âñåãî
ìåíüøåãî ýëëèïñà è äâàæäû âäîëü áîëüøå-
ãî ýëëèïñà, âîçâðàùàÿñü â èòîãå â íà÷àëüíóþ
òî÷êó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå êîëåáàíèå
áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè lm  è
ïåðèîäà ìîäóëÿöèè  T  ðîñò àìïëèòóäû íå-
âîçìîæåí äàæå â îòñóòñòâèå òðåíèÿ (èíòåð-
âàë íåóñòîé÷èâîñòè èñ÷åçàåò).

Àíàëîãè÷íûå îáúÿñíåíèÿ âîçìîæíû è
äëÿ äðóãèõ ñëó÷àåâ ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö èí-
òåðâàëîâ íåóñòîé÷èâîñòè íà ðèñ. 2.

6.  ÈÍÒÅÐÂÀËÛ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ  ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈß

ÏÐÈ  ÍÀËÈ×ÈÈ  ÒÐÅÍÈß

Åñëè â ñèñòåìå åñòü òðåíèå, èíòåðâàëû
ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ñóæàþòñÿ è
ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì òðåíèè (íèæå ïî-
ðîãà) èñ÷åçàþò ñîâñåì. Âûøå ïîðîãà âîçáóæ-
äåíèÿ ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ãðàíèö
îñíîâíîãî èíòåðâàëà ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ñîîòíîøåíèÿ (18), çàìåíèâ â íåì lm  íà

2
min

2 )( ll mm −  ñ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì

)6()( min Qml π=   (ñì. [1]). Äîêàçàòåëüñòâî

ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè. Äëÿ òðåòüåãî èí-
òåðâàëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå

(19), ïîäñòàâëÿÿ â íåãî  2
min

2 )( ll mm −  âìå-

ñòî lm  ñ  )2()( min Qml π= . Êîãäà lm  óìåíü-
øàåòñÿ äî ñâîåãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ

min)( lm , ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë ïàðà-

ìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè èñ÷åçàåò.
Ãðàíèöû âòîðîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè-

÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ
ïðèáëèæåííî äàþòñÿ âûðàæåíèåì (27), åñëè

çàìåíèòü â íåì 2
lm  íà 4

min
4 )( ll mm −  ñ ïî-

ðîãîâûì çíà÷åíèåì )3(2)( min Qml = , ñî-
îòâåòñòâóþùèì ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàí-
ñó âòîðîãî ïîðÿäêà (ñì. Ïðèëîæåíèå).

Äèàãðàììà íà ðèñ. 8 ïîêàçûâàåò ãðàíè-
öû ïåðâûõ òðåõ èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðè÷åñ-
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êîãî âîçáóæäåíèÿ äëÿ  Q = 3,  Q = 5  è  Q = 7
(à òàêæå â îòñóòñòâèå òðåíèÿ). Îòìåòèì «îñ-
òðîâîê» ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà òðåòüå-
ãî ïîðÿäêà (n = 3) ïðè  Q = 7. Ýòîò ðåçîíàíñ
èñ÷åçàåò, êîãäà ãëóáèíà ìîäóëÿöèè ñòàíîâèò-
ñÿ áîëüøå 48 %, è ïîÿâëÿåòñÿ ñíîâà, êîãäà

lm  ïðåâûøàåò ïðèáëèçèòåëüíî 66 %.
Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ äëÿ äàííîãî çíà÷å-

íèÿ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè lm  ìîãóò ñóùåñòâî-
âàòü ëèøü íåñêîëüêî ïåðâûõ èíòåðâàëîâ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ (êîãäà lm   ïðå-
âûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå). Îòìåòèì òàê-
æå, ÷òî, êîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ìàÿò-
íèêà íåóñòîé÷èâî èç-çà ìîäóëÿöèè ïàðàìåò-
ðà, ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðàñêà÷êà âîçìîæíà
ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàÿòíèê óæå ñîâåð-
øàåò êîëåáàíèÿ õîòÿ áû ìàëîé àìïëèòóäû.
Åñëè æå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ϕ  è ϕ&  â òî÷-
íîñòè ðàâíû íóëþ, ìàÿòíèê áóäåò îñòàâàòü-
ñÿ â ïîêîå íåñìîòðÿ íà ìîäóëÿöèþ äëèíû.
Ýòèì ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ ñóùåñòâåí-
íî îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî ðåçîíàíñà ïðè
íåïîñðåäñòâåííîì ñèëîâîì âîçäåéñòâèè,
êîãäà àìïëèòóäà ðàñòåò, äàæå åñëè ïåðâîíà-
÷àëüíî ñèñòåìà ïîêîèòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâ-
íîâåñèÿ.

7.  ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ  ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðåëè ìàÿòíèê,
äëèíà êîòîðîãî ïîäâåðæåíà ìîäóëÿöèè ïî

ïðÿìîóãîëüíîìó êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó çàêî-
íó. Òàêàÿ ìîäåëü äàåò óäîáíûé ïðèìåð, â
êîòîðîì âñå îñîáåííîñòè ÿâëåíèÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â íåëèíåéíîé ñèñòåìå
äîïóñêàþò ÿñíîå ôèçè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå.
Ðîñò àìïëèòóäû ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçî-
íàíñå îãðàíè÷åí íåëèíåéíûìè ýôôåêòàìè,
áëàãîäàðÿ êîòîðûì ñîáñòâåííûé ïåðèîä
çàâèñèò îò àìïëèòóäû. Óâåëè÷åíèå ðàçìà-
õà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ïðè ðåçîíàíñå ïðè-
âîäèò ê óäëèíåíèþ ñîáñòâåííîãî ïåðèîäà.
Ñèñòåìà âûáèâàåòñÿ èç ðåçîíàíñà, ðàçìàõ
êîëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ, è óñëîâèÿ ðåçî-
íàíñà âîññòàíàâëèâàþòñÿ. Âîçíèêàþò ïå-
ðåõîäíûå áèåíèÿ, ïîñòåïåííî çàòóõàþùèå
èç-çà òðåíèÿ, è â êîíöå êîíöîâ óñòàíàâëè-
âàþòñÿ êîëåáàíèÿ êîíå÷íîãî ïîñòîÿííîãî
ðàçìàõà. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå
äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñóùåñòâåííî îáëåã÷à-
åò ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðè÷èí îãðàíè-
÷åíèÿ ðîñòà àìïëèòóäû èç-çà íåëèíåéíûõ
ñâîéñòâ ìàÿòíèêà.

Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíèöû èíòåð-
âàëîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ìà-
ÿòíèêà ïðè ïðÿìîóãîëüíîé êóñî÷íî-ïîñòî-
ÿííîé ìîäóëÿöèè åãî äëèíû ìîæíî ðàññ÷è-
òàòü ñ ïîìîùüþ âåñüìà ñêðîìíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ñðåäñòâ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ñòàöèîíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé àìïëèòóäû,
ïðîèñõîäÿùèå ïðè ñîâïàäåíèè ïåðèîäà

Ðèñ. 8. Èíòåðâàëû ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ
ïðè ïðÿìîóãîëüíîé ìîäóëÿöèè äëèíû ìàÿòíèêà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ïðè Q = 7, Q = 5 è ïðè Q = 3
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ìîäóëÿöèè ñ îäíîé èç ýòèõ ãðàíèö. Òàêèå
ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê ÷åðåäîâàíèå ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé ñ ïåðèîäàìè 1T  è 2T , ñîîòâåòñòâó-
þùèìè äëèíå ìàÿòíèêà )1(01 lmll +=  è äëè-
íå )1(02 lmll −=  ñîîòâåòñòâåííî. «Ñøèâà-
íèå» èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé

Ðèñ. 9. Ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ íà ëåâîé ãðàíèöå èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ

Ïðèëîæåíèå

ÃÐÀÍÈÖÛ  ÈÍÒÅÐÂÀËÎÂ  ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ  ÏÐÈ  ÍÀËÈ×ÈÈ  ÒÐÅÍÈß

ÐÅÇÎÍÀÍÑÛ  ÍÅ×ÅÒÍÛÕ  ÏÎÐßÄÊÎÂ

Ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå íà ëåâîé ãðàíèöå îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñ-
êîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 9 (ñðàâíèòå ñ ðèñ. 1). Äâàæäû íà ïðîòÿæå-
íèè îäíîãî öèêëà ìîäóëÿöèè óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ è äâàæäû óìåíüøàåòñÿ. Óâåëè÷å-
íèÿ áîëüøå óìåíüøåíèé, òàê ÷òî â öåëîì çà ñ÷åò ìîäóëÿöèè äëèíû ïîëó÷àåìàÿ ìàÿòíèêîì ýíåðãèÿ
ïðåâîñõîäèò îòäàâàåìóþ ýíåðãèþ. Ýòîò èçáûòîê êîìïåíñèðóåò ðàññåÿíèå ýíåðãèè èç-çà òðåíèÿ, êî-
òîðîå ïðîèñõîäèò ïðè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ìàÿòíèêà â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ðåçêèìè ñäâèãàìè
ãðóçà âäîëü ñòåðæíÿ ìàÿòíèêà.

×òîáû íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò òàêèå ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ, çàïèøåì âûðà-

æåíèÿ  )(tϕ  è  )(tϕ&   äëÿ ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðûõ ìàÿòíèê ñîâåðøàåò çàòóõàþ-

ùèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, è çàòåì ïðîèçâåäåì «ñøèâàíèå» ýòèõ âûðàæåíèé íà ãðàíèöàõ èíòåðâà-
ëîâ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñëó÷àþ îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ (ñì. ðèñ. 1), òåïåðü ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íå ñèì-
ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò (ðèñ. 9). Âûáåðåì íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè  t = 0  â ìîìåíò, êîãäà

ãðóç ñäâèãàåòñÿ âíèç è óãëîâàÿ ñêîðîñòü óìåíüøàåòñÿ. Íà ïðîòÿæåíèè èíòåðâàëà ( 0, 2T ) ïðîèñõî-

äèò çàòóõàþùåå ñîáñòâåííîå êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé  lm+= 101 ωω . Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ñóïåðïîçèöèþ êîëåáàíèé ñèíóñîèäàëüíîãî è êîñèíóñîèäàëüíîãî òèïà ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè

1A  è 1B :

tetBtAt γωωϕ −+= )cossin()( 11111 ,      tetBtAt γωωωωϕ −−≈ )sincos()( 1111111& . (28)

Âûðàæåíèå äëÿ )0(1ϕ&  ïðèáëèæåííî ñïðàâåäëèâî ïðè ñðàâíèòåëüíî ñëàáîì òðåíèè ( 0ωγ << ),
òàê êàê îíî ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèðîâàíèþ  )(1 tϕ   ïî âðåìåíè ïðè ïîñòîÿííîì ýêñïîíåíöèàëü-

äëÿ ýòèõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé íà ïðèìû-
êàþùèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè â ìîìåíòû
ñêà÷êîîáðàçíûõ èçìåíåíèé äëèíû ìàÿòíè-
êà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïåðèîäà
ìîäóëÿöèè  T( lm )  äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà êàê ôóíêöèþ ãëóáè-
íû ìîäóëÿöèè.
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íîì ìíîæèòåëå  te γ− . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ñëàáîì çàòóõàíèè îñíîâíîé âêëàä â ïðîèçâîäíóþ îáóñëîâ-
ëåí áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ìíîæèòåëÿìè  t1sinω  è t1cosω  â )(1 tϕ . Àíàëîãè÷íî, íà ïðîòÿæåíèè
èíòåðâàëà  (� 2T , 0)  ãðàôèê íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåãìåíò çàòóõàþùåãî ñîáñòâåííîãî êîëå-
áàíèÿ ñ ÷àñòîòîé  2ω :

tetBtAt γωωϕ −+= )cossin()( 22222 , (29)

tetBtAt γωωωωϕ −−≈ )sincos()( 2222222& . (30)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ  1A ,  2A , è  1B , 2B   âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè ñøèâàíèÿ ñåãìåíòîâ
ãðàôèêîâ è ïðèìåì âî âíèìàíèå ïåðèîäè÷íîñòü âñåãî ïðîöåññà. Ïðè  t = 0  óãîë îòêëîíåíèÿ ñîâïàäà-
åò äëÿ 1ϕ  è  2ϕ , òî åñòü )0()0( 21 ϕϕ = . Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî 1B = 2B . Â äàëüíåéøåì ýòè
ñîâïàäàþùèå ïîñòîÿííûå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê  B.  Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðè  t = 0  èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì
â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà: 2

2
1

2 )1()1( ϕϕ && ll mm −=+  (ñì. óðàâíåíèå (4)).
Ýòî óñëîâèå äàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó 1A  è 2A : qAqAA == 12  (äàëåå îáîçíà÷àåì  1A   êàê
A), ãäå ìíîæèòåëü  q  çàâèñèò îò ãëóáèíû ìîäóëÿöèè lm  â ñîîòâåòñòâèè ñ (14).

Â óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà ãðàíèöå îñíîâíîãî ðåçîíàíñà, êàê è äðóãèõ ðåçîíàíñîâ
íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ  n = 1, 3, ...  â óðàâíåíèè (6), óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè èìåþò âèä:

)2()2( 21 TT −−= ϕϕ ,  )2()1()2()1( 2
2

1
2 TmTm ll −−−=+ ϕϕ && . (31)

Ïîäñòàâëÿÿ 1ϕ  è 1ϕ& , 2ϕ  è 2ϕ&   â (31), ïîëó÷àåì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ  A  è  B:

0)()( 2121 =−+− BCpCAqSpS ,

0)()( 2121 =−−+ BSpqSACpCq . (32)

ãäå  )exp( tp γ−= . Â (32) èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

)2cos( 11 TC ω= , )2cos( 22 TC ω= ,

)2sin( 11 TS ω= , )2sin( 22 TS ω= . (33)

Ñèñòåìà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (32) äëÿ  A  è  B  èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîëüêî ïðè
ðàâåíñòâå íóëþ åå îïðåäåëèòåëÿ:

0)1()1(2 21
2

21 =+++− ppqSSqCqC . (34)

Ýòî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (32) äàåò óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íå-
èçâåñòíîãî ïåðèîäà ìîäóëÿöèè  T, êîòîðûé âõîäèò â (34) êàê àðãóìåíò ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ â 1S , 2S
è 1C , 2C , à òàêæå êàê àðãóìåíò ýêñïîíåíòû â tep γ−= . Èñêîìûå ãðàíèöû èíòåðâàëîâ íåóñòîé÷èâîñòè

−T  è +T  íàõîäÿòñÿ êàê êîðíè óðàâíåíèÿ (34). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé ýòîãî òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðåîáðàçóåì åãî ê áîëåå óäîáíîé ôîðìå. Ïðåäñòàâèì ñíà÷àëà ïðîèçâåäåíèÿ  1C 2C   è 1S 2S  â
(34) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

)cos
2

(cos
2

1
av21 T

T
CC ωω +∆= ,  )cos

2
(cos

2
1

av21 T
T

SS ωω −∆= . (35)

Çàòåì, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî  1)2(cos2cos 2 −= αα , ïðèâîäèì (34) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

+ )2)(cos1( avTq ω )21()4(cos)1( 22 −+−∆−±= ppqTq ω . (36)

×òîáû íàéòè ãðàíèöû îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, íóæíî èñêàòü ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (36) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ïåðèîäà  T  â îêðåñòíîñòè 22 av0 TTT ≈= . Åñëè
äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ äîáðîòíîñòè  Q  (Q  âõîäèò â tep γ−= ) ãëóáèíà ìîäóëÿöèè lm  ïðåâûøàåò
ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, óðàâíåíèå (36) èìååò äâà ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò èñêîìûì ãðàíèöàì

−T  è +T  èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè. Òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò, åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (36)
ïîëîæèòåëüíî. Ðàâíîå íóëþ çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîðîãó:

2
1

)4(cos
)1( 2
2

−+=∆−
p

pT
q

q ω . (37)
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Ìàÿòíèê ñ ìîäóëèðóåìîé äëèíîé. II. Îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ

Äëÿ îöåíêè ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ  Q  ïðè ìàëîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè lm << 1 ìîæíî ïîëîæèòü
çäåñü lmq 31+≈  (ñì. óðàâíåíèå (14) è 1)4cos( ≈∆ Tω . Â ïðàâîé ÷àñòè (37), â  tep γ−= , ìîæíî ñ÷è-

òàòü 1)2(20 <<=≈ QTt πγγ , òàê ÷òî 22 )2()(2
1

QT
p

p πγ =≈−+ . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîðîãà îñíîâ-

íîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîëó÷àåì:

lm
Q

6min
π≈ ,  Q

ml 6
)( min

π≈ . (38)

Â óñëîâèÿõ ïîðîãà ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â óðàâíåíèè (36) ðàâíî íóëþ. Îáà åãî êîðíÿ (ãðàíè-
öû èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè) ñîâïàäàþò. Òàê ïðîèñõîäèò, åñëè êîñèíóñ â ëåâîé ÷àñòè (36) ðàâåí

íóëþ, òî åñòü êîãäà åãî àðãóìåíò ðàâåí 2π :

22av
πω =T

, èëè  av
av 2

1
TT ==

ω
π

,

òàê ÷òî ïîðîãîâûå óñëîâèÿ (38) ñîîòâåòñòâóþò òî÷íîé íàñòðîéêå íà ðåçîíàíñ: 2avTT = .
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíèö  −T  è +T   èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâèì  T  â àðãóìåíòå êîñèíóñà

â ëåâîé ÷àñòè (36) êàê  TT ∆+2av . Ïîñêîëüêó πω 2avav =T , ýòîò êîñèíóñ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå �
)2sin( av T∆ω . Òîãäà óðàâíåíèå (36) ïðèíèìàåò âèä:

p

p
q

TT
q

q
T

2
av22

av
)1(

4

))21((
cos)1(

1
1

)2sin(
−−∆+∆−

+
±=∆ ωω . (39)

Ïðè íóëåâîì òðåíèè p = 1, è (39) ñîâïàäàåò ñ (14). Äèàãðàììà íà ðèñ. 8 ïîëó÷åíà ïóòåì ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (39) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî T∆  ìåòîäîì èòåðàöèé. Ãðàíèöû èíòåðâàëîâ
íåóñòîé÷èâîñòè âûñøèõ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ  n = 3, 5, ..., ðàññ÷èòûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äëÿ ýòîãî  T  â

óðàâíåíèè (36) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê  TTn ∆+2av . Ýòè èíòåðâàëû òàêæå ïîêàçàíû íà ðèñ. 8 äëÿ íå-

ñêîëüêèõ çíà÷åíèé äîáðîòíîñòè Q. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè lm  ýòè ãðàíèöû ïî-

÷òè ñëèâàþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíèöàìè â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (39), ñïðàâåäëèâîãî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ

ãëóáèíû ìîäóëÿöèè lm << 1  âïëîòü äî êâàäðàòè÷íûõ ïî lm  ÷ëåíîâ, ìîæíî óïðîñòèòü ïîäêîðåííîå

âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (32), ïîëàãàÿ lmq 31+≈ , 22 9)1(
l

mq ≈− , à çíà÷åíèå êîñèíóñà ïðèíÿòü ðàâ-

íûì 1. Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 2
min

2

)(
6 lm
Q

≈




 π
. Â ëåâîé

÷àñòè ñèíóñ ìîæíî çàìåíèòü åãî ìàëûì àðãóìåíòîì, ãäå  avav 2 Tπω = . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

2
min

2

av
)(

2

1
ll mm

T

T −≈∆
π

m , èëè 




 −= 2

min
2av )(

1
1

2 ll mm
T

T
π

m
m

. (40)

Ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ 0)( min =lm , è ýòè ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàíèö èíòåðâàëà íåóñ-

òîé÷èâîñòè ñâîäÿòñÿ ê âûðàæåíèþ (18). Â óñëîâèÿõ ïîðîãà min)( ll mm = , è îáå ãðàíèöû èíòåðâàëà

ñëèâàþòñÿ ïðè 2avTT = , òî åñòü èíòåðâàë íåóñòîé÷èâîñòè èñ÷åçàåò.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáîãî èç äâóõ êîðíåé  −T  èëè +T   óðàâíåíèÿ (18) â (32) óðàâíåíèÿ äëÿ  A  è  B

ñòàíîâÿòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, è èç íèõ ìîæíî íàéòè òîëüêî îòíîøåíèå  BA . Òåì íå ìåíåå, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîëåáàíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííîé ôîðìîé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøå-
íèåì àìïëèòóä  A  è  B  ñèíóñîèäàëüíûõ è êîñèíóñîèäàëüíûõ ôóíêöèé, ñåãìåíòû êîòîðûõ îáðàçóþò
ðèñóíîê ñòàöèîíàðíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ñì. ðèñ. 1 è 3).

ÐÅÇÎÍÀÍÑÛ ×ÅÒÍÛÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ

Äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé, ïðîèñõîäÿùèõ íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëîâ íåóñòîé÷èâîñòè
÷åòíûõ ïîðÿäêîâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêèå æå âûðàæåíèÿ äëÿ  )(tϕ  è  )(tϕ& , êàê â (28) è (30). Óñëî-
âèÿ ñøèâàíèÿ ãðàôèêîâ ïðè  t = 0  òàêæå íå îòëè÷àþòñÿ. Îäíàêî óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ ìîìåí-
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òîâ � 2T  è  2T  â ñëó÷àå ðåçîíàíñîâ ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ îòëè÷àþòñÿ îò (31) ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì.
Â ðåçóëüòàòå âìåñòî óðàâíåíèÿ (36) ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ãðàíèö èíòåðâàëîâ íåóñ-
òîé÷èâîñòè:

)21()4(sin)1()2sin()1( 22
av −+−∆−±=+ ppqTqTq ωω . (41)

Äëÿ èíòåðâàëà 2-ãî ïîðÿäêà íóæíî èñêàòü ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè av0 TT ≈ . Åñëè äëÿ çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ äîáðîòíîñòè  Q  (Q  âõîäèò â tep γ−= ) ãëóáèíà ìîäóëÿöèè lm   ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷å-
íèå, óðàâíåíèå (41) èìååò äâà êîðíÿ −T  è +T , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöàì èíòåðâàëà íåóñòîé÷è-
âîñòè. Ýòè êîðíè ñóùåñòâóþò, åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (41) ïîëîæèòåëüíî. Íóëåâîå çíà÷åíèå
ñîîòâåòñòâóåò ïîðîãó, òî åñòü çíà÷åíèþ min)( lm  äëÿ çàäàííîãî  Q  èëè  minQ  äëÿ çàäàííîãî lm :

p

p
T

q

q 2

av
2

2 )1(
)4(sin

)1( −=∆− ω . (42)

Ïîðîãîâûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè òî÷íîé íàñòðîéêå íà âòîðîé ðåçîíàíñ, òî åñòü ïðè  avTT = .
×òîáû îöåíèòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå  Q  ïðè ìàëîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè  lm , ìîæíî ïîëîæèòü çäåñü

lmq 31+≈ , 4)4sin( 0TT ωω ∆≈∆  è 0ωω lm≈∆ . Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (42) â  tep γ−=  ìîæíî

ïîëîæèòü 10 <<=≈ QTt πγγ , òàê ÷òî 22
2

)()(
)1(

2
1

QT
p

p

p
p πγ =≈−=−+ . Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïîðîãà

2-ãî ðåçîíàíñà ïîëó÷àåì:

2min 3

2

l
m

Q ≈ , 
Q

ml 3
2

)( min ≈ . (43)

×òîáû íàéòè ãðàíèöû  −T  è +T   2-ãî èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü  T  â àðãóìåí-
òå ñèíóñà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (41) êàê  TT ∆+av . Ïîñêîëüêó  πω 2avav =T , ýòîò ñèíóñ çàïèñûâàåò-
ñÿ êàê  )2sin( av T∆− ω . Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (41) ïðèíèìàåò âèä:

p

p
q

TT
q

q

T 2
av22av )1(
4

)(
sin)1(

1
1

2
sin

−−∆+∆−
+

=∆ ωω
m . (44)

Òàêàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ óäîáíà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èòåðàöèÿìè. Îíà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ äèàãðàììû íà ðèñ. 8. Â ñëó÷àå íóëåâîãî òðåíèÿ  p = 1, è óðàâíå-
íèå (44) ñîâïàäàåò ñ (26). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (44) ïðè ìàëîé ãëóáèíå

ìîäóëÿöèè  lm   ìîæíî óïðîñòèòü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (44), ïîëàãàÿ  lmq 31+≈ ,
22 )3()1( lmq ≈−   è  24]4)(sin[ avav lmTTT πωω =∆≈∆+∆ . Ïîñëåäíèé ÷ëåí ïîäêîðåííîãî âûðàæå-

íèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 4
min

2 )()32( lmQ ≈ . Â ëåâîé ÷àñòè ñèíóñ ìîæíî çàìåíèòü åãî ìàëûì àðãó-
ìåíòîì, ãäå avav 2 Tπω = . Â ðåçóëüòàòå äëÿ ãðàíèö 2-ãî èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùèå ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ:

4
min

4

av

)(
4
3

ll mm
T

T −≈∆
m , èëè av

4
min

4 )(
4

3
1 TmmT ll 





 −= m

m
. (45)
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Abstract

The first part of this paper [1] dealt with the principal peculiarities of parametric excitation
of a rigid planar pendulum caused by a square-wave modulation of its length. The threshold of
excitation was found and the role of nonlinear properties of the pendulum in restricting the
resonant swinging was considered. In the second part of the paper the frequency boundaries of
parametric instability are determined as functions of the modulation depth and the quality
factor. Stationary oscillations at these boundaries are investigated.

Keywords: parametric resonance, ranges of excitation, phase locking, computer
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