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Àííîòàöèÿ

Ââîäÿòñÿ èåðàðõèè êëàññîâ ñëîæíîñòè ôóíêöèé êàê èç FP, òàê è èç FP-SPACE. Â
ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î çàìêíóòîñòè êëàññîâ ôóíêöèé ýòèõ èåðàðõèé, à òàêæå
êëàññîâ ôóíêöèé  FP||LIN-SPACE è  FP||QLIN-SPACE è êëàññîâ ïðåäèêàòîâ  P||LIN-
SPACE è  P||QLIN-SPACE îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåíèÿ ðåôàë-5 ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åí-
íûìè ñâåðõó ÷èñëîì ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ è âåëè÷èíîé èñïîëüçîâàííîé ïàìÿòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàøèíà Òüþðèíãà, ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ, ðåôàë-5, ïîä-
êëàññû êëàññà FP-SPACE,  ïîäêëàññû êëàññà FP.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïî-âèäèìîìó, êëàññ ïîëåçíûõ, ðåçóëüòà-
òèâíûõ è ýôôåêòèâíûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
íà êîìïüþòåðàõ àëãîðèòìîâ ëåæèò âíóòðè
êëàññà FP-SPACE. Îäíèì èç ÿçûêîâ âûñî-
êîãî óðîâíÿ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà ÿâëÿåòñÿ
ÿçûê  ðåôàë-5.

Äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè ðåàëèçà-
öèè ðåôàë-5 ôóíêöèè íà ìàøèíå Òüþðèíãà
ñ ïîëèíîìèàëüíîé (îò äëèíû èñõîäíûõ äàí-
íûõ) âåðõíåé ãðàíèöåé ÷èñëà øàãîâ âûçû-
âàåò ñóùåñòâåííîå çàòðóäíåíèå. Àâòîðîì
áûë äîêàçàí ðÿä òåîðåì, óñëîâèÿ êîòîðûõ
îáåñïå÷èâàþò òàêóþ âîçìîæíîñòü [3, 4, 5].
Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü óñòàíàâëè-
âàåò, ïî ñóùåñòâó, ïîëèíîìèàëüíóþ ïî âðå-
ìåíè ìàñøòàáèðóåìîñòü ôóíêöèé, óäîâëåò-
âîðÿþùèõ óñëîâèÿì äîêàçàííûõ òåîðåì.
Íèæå îñíîâíàÿ òåîðåìà èç [3], ïî ñóùåñòâó,
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà êëàññû ôóíêöèé è ïðå-
äèêàòîâ, èìåþùèõ ïðè ðåàëèçàöèè íà ìàøè-
íå Òüþðèíãà êàê ïîëèíîìèàëüíûå îãðàíè-

÷åíèÿ ïî ÷èñëó øàãîâ, òàê è îäíîâðåìåííî
ëèíåéíûå (èëè êâàçèëèíåéíûå), à òàêæå ïî-
ëèíîìèàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ïî ïàìÿòè. Ýòè
êëàññû ñîäåðæàò ìíîãèå ôóíêöèè, èìåþùèå
âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñ-
ëåíèé [7].

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáî-
òå êëàññû çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
ïîäñòàíîâêè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èõ âåñüìà ïîëåç-
íûì ìàòåìàòè÷åñêèì ñâîéñòâîì.

1. ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ FP � êëàññ àëãî-
ðèòìîâ, âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà
[1, 8] çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êâà-
çèëèíåéíîé, åñëè îíà èìååò âèä

Ñ0((n + 1) log2(n + 2)C + 1)
ïðè íåêîòîðûõ öåëûõ êîíñòàíòàõ C, C0 ≥ 0.

Îïðåäåëåíèå. Ïðè êàæäûõ öåëûõ k, C ≥ 0
ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êâàçèïîëèíîìèàëü-
íîé ñòåïåíè  (k, C), åñëè îíà èìååò âèä
Ñ0((n + 1)k log2(n + 2) C + 1) ïðè íåêîòî-
ðîé öåëîé êîíñòàíòå C0 ≥ 0.
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Êâàçèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçè-
ïîëèíîìèàëüíîé ñòåïåíè  (1, C) ïðè íåêîòî-
ðîì C.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ  FLIN-SPACE (ñî-
îòâåòñòâåííî FQLIN-SPACE, F(nk)-
SPACE, FQ(nk)-SPACE, FP-SPACE) � ýòî
êëàññ àëãîðèòìîâ, âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíå
Òüþðèíãà ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê, îãðàíè÷åííûì
ñâåðõó êàêîé-ëèáî ëèíåéíîé (ñîîòâåòñòâåí-
íî êâàçèëèíåéíîé, ïîëèíîìèàëüíîé ñòåïåíè
k, êâàçèïîëèíîìèàëüíîé ñòåïåíè (k, C), ïî-
ëèíîìèàëüíîé) ôóíêöèåé ïðè íåêîòîðîì öå-
ëîì C.

Åñëè â íàçâàíèè îïðåäåë¸ííûõ çäåñü
êëàññîâ óáðàòü áóêâó  F, òî â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îïðåäåëåíèÿõ ñëîâî  àëãîðèòìîâ äîë-
æíî áûòü çàìåíåíî íà ñëîâî ïðåäèêàòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè FT è FS � êëàññû
ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó øàãîâ è
èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè ìàøèíû Òüþðèíãà
ñîîòâåòñòâåííî, òî ïîñðåäñòâîì  FT||S
áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ àëãîðèòìîâ, äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà íà ìàøè-
íå Òüþðèíãà ñ îãðàíè÷åíèÿìè èç îáîèõ êëàñ-
ñîâ îäíîâðåìåííî. Àíàëîãè÷íûé êëàññ ïðå-
äèêàòîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì
T||S .

Íèæå â ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êëàññû ôóíêöèé  FP||LIN-SPACE,
FP||QLIN-SPACE è êëàññû ïðåäèêàòîâ
P||LIN-SPACE è  P||QLIN-SPACE.

Â [4] ïîä øàãîì ðåôàë-5 ôóíêöèè ïîíè-
ìàëîñü óñïåøíîå âûïîëíåíèå ïðàâèëà (òî
åñòü ðåôàë-5 ïðåäëîæåíèÿ) ýòîé ðåôàë-5
ôóíêöèè. Íèæå ñôîðìóëèðîâàíî áîëåå äå-
òàëüíîå îïðåäåëåíèå øàãà. Ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ðåôàë-5 ôóíêöèè, çàïèñàííûå â âèäå ïðî-
ãðàììû íà ÿçûêå  ðåôàë-5 (ñì. òàêæå  [5]).

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óñëîâèé ÿçûêà
ðåôàë-5 â êà÷åñòâå ðàçäåëèòåëÿ, êàê è â ÿçû-
êå Ïðîëîã, èñïîëüçóåòñÿ çàïÿòàÿ.

Ïî ñóòè äåëà, â ÿçûêå ðåôàë-5, â îòëè÷èå
îò áàçèñíîãî ðåôàëà, â ïðàâèëàõ ìîæåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äåðåâî óñëîâèé, òàê êàê ïðî-
âåðêà  âûïîëíåíèÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî óñ-
ëîâèÿ çàâèñèò îò óñïåøíîñòè ïðîâåðêè ïðå-
äûäóùåãî óñëîâèÿ, à óñëîâèå ìîæåò ñîäåð-
æàòü ñðàâíåíèå ñ íåñêîëüêèìè îáðàçöàìè,
îáåñïå÷èâàÿ, òåì ñàìûì, âåòâëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ðåôàë-5 ïðåäëîæåíèåì
(èíà÷å ãîâîðÿ, ïðàâèëîì) íàçûâàåòñÿ îáðà-
çåö ñ ïåðåìåííûìè äëÿ ÷àñòåé àðãóìåíòà,
çà êîòîðûì ñëåäóåò çíàê ðàâåíñòâà è ôóíê-
öèîíàëüíîå âûðàæåíèå èëè ñëåäóåò äåðåâî
óñëîâèé, íà÷èíàþùååñÿ ñ çàïÿòîé, íà ëèñ-
òüÿõ êîòîðîãî ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà íàõî-
äÿòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ, âîç-
ìîæíî, èñïîëüçóþùèå ñèíòàêñè÷åñêèå
(êðóãëûå) ñêîáêè, êîíêàòåíàöèþ (ïðèïèñû-
âàíèå äðóã ê äðóãó äâóõ ñëîâ èëè ôóíêöèî-
íàëüíûõ âûðàæåíèé èëè âûçîâîâ ôóíêöèé ñ
àðãóìåíòàìè â âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ âûðà-
æåíèé).

Ðåôàë-5 ôóíêöèåé íàçîâåì ñëåäóþùåå
ñëîâî: å¸ èìÿ, ïîñëå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ çàê-
ëþ÷¸ííàÿ â ôèãóðíûå ñêîáêè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðåôàë-5 ïðåäëîæåíèé, îòäåë¸ííûõ
äðóã îò äðóãà òî÷êîé ñ çàïÿòîé.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ðåôàë-5 ôóíêöèÿ èìååò
ñëåäóþùèé âèä:
ÈÌßÔÓÍÊÖÈÈ{ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ1;...;ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅN}.

Ïîä âûïîëíåííûìè ðåêóðñèâíûìè âû-
çîâàìè ðåôàë-5 ôóíêöèè f äëÿ àðãóìåíòà Q
áóäåì ïîíèìàòü âñå âûçîâû ýòîé ôóíêöèè,
âûïîëíåííûå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ôóíê-
öèè  f  äëÿ àðãóìåíòà Q.

Ðåôàë-5 ôóíêöèÿ ìîæåò ñîäåðæàòü âû-
çîâû âñïîìîãàòåëüíûõ (îïðåäåë¸ííûõ ðàíåå
è âñòðîåííûõ) ôóíêöèé.

Ââåäåì îïðåäåëåíèÿ íåñêîëüêèõ õàðàê-
òåðèñòèê âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äëÿ
ðåôàë-5 ôóíêöèé. Ïóñòü ñïèñîê S ñîäåðæèò
âñå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè, äîñòàòî÷íûå
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåôàë-5 ôóíêöèè   f.  Â ÷àñ-
òíîñòè, ìåòàóíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò
âûçûâàòü òîëüêî èõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîä ÷èñëîì ðåêóðñèâíûõ
âûçîâîâ ïðè âû÷èñëåíèè îò àðãóìåíòà  Q
ðåôàë-5 ôóíêöèè f íàä ñïèñêîì ôóíêöèé S
ïîíèìàåì ÷èñëî âûïîëíåííûõ ðåêóðñèâíûõ
âûçîâîâ ôóíêöèè  f ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷å-
íèÿ f(Q), èçìåðÿåìîå îòíîñèòåëüíî äëèíû
àðãóìåíòà Q (ñëîæåííîé ñ äëèíîé èñõîäíî-
ãî ñîäåðæèìîãî ñòåêà).

Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ  ðåôàë-5 ôóíê-
öèè îò ïîñòîÿííîãî âûðàæåíèÿ âîçíèêàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç âûðàæåíèé èëè íà-
áîðîâ âûðàæåíèé (äîïîëíèòåëüíûå âûðàæå-
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íèÿ ïîÿâëÿþòñÿ äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé (â òîì
÷èñëå è âëîæåííûõ) ïðèìåíåíèÿ èç î÷åðåä-
íîé âåòêè óñëîâèé ïðèìåíåíèÿ î÷åðåäíîãî
ïðàâèëà). Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå â îáðàçöàõ
äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò èëè ìåíÿþò
ñâîè çíà÷åíèÿ ñîãëàñíî (âîçìîæíî, âëîæåí-
íûì äðóã â äðóãà) öèêëàì ïî äëèíå ïåðåìåí-
íûõ äëÿ âûðàæåíèé. Âëîæåííîñòü îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïîðÿäêîì ïåðâûõ âõîæäåíèé â îáðà-
çåö ïåðåìåííûõ äëÿ âûðàæåíèé. Êðîìå òîãî,
÷èñëî âûðàæåíèé â êàæäîì íàáîðå îãðàíè-
÷åíî ñâåðõó óâåëè÷åííûì íà åäèíèöó ìàê-
ñèìàëüíûì ÷èñëîì óñëîâèé â ëèíåéíûõ âåò-
âÿõ ïðàâèë.

Îïðåäåëåíèå. Ïîä øàãîì âû÷èñëåíèÿ
îò àðãóìåíòà  Q  ðåôàë-5 ôóíêöèè  f  íàä
ñïèñêîì ôóíêöèé  S  ïîíèìàåì âû÷èñëåíèå
âñåõ óñëîâèé ïåðâîé ïîäõîäÿùåé ëèíåéíîé
(íà÷èíàþùåéñÿ ñ êîðíÿ) âåòâè äåðåâà óñëî-
âèé â ïðàâèëàõ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè  f  è âñåõ
ïðåäøåñòâóþùèõ ïîäâåòâåé è âåòâåé, âêëþ-
÷àÿ ïåðâûå íåâûïîëíåííûå óñëîâèÿ âî âñåõ
ïðåäøåñòâóþùèõ ïðàâèëàõ îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè è ïðåäøåñòâóþùèõ ëèíåéíûõ âåò-
âÿõ äåðåâà óñëîâèé ïðèìåíåíèÿ ïåðâîãî ïîä-
õîäÿùåãî ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ  f.

Îïðåäåëåíèå. Ïîä äëèíîé çàïèñè ðå-
çóëüòàòà âûïîëíåíèÿ îò àðãóìåíòà  Q  ðå-
ôàë-5 ïðåäëîæåíèÿ ïîíèìàåì äëèíó çàïèñè
ñîäåðæèìîãî ïîëó÷åííîãî ñòåêà, ñëîæåí-
íóþ ñ äëèíîé çàïèñè (âîçìîæíî, ôóíêöèî-
íàëüíîãî) âûðàæåíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà «ëè-
ñòå» âûïîëíåííîé ëèíåéíîé âåòâè óñëîâèé
(äåðåâà óñëîâèé, íà÷èíàÿ ñ îáðàçöà ñðàâíå-
íèé, íàõîäÿùåãîñÿ â åãî êîðíå) è â êîòîðîå
âìåñòî âñåõ ïåðåìåííûõ èç âñåõ îáðàçöîâ è
èç âûïîëíåííûõ âûçîâîâ ïîäñòàâëåíû èõ
çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ñîïîñ-
òàâëåíèÿ ñ îáðàçöîì èç êîðíÿ ýòîãî äåðåâà
óñëîâèé è ïðîâåðêè âñåõ óñëîâèé, íàõîäÿùèõ-
ñÿ íà âûïîëíåííîé ëèíåéíîé âåòâè óñëîâèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïîä âåëè÷èíîé èñïîëüçî-
âàííîé ïàìÿòè ïðè âû÷èñëåíèè îò àðãóìåí-
òà  Q  ðåôàë-5 ôóíêöèè  f  íàä ñïèñêîì ôóí-
êöèé  S  ïîíèìàåì ôóíêöèþ îò äëèíû çàïè-
ñè èñõîäíûõ äàííûõ, ðàâíóþ ìàêñèìàëüíîé
äëèíå çàïèñè àðãóìåíòîâ è ðåçóëüòàòîâ ó
âñåõ âûïîëíåííûõ ðåôàë-5 ïðåäëîæåíèé è
ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ  f,  êàæäûé ðàç ñëî-
æåííîé ñ äëèíîé çàïèñè âñåãî ñîäåðæèìîãî

ñòåêà â ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò øàãà
âû÷èñëåíèÿ âûçîâà êàêîé-ëèáî íåîáõîäèìîé
ôóíêöèè. Ýòà âåëè÷èíà èçìåðÿåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî äëèíû  Q, ñëîæåííîé ñ äëèíîé èñ-
õîäíîãî ñîäåðæèìîãî ñòåêà.

 Âîîáùå ãîâîðÿ, ñïèñîê S, ÿâëÿþùèéñÿ
ïàðàìåòðîì ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé, ìî-
æåò áûòü ïóñòûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñëîâà «íàä
ñïèñêîì ôóíêöèé S» ìîãóò áûòü âû÷åðêíó-
òû êàê â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ, òàê è â äàëü-
íåéøèõ ôîðìóëèðîâêàõ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷è-
íû èñïîëüçîâàííîé ïàìÿòè äîñòàòî÷íî ó÷è-
òûâàòü ìàêñèìóì èç äëèíû çàïèñè âåëè÷è-
íû èñõîäíûõ äàííûõ (âêëþ÷àÿ èñõîäíîå
ñîäåðæèìîå ñòåêà) èç èñïîëüçîâàííîé ïàìÿ-
òè ïðè îñóùåñòâëåíèè ïðîâåðîê âñåõ óñëî-
âèé ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë òîëüêî êîìàíä ðà-
áîòû íàä ñòåêîì è èç  äëèíû çàïèñè ðåçóëü-
òèðóþùåãî âûðàæåíèÿ â ïåðâîé ïîäõîäÿùåé
ëèíåéíîé âåòâè äåðåâà óñëîâèé ïðèìåíåíèÿ
f, â êîòîðóþ âìåñòî ïåðåìåííûõ ïîäñòàâëå-
íû èõ çíà÷åíèÿ.

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáúåäèí¸ííóþ ôîðìóëèðîâêó äâóõ òåîðåì.

Òåîðåìà 1.  Êëàññ FP-SPACE  è êëàññ
ïðåäèêàòîâ P-SPACE  çàìêíóòû îòíîñè-
òåëüíî çàäàíèÿ ðåôàë-5 ôóíêöèè è ïðåäè-
êàòà, âû÷èñëÿþùèõ ñ ïîëèíîìèàëüíûì
âåðõíèì îãðàíè÷åíèåì íà âåëè÷èíó èñïîëü-
çîâàííîé ïàìÿòè, åñëè èñïîëüçóþòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíûå ôóíêöèè òîëüêî èç êëàññà
FP-SPACE.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Íåîáõîäèìî ðå-
àëèçîâàòü êàæäûé øàã âû÷èñëåíèÿ ðåôàë-5
ïðàâèëà, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâà-
òåëüíîì ïðèñâîåíèè çíà÷åíèÿ êàæäîé ïåðå-
ìåííîé èç îáðàçöà äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ îäíîâðå-
ìåííûì çàíåñåíèåì èìåíè ïåðåìåííîé è å¸
çíà÷åíèÿ â èñïîëüçóåìóþ ïàìÿòü è â ïðîâåð-
êå âñåõ óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ î÷åðåäíîé ëèíåéíîé âåòâè óñëîâèé (íà-
÷èíàþùåéñÿ ñ êîðíÿ äåðåâà óñëîâèé) î÷å-
ðåäíîãî ðåôàë-5 ïðàâèëà.

Ðåàëèçàöèÿ øàãà ðåôàë-5 ôóíêöèè f
îáåñïå÷èâàåòñÿ ôîðìèðîâàíèåì àðãóìåíòîâ
äëÿ ñðàâíåíèé ñ îáðàçöàìè. Â ðåçóëüòàòå
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óñïåøíîñòè ñðàâíåíèÿ ñ íèìè ïðîèñõîäèò
ïðèñâîåíèå çíà÷åíèé ïåðåìåííûì, ñîäåðæà-
ùèìñÿ â îáðàçöå, èëè çàìåíà ýòèõ çíà÷åíèé
ñîãëàñíî (âîçìîæíî, âëîæåííûì äðóã â äðó-
ãà) öèêëàì ïî äëèíå çíà÷åíèé òåõ ïåðåìåí-
íûõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè äëÿ
âûðàæåíèé, èëè âûïîëíåíèå ñàìîãî ëåâîãî
(ñðåäè ñàìûõ âëîæåííûõ) âûçîâà âñòðîåí-
íîé èëè âñïîìîãàòåëüíîé (òî åñòü îïðåäå-
ë¸ííîé ðàíåå) ðåôàë-5 ôóíêöèè îò ïîñòîÿí-
íîãî (ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íûõ âìåñòî ñàìèõ ïåðåìåííûõ) âûðàæåíèÿ,
èëè íåïîñðåäñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå â î÷å-
ðåäíîå âûðàæåíèå ñîãëàñíî ïåðâîìó ïðèìå-
íèìîìó ïðàâèëó îïðåäåëåíèÿ   f.

Âûïîëíåíèå êàæäîãî øàãà ñîïðîâîæäà-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ïàìÿòè äëÿ çàïèñè ñî-
äåðæèìîãî ñòåêà è äëÿ óêàçàíèÿ ãðàíèö ïå-
ðåìåííûõ èç îáðàçöà äëÿ ñðàâíåíèÿ â íåïîñ-
ðåäñòâåííî âû÷èñëÿåìîì íà ýòîì øàãå âûðà-
æåíèè, à òàêæå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ è çàïèñè
âûðàæåíèé (â òîì ÷èñëå è äîïîëíèòåëüíûõ),
ïîäëåæàùèõ âû÷èñëåíèþ, è, íàêîíåö, äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ñàìîãî ëåâîãî (ñðåäè ñàìûõ âëî-
æåííûõ) âûçîâà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè.
Âûïîëíåííûå äîïîëíèòåëüíûå âûðàæåíèÿ,
ñòàâøèå ïîñòîÿííûìè è íå ñîäåðæàùèå âû-
çîâîâ ôóíêöèé, ñòèðàþòñÿ ïîñëå óñòàíîâëå-
íèÿ áåçóñïåøíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà è
ïîñëå óñïåøíîé ïðîâåðêè âñåõ óñëîâèé âåò-
êè äåðåâà óñëîâèé ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà.

Ýòî ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà ìàøèíå Òüþ-
ðèíãà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè
íà èñïîëüçîâàííóþ ïàìÿòü.

Ìàêñèìàëüíóþ ïî âñåì øàãàì âû÷èñëå-
íèÿ ñóììàðíóþ äëèíó çàïèñåé, ïîÿâëÿþ-
ùèõñÿ â ïðîöåññå ïîøàãîâîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ (âêëþ÷àÿ, âî-ïåðâûõ, çàïèñü èñõîäíîãî
âûðàæåíèÿ âìåñòå ñ çàïèñüþ èñõîäíîãî ñî-
äåðæèìîãî ñòåêà è, âî-âòîðûõ, çàïèñü ðåçóëü-
òàòà âû÷èñëåíèÿ âìåñòå ñ çàêëþ÷èòåëüíûì
ñîäåðæèìûì ñòåêà), ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó
ôóíêöèåé íåîáõîäèìîãî âèäà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïàìÿòü îãðà-
íè÷åíà äëÿ êàæäîãî êëàññà ôóíêöèåé ñâîå-
ãî âèäà, òî äëèíà àðãóìåíòà ëþáîé âû÷èñ-
ëÿåìîé ôóíêöèè (â òîì ÷èñëå è ëþáîãî å¸
ðåêóðñèâíîãî âûçîâà) áóäåò îãðàíè÷åíà ôóí-
êöèåé òîãî æå âèäà. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå
êëàññû çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâ-
êè. Çíà÷èò, êàæäàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ðàññìàò-

ðèâàåìîãî êëàññà îãðàíè÷åíà ôóíêöèåé
âèäà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó êëàññó.

Îñòàëîñü ïðîìîäåëèðîâàòü êàæäûé øàã
âû÷èñëåíèÿ ðåôàë-5 ôóíêöèè (âêëþ÷àÿ ïðî-
âåðêó âñåõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé â î÷åðåä-
íîé ëèíåéíîé âåòâè âû÷èñëåíèÿ î÷åðåäíîãî
ïðàâèëà). Ýòî ìîæíî âûïîëíèòü â ïðåäåëàõ
ïàìÿòè òîãî æå òèïà íà ìàøèíå Òüþðèíãà.
Îïèñàíèå ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà çàâåðøåíî.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà òàêæå ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé îáúåäèí¸ííóþ ôîðìóëèðîâêó äâóõ
òåîðåì.

Òåîðåìà 2.  Êëàññ ôóíêöèé  FP è êëàññ
ïðåäèêàòîâ P çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî çà-
äàíèÿ ðåôàë-5 ôóíêöèè è ïðåäèêàòà, âû÷èñ-
ëÿþùèõ çà ïîëèíîìèàëüíîå (îò äëèíû èñõîä-
íûõ äàííûõ) âåðõíåå îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî
å¸ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ è ïîëèíîìèàëüíûì
âåðõíèì îãðàíè÷åíèåì íà èñïîëüçîâàííóþ
ïàìÿòü, åñëè èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íûå ôóíêöèè òîëüêî èç  êëàññà FP.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íà ñõåìå
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñ äîïîëíèòåëüíîé
ïðîâåðêîé òîãî, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå êàæäî-
ãî øàãà ìîæíî âûïîëíèòü îäíîé è òîé æå
ïðîãðàììîé ìàøèíû Òüþðèíãà íå òîëüêî â
ïðåäåëàõ ïàìÿòè òîãî æå âèäà, íî è îäíî-
âðåìåííî çà ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû èñ-
õîäíûõ äàííûõ (âêëþ÷àÿ èñõîäíîå ñîäåðæè-
ìîå ñòåêà) ÷èñëî øàãîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó âñå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè ïðè-
íàäëåæàò ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññó ôóíê-
öèé è âûïîëíåíèå êàæäîãî øàãà ëþáîãî
âûçîâà ëþáîé ôóíêöèè íå âûâîäèò çà ãðà-
íèöó æåëàåìîãî êëàññà. Ýòî äåéñòâèòåëüíî
òàê, ïîñêîëüêó âñå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíê-
öèè ïðèíàäëåæàò êëàññó  FP, è âûïîëíåíèå
êàæäîãî øàãà ëþáîãî âûçîâà ëþáîé ôóíê-
öèè íå âûâîäèò çà ïðåäåëû æåëàåìîãî êëàñ-
ñà. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî
÷èñëî øàãîâ âû÷èñëåíèÿ ðåôàë-5 ôóíêöèè
îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïîëèíîìîì îò ñóììû
äëèíû èñõîäíûõ äàííûõ è äëèíû èñõîäíî-
ãî ñîäåðæèìîãî ñòåêà, òàê êàê ÷èñëî øàãîâ
âñåõ âëîæåííûõ äðóã â äðóãà öèêëîâ, âîçíè-
êàþùèõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñðàâíåíèé ñ
îáðàçöàìè, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì.

Äâå ñëåäóþùèå òåîðåìû ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé áåñêîíå÷íûå ñåðèè ôîðìóëèðîâîê òå-
îðåì.
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Òåîðåìà 3.  Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî k ≥ 0 êëàññ
ôóíêöèé F(nk)-SPACE  (ñîîòâåòñòâåííî
êëàññ ôóíêöèé  F(Qnk)-SPACE, êëàññû ïðå-
äèêàòîâ (nk)-SPACE è (Qnk)-SPACE) çàìê-
íóò îòíîñèòåëüíî çàäàíèÿ ðåôàë-5 ôóíê-
öèè  f, âû÷èñëÿþùåé ñ ïîëèíîìèàëüíûì  (ñî-
îòâåòñòâåííî êâàçèïîëèíîìèàëüíûì, ïîëè-
íîìèàëüíûì êâàçèïîëèíîìèàëüíûì) ñòåïå-
íè  k (ñîîòâåòñòâåííî (k, 0), k, (k, 0)) âåðõ-
íèì îãðàíè÷åíèåì íà âåëè÷èíó èñïîëüçîâàí-
íîé ïàìÿòè. Êðîìå ýòîãî, ìîãóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè òîëü-
êî èç êëàññà FLIN-SPACE  (ñîîòâåòñòâåí-
íî FQLIN-SPACE, FLIN-SPACE, FQLIN-
SPACE).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íà ñõåìå
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Ïîñêîëüêó âñïî-
ìîãàòåëüíûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò òîëüêî
êëàññó  FLIN-SPACE èëè òîëüêî êëàññó
FQLIN-SPACE è ýòè êëàññû çàìêíóòû îò-
íîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè, à âåëè÷èíà èñïîëü-
çóåìîé ïàìÿòè îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîñðåä-
ñòâîì Ñ0((n + 1)k log2(n + 2)C + 1)  ïðè íå-
êîòîðûõ  C, C0  ≥ 0 , òî íå òîëüêî äëèíà àðãó-
ìåíòà ñàìîãî ëåâîãî (ñðåäè ñàìûõ âëîæåí-
íûõ) âûçîâà ôóíêöèè îãðàíè÷åíà ñâåðõó, íî
è äëèíà ðåçóëüòàòà (êàê è âåëè÷èíà èñïîëü-
çîâàííîé ïàìÿòè) âû÷èñëåíèÿ êàæäîé ôóí-
êöèè îãðàíè÷åíà ñâåðõó ôóíêöèåé òîãî æå
âèäà. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëèðîâàíèå êàæ-
äîãî øàãà ìîæíî âûïîëíèòü ïðîãðàììîé
ìàøèíû Òüþðèíãà â ïðåäåëàõ ïàìÿòè íåîá-
õîäèìîãî âèäà.

Òåîðåìà 4.   Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî k ≥ 0
êëàññ ôóíêöèé   FP||(nk)-SPACE  (ñîîòâåò-
ñòâåííî êëàññ ôóíêöèé  FP||(Qnk)-SPACE,
êëàññû ïðåäèêàòîâ P||(nk)-SPACE è P||(Qnk)-
SPACE) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî çàäàíèÿ
ðåôàë-5 ôóíêöèè èëè ïðåäèêàòà, âû÷èñëÿþ-
ùèõ íå áîëåå ÷åì ñ ïîëèíîìèàëüíûì (îò äëè-
íû èñõîäíûõ äàííûõ) ÷èñëîì å¸ ðåêóðñèâíûõ
âûçîâîâ è ïîëèíîìèàëüíûì (ñîîòâåòñòâåí-
íî êâàçèïîëèíîìèàëüíûì, ïîëèíîìèàëüíûì,
êâàçèïîëèíî-ìèàëüíûì) ñòåïåíè k  (ñîîò-
âåòñòâåííî (k, 0), k, (k, 0)) âåðõíèì îãðàíè-
÷åíèåì íà èñïîëüçîâàííóþ ïàìÿòü. Êðîìå
ýòîãî, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ âñïîìîãàòåëü-
íûå ôóíêöèè òîëüêî èç êëàññà FP||LIN-
SPACE  (ñîîòâåòñòâåííî FP||QLIN-

SPACE, FP||LIN-SPACE, FP||QLIN-
SPACE).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íà ñõåìå
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñ äîïîëíèòåëüíîé
ïðîâåðêîé òîãî, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå êàæäî-
ãî øàãà ìîæíî âûïîëíèòü îäíîé è òîé æå
ïðîãðàììîé ìàøèíû Òüþðèíãà íå òîëüêî â
ïðåäåëàõ ïàìÿòè òîãî æå âèäà, íî è îäíî-
âðåìåííî çà ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû èñ-
õîäíûõ äàííûõ (âêëþ÷àÿ èñõîäíîå ñîäåðæè-
ìîå ñòåêà) ÷èñëî øàãîâ.

Òåîðåìû 1, 2, 3 è 4  äîïóñêàþò íåêîòî-
ðîå óñèëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ çàäàíèÿ íåñêîëü-
êèõ ðåôàë-5 ôóíêöèé ñîâìåñòíîé ðåêóðñè-
åé. Òàêîå çàäàíèå ìîæíî çàìåíèòü îïðåäå-
ëåíèåì îäíîé ôóíêöèè, àðãóìåíò êîòîðîé
äîïîëíèòåëüíî íà÷èíàåòñÿ ñ íîìåðà îïðåäå-
ëÿåìîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 5.   Êàêîâû áû íè áûëè öåëûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà  k,  C,  ôóíêöèÿ 2 f (ãäå
f (x) = ((n + 1)k log2(n + 2)C + 1) ïðè  n
ðàâíîì äëèíå x) íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà
íà ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíå Òüþðèíãà ñ ÷èñ-
ëîì ÿ÷ååê, ìåíüøèì êâàçèïîëèíîìèàëüíîé
ôóíêöèè ñòåïåíè êàê (k, C � 1), òàê è
(k � 1, C ′)  íè ïðè êàêîì  C ′. Íî ôóíêöèÿ  2 f

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà íà ìíîãîëåíòî÷íîé
ìàøèíå Òüþðèíãà ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèì  f,  çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ
îò äëèíû èñõîäíîãî àðãóìåíòà.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëó÷åíèå íèæ-
íåé ãðàíèöû ïàìÿòè (òî åñòü â âèäå êâàçè-
ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè ñòåïåíè êàê
(k, C � 1), òàê è  (k � 1, C ′)  íè ïðè êàêîì  C ′)
îñíîâàíî íà òîì, ÷òî çàïèñü ðåçóëüòàòà âû-
÷èñëåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ïðèìåðà ôóíêöèè
áîëüøå óêàçàííîé â òåîðåìå íèæíåé ãðàíè-
öû ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ. Ïîëó÷åíèå âåð-
õíåé ãðàíèöû ïàìÿòè îñíîâàíî íà ìîäåëè-
ðîâàíèè ïðîöåññà ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ôóíêöèè 2 f  íà ìíîãîëåíòîñíîé ìà-
øèíå Òüþðèíãà, à òàêæå íà äâóõ äîïîëíè-
òåëüíûõ îöåíêàõ ñëîæíîñòè (êàê ïîëèíîìè-
àëüíîñòè âåðõíåé îöåíêè ÷èñëà øàãîâ, òàê
è òðåáóåìîé îöåíêå ÷èñëà èñïîëüçóåìûõ
ÿ÷ååê).

Òåîðåìà 5 ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü î ñòðî-
ãîñòè ïðåäëîæåííûõ èåðàðõèé êàê äëÿ êëàñ-
ñà FP-SPACE, òàê è äëÿ êëàññà  FP.
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Abstract

Complexity classes hierarchies for functions from both FP and FP-SPACE classes are
introduced. Theorems about closure of these function classes of hierarchies as well as the
classes of functions   FP||LIN-SPACE and FP||QLIN-SPACE and classes of predicates  P||LIN-
SPACE and  P||QLIN-SPACE under the definition of Refal-5 functions with bounded numbers
of recursive calls and the used memory size are proved.

Keywords: Turing  machine,  polynomial  number  of  steps,  Refal-5, subclasses  of  the
class  FP-SPACE,  subclasses  of  the  class  FP.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 3 îáåñïå÷èâàþò äî-
êàçàòåëüñòâà âû÷èñëèìîñòè ñ ïîìîùüþ ðå-
ôàë-5 ôóíêöèé ñ âåëè÷èíîé ïàìÿòè, îãðàíè-
÷åííîé ñâåðõó íåêîòîðûì ïîëèíîìîì. Ïî-
ñêîëüêó NP-ïîëíûå çàäà÷è (íàïðèìåð çàäà-
÷à ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ [1, 2]) ìîãóò áûòü
ðåøåíû ñ ïîìîùüþ òàêèõ âû÷èñëåíèé, òî
äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé áîëüøåå çíà-
÷åíèå èìåþò òåîðåìà 2 è òåîðåìà 4, êîòî-
ðûå îáåñïå÷èâàþò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
âû÷èñëåíèÿ ðåôàë-5 ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì òåîðåì 2 èëè 4, îñóùåñòâ-
ëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî è â êëàññå FP.

Èñïîëüçîâàíèå äîêàçàííûõ òåîðåì ïî-
çâîëÿåò îáåñïå÷èòü ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíî-

âàíèå òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé öåííî-
ñòè ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ íà ÿçûêå ðåôàë-
5 è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 2
èëè òåîðåìû 4.

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû î ïî-
ëó÷åíèè âåðõíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè îäíî-
âðåìåííî êàê ïî ïàìÿòè, òàê è ïî ÷èñëó âû-
ïîëíåííûõ ìàêðîøàãîâ (ðåêóðñèâíûõ âûçî-
âîâ), êàê ïðàâèëî, îòñóòñòâóþò â ìàòåìàòè-
÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî â ñòàòüå ðåàëèçîâàí îäèí èç ïîäõî-
äîâ äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ âàæíûõ äëÿ
ïðàêòèêè ñâîéñòâ ïðîãðàìì, à èìåííî, ïî-
ëèíîìèàëüíîé çàäàííîé ñòåïåíè ìàñøòàáè-
ðóåìîñòè ïî ïàìÿòè è îäíîâðåìåííî ïîëè-
íîìèàëüíîé çàäàííîé ñòåïåíè ìàñøòàáèðó-
åìîñòè ïî ÷èñëó øàãîâ.

PROOFS  OF  REFAL-5  FUNCTION  BELONGING  TO  SOME  SUBCLASSES  OF  FP-SPACE


