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1.  ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñîâðåìåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è
êëàññèôèêàöèè èçîáðàæåíèé ÷àñòî èñïîëü-
çóþò òåêñòóðíûé, ìîðôîëîãè÷åñêèé è
ôðàêòàëüíûé  àíàëèç, à òàêæå âñåâîçìîæíûå
ñî÷åòàíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ, ïîñêîëüêó îäíîé
õàðàêòåðèñòèêè áûâàåò íåäîñòàòî÷íî. Èñ-
ïîëüçóþòñÿ òàêæå ìåòîäû íåéðîííûõ ñåòåé,
âåéâëåò-àíàëèç. Êàê ïðàâèëî, äëÿ êàæäîãî
êëàññà èçîáðàæåíèé â ïðîöåññå àíàëèçà óäà-
åòñÿ íàéòè ñî÷åòàíèå ìåòîäîâ, êîòîðûå íàè-
áîëåå ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü â äàííîì ñëó-
÷àå. Òàê, ìåòîäû ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà óñ-
ïåøíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè
òåêñòóð íàðÿäó ñ óæå ñòàâøèìè òðàäèöèîí-
íûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ïðèçíàêàìè, ââåäåí-
íûìè Ð. Õàðàëèêîì.

Àíàëèç èçîáðàæåíèé áèîìåäèöèíñêèõ
ïðåïàðàòîâ øèðîêî èñïîëüçóåò òåêñòóðíûé
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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå îïèñàí ìåòîä êëàññèôèêàöèè èçîáðàæåíèé, èëëþñòðèðóþùèõ  ïðîöåññ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âåùåñòâà â ñðåäå, â ÷àñòíîñòè èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ïðè äåéñòâèè
ñâåðõìàëûõ äîç ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ. Èçîáðàæåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåøåòêà
ïèêñåëåé çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè. Ïî èçîáðàæåíèþ ñòðîèòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô,
òàê ÷òî êàæäûé óçåë ñîåäèíåí ñ  N  ñîñåäÿìè. Âñåì âûõîäÿùèì èç óçëà äóãàì ïðèïèñû-
âàåòñÿ çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè óçëà, äåëåííîå íà  N  (äëÿ òî÷åê ãðàíèöû �  íà  N � 1).
Ïîñòðîåííûé ïîòîê íîðìèðóåòñÿ. Äëÿ ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì ìàðêîâñêîé öåïè ìå-
òîäîì Øåëåéõîâñêîãî-Áðýãìàíà ñòðîèòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå ìàêñè-
ìèçèðóåò âçâåøåííóþ ýíòðîïèþ. Èìåííî çíà÷åíèå âçâåøåííîé ýíòðîïèè âûáèðàåòñÿ
êàê êëàññèôèêàöèîííûé ïðèçíàê ïðè àíàëèçå èçîáðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷-
íûì äîçàì âåùåñòâà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ìàðêîâñêèå öåïè, ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ íà ãðàôå, àïïðîêñèìà-
öèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ìàêñèìèçàöèÿ âçâåøåííîé ýíòðîïèè.

àíàëèç [9] (èñïîëüçîâàíèå öâåòà êàê îïðå-
äåëÿþùåãî ïðèçíàêà, âûäåëåíèå òåêñòî-
íîâ � ñïåöèàëüíûõ âèçóàëüíûõ ýëåìåíòîâ),
ìîðôîëîãè÷åñêèå ìåòîäû (àíàëèç èçîáðàæå-
íèé óëüòðàçâóêîâîé äèàãíîñòèêè), à òàêæå
ôðàêòàëüíûé è ìóëüòèôðàêòàëüíûé àíàëè-
çû. Ïðèìåíåíèå ôðàêòàëüíûõ ìåòîäîâ ê àíà-
ëèçó ðàçëè÷íûõ êëàññîâ áèîìåäèöèíñêèõ
ïðåïàðàòîâ áûëî îïèñàíî â [2]. Â ðàáîòå [8]
ìóëüòèôðàêòàëüíûé ñïåêòð êàê êëàñ-
ñèôèêàöèîííûé ïðèçíàê áûë èñïîëüçîâàí
äëÿ àíàëèçà èçîáðàæåíèé êðîâè, ãèñòîëîãè-
÷åñêèõ ïðåïàðàòîâ è ñîåäèíèòåëüíîé òêàíè.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
íåêîòîðóþ ýíòðîïèéíóþ õàðàêòåðèñòèêó
äëÿ àíàëèçà è êëàññèôèêàöèèè èçîáðàæåíèé
äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ. Òàêèå ïðîöåññû
íàáëþäàþòñÿ ïðè äåéñòâèè ëåêàðñòâåííûõ
ïðåïàðàòîâ â ðàçëè÷íûõ äîçàõ. Íàø ìåòîä
îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè èññëåäóåìîãî
èçîáðàæåíèÿ â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðà-
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ôà è ïîñòðîåíèè íà íåì ìàðêîâñêîé öåïè,
îïðåäåëÿåìîé ïî èíòåíñèâíîñòÿì ïèêñåëåé.
Äàëåå ïî ýòîìó ïðîöåññó ñòðîèòñÿ ñòàöèî-
íàðíûé ïîòîê íà ãðàôå (ñòàöèîíàðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå), êîòîðîå äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì
âçâåøåííîé ýíòðîïèè. Ôàêòè÷åñêè, çíà÷å-
íèå ýòîé ýíòðîïèè ïîêàçûâàåò âðåìÿ ñõîäè-
ìîñòè íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ê ñòàöèî-
íàðíîìó ñîñòîÿíèþ: åñëè ñèñòåìà èçíà÷àëü-
íî áëèçêà ê ðàâíîâåñèþ, ýíòðîïèÿ î÷åíü
ìàëà. Îäíàêî èçìåíåíèå äîçû âåùåñòâà ìî-
æåò ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî íóæíî áîëüøå
âðåìåíè äëÿ äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî åñòü
ýíòðîïèÿ ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ.

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ïî-
ñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2
äàíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Â ðàçäåëå
3 ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñòàöè-
îíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãðàôå èçîáðàæå-
íèÿ. Ñëåäóþùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ìåòîäó
ðåøåíèÿ è åãî èñòîðèè. Â ðàçäåëå 5 ïðèâå-
äåí àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ìåòîäà áàëàíñè-
ðîâêè. Ñòàòüþ çàâåðøàþò ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

2.  ÎÑÍÎÂÍÛÅ  ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S ñîñòîÿíèé
íåêîòîðîãî ïðîöåññà è âçâåøåííûé ãðàô
G = (V, E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ìíîæåñòâó ñîñòîÿíèé. Êàæäî-
ìó ñîñòîÿíèþ ïðèïèñûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ
âåðîÿòíîñòü. Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G
ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ñîñòîÿíèé ñ ïî-
ëîæèòåëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, òî åñòü
V = {I ∈ S, µ(I) > 0}. Äóãàì òîæå ïðèïèñû-
âàþòñÿ íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò âåðîÿòíîñòÿì ïåðåõîäà èç
ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå.

Ïóñòü  i(e), t (e)  îáîçíà÷àþò ñîîòâåò-
ñòâåííî íà÷àëî è êîíåö äóãè  e. Îáîçíà÷èì
µ(i(e)) âåðîÿòíîñòü íàõîäèòüñÿ â íà÷àëå äóãè
e, µ(e|i(e)) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â âåðøè-
íó t(e) ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â âåð-
øèíå i(e).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàí ãðàô
G = (V, E)  è  EI  îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî äóã,
âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû  I.  Ìàðêîâñêàÿ öåïü
íà ãðàôå îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé  µ (I) > 0, I ∈ V

è óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè  µ (e|i (e)) > 0
äëÿ e ∈ E òàê, ÷òî

1)( =∑ ∈VI
Iµ ; VIIe

IEe
∈∀=∑ ∈ 1)|(µ .

Âåðîÿòíîñòü íàõîäèòüñÿ íà äóãå  e  (ìåðà
äóãè) îïðåäåëÿåòñÿ êàê µ(e) = µ(i(e))µ(e|i(e)).
Âåðîÿòíîñòü ïóòè e1e2 ...en îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

µ (e1e2 ...en) = µ (i(e1))µ (e1|i(e1))

                    µ (e2|i(e2)) ... µ (en|i(en)).    (1)

Çàìåòèì,  ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ìåðû äóãè
ñëåäóåò, ÷òî

  ))(())(|())(()(
)()(

eieieeie
eiEeeiEe

µµµµ == ∑∑
∈∈

,

òî åñòü ìåðà âåðøèíû ðàâíà ñóììå ìåð âû-
õîäÿùèõ èç íåå äóã.

Íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
îáðàçóþò âåêòîð-ñòðîêó  p,  òàê ÷òî  pI = µ(I )
Âåëè÷èíû µ (e|I) îáðàçóþò ñòîõàñòè÷åñ-
êóþ ìàòðèöó ïåðåõîäîâ P ñ ýëåìåíòàìè

∑ ∈
= J

IEeIJ IeP )|(µ , ãäå 
J
IE  îáîçíà÷àåò ìíî-

æåñòâî äóã èç  I  â  J.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàðêîâñêàÿ öåïü
íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, åñëè âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî pP = p.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå ñòàöè-
îíàðíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøè-
íû ñóììà âåðîÿòíîñòåé (ìåð) ïî âñåì âõî-
äÿùèì â íåå äóãàì ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñ-
òåé ïî âñåì âûõîäÿùèì èç íåå äóãàì.

Ïîëåçíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòàöèîíàðíî-
ãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ýíòðîïèÿ, êîòîðàÿ âû-
÷èñëÿåòñÿ êàê ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ýíòðî-
ïèé )( )(nph µ  âåðîÿòíîñòíûõ âåêòîðîâ )(npµ ,
ñîñòàâëåííûõ èç ìåð âñåâîçìîæíûõ ïóòåé
äëèíû  n  íà  G, îïðåäåëÿåìûõ ïî ôîðìó-
ëå (1).

Ýíòðîïèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà µ
îïðåäåëÿåòñÿ [10] êàê

)(
1

lim)( )(n

n
ph

n
h µµ

∞→
= . (2)

Èçâåñòíî [12], ÷òî âåëè÷èíó, îïðåäåëÿå-
ìóþ ïî ôîðìóëå (2), ìîæíî âû÷èñëèòü íå-
ïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ íà÷àëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è óñëîâíûõ âåðî-
ÿòíîñòåé:
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3.  ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ  ÇÀÄÀ×È

Äëÿ èçîáðàæåíèé, ïîêàçûâàþùèõ ïðî-
öåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âåùåñòâà, ìîæíî
ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ìåòîä àíàëèçà, îñ-
íîâàííûé íà åãî õàðàêòåðèñòèêàõ ÿðêîñòè
(èíòåíñèâíîñòè). Ðàññìîòðèì èçîáðàæåíèå
êàê ðåøåòêó ïèêñåëåé {x (i, j)}, i = 1...M,
j = 1...N. Êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè ñîïîñòàâëÿ-
åòñÿ çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ïèêñåëÿ �
I (i, j), ãäå I (i, j) ∈ [0, L]. Êàê ïðàâèëî,
L = 255. (Çàìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì íóëå-
âûå çíà÷åíèÿ ÿðêîñòåé ìû áóäåì çàìåíÿòü
íåêîòîðûì ìàëûì çíà÷åíèåì). Äëÿ êàæäîãî
óçëà ðàññìîòðèì åãî áëèæàéøèõ ñîñåäåé
(îêðåñòíîñòü). Â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè ìîæ-
íî âûáèðàòü 4 èëè 8 ñîñåäåé. Îòíîøåíèå ñî-
ñåäñòâà èçîáðàæàåòñÿ òàê: x(i, j)  è  x (k, l)
ñîñåäè, åñëè ìåæäó íèìè åñòü ðåáðî. Ïðè
òàêîì ïîñòðîåíèè ïîëó÷àåì íåîðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô. Ïðåîáðàçóåì åãî â îðèåíòè-
ðîâàííûé, ââîäÿ äóãè  x(i, j) → x(k, l) è
x (k, l) → x(i, j) âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðåáðà. Ïðèñâîèì äóãàì çíà÷åíèÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Äëÿ âñåõ òî÷åê ðåøåòêè (êðî-
ìå òî÷åê ãðàíèöû) ðàññìàòðèâàåì óçåë
x (i, j) è åãî ñîñåäåé x(i, j + 1), x (i, j � 1),
x(i � 1, j), x(i + 1, j) è âñåì âûõîäÿùèì äóãàì
x (i, j) → x (i, j + 1), x (i, j) → x (i, j � 1),
x (i, j) → x (i � 1, j), x(i, j) → x (i + 1, j)  ïðè-
ñâîèì çíà÷åíèå I(i, j)/4. Äëÿ òî÷åê ãðàíèöû
ïðèñâàèâàåì èñõîäÿùèì äóãàì I(i, j)/3. Òà-
êèì îáðàçîì, ìåðà êàæäîãî óçëà ðàâíà ñóì-
ìå ìåð âûõîäÿùèõ äóã. Åñëè äîáàâèòü óñëî-

âèå íîðìèðîâêè 1),(
,

=∑ ji
jiI , òî ìû ïîëó-

÷èì ìàðêîâñêóþ öåïü íà ãðàôå. Íàñ èíòåðå-
ñóåò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå  u(i, j)  çíà÷åíèé
íà äóãàõ, ïðè êîòîðîì ïîñòðîåííàÿ öåïü áó-
äåò ñòàöèîíàðíîé, òî åñòü â êàæäîì óçëå
ñóììà çíà÷åíèé âõîäÿùèõ äóã áóäåò ðàâíà
ñóììå çíà÷åíèé âûõîäÿùèõ. Ïðè çàäàííîì

íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íàéäåííîå ñòà-
öèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìèçèðóåò
âçâåøåííóþ ýíòðîïèþ, îïðåäåëÿåìóþ êàê

∑ ji jiu
jiI

jiu
, ),(

),(
ln),( .

4.  ÌÅÒÎÄ  ÐÅØÅÍÈß

Ó çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïî-
òîêà íà ãðàôå î÷åíü èíòåðåñíàÿ èñòîðèÿ è
íåîæèäàííûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

∑ ji
ij

ij
ij x

p
x

,
ln  ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

i

m

j
ij ax =∑

=1

, j

m

i
ij bx =∑

=1

, 0≥ijx ;

∑∑
==

=
m

j
j

m

i
i ba

11

; 0, >ji ba ; 0≥ijp , 1
,

=∑
ji

ijx .

Ýòà çàäà÷à âîçíèêàëà ìíîãî ëåò íàçàä â
ñâÿçè ñî ñïåöèôè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè ãðàäî-
ñòðîèòåëüíîãî õàðàêòåðà. Ïðîãíîçèðîâàëîñü
óñòîé÷èâîå ðàññåëåíèå æèòåëåé ãîðîäà ïî
ðàéîíàì â çàâèñèìîñòè îò ìåñò ïðèëîæåíèÿ
òðóäà. Èíà÷å ãîâîðÿ, òðåáîâàëîñü íàéòè äî-
ïóñòèìîå ðåøåíèå íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé
òðàíñïîðòíîé çàäà÷è. Çäåñü ijx îáîçíà÷àåò
÷èñëî ëþäåé, æèâóùèõ íà òåððèòîðèè  i  ∈  I
è ðàáîòàþùèõ íà ïðåäïðèÿòèè j ∈ J, à âû-
øåïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ

jIi ij bx =∑ ∈ ,  j ∈ J, (*)

iJj ij ax =∑ ∈ ,  i ∈ I (**)

çàäàþò òðàíñïîðòíûå îãðàíè÷åíèÿ. Íàáîðû
{ai}  è  {bj} çàäàíû. Äëÿ âåðøèíû  i  ýòè
îãðàíè÷åíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî ñóììà çíà÷åíèé
ïî âûõîäÿùèì èç âåðøèíû äóãàì ðàâíà  ai,
à ñóììà ïî âõîäÿùèì â íåå ðàâíà  bi.

Ëåíèíãðàäñêèé àðõèòåêòîð Ã.Â. Øåëåé-
õîâñêèé [6] ïðåäëîæèë èñêàòü ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì îãðàíè÷åíèÿì, ìåòî-
äîì áàëàíñèðîâêè, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì. Âûáåðåì íåêîòîðûé íà÷àëüíûé
íàáîð ijij px =0   è, óìíîæàÿ ñòðîêè ìàòðèöû

0X  íà ïîäõîäÿùèå ìíîæèòåëè, äîáüåìñÿ
âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ (*). Îáîçíà÷èì ïîëó-
÷åííóþ ìàòðèöó ÷åðåç 1X . Òåïåðü, óìíîæàÿ
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ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû íà ïîäõîäÿùèå ìíî-
æèòåëè, ïîëó÷èì ìàòðèöó 2X , êîòîðàÿ áó-
äåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (**), íî íå (*).
Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö, êî-
òîðàÿ äîâîëüíî áûñòðî ñõîäèòñÿ ê íåêîòî-
ðîìó ïðåäåëó.

È.Â. Ðîìàíîâñêèé ïîêàçàë, ÷òî åñëè ýòîò
ìåòîä ñõîäèòñÿ, òî ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà
äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì âçâåøåííîé ýíòðîïèè

∑∑∑
∈∈∈∈∈∈

−=
JjIi

ijij
JjIi

ijij
JjIi ij

ij
ij xxpx

x

p
x

,,,

lnlnln .

Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì,
ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ïðèñâàèâàþòñÿ âñåì
äóãàì ãðàôà.

Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Øåëåéõîâñêîãî
áûëà äîêàçàíà Ë. Áðýãìàíîì â [4]. Âñêîðå
Ë. Áðýãìàí ðàçðàáîòàë áîëåå îáùèé ìåòîä
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ [5], êîòîðûé äëÿ çàäà÷ ñ ëèíåéíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì Ã. Øå-
ëåéõîâñêîãî. Â ðàáîòå [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî
ýòîò îáùèé ìåòîä:

1) ñõîäèòñÿ íå ìåäëåííåå, ÷åì ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ,

2) ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ïåðå-
áîðà ñòðîê è ñòîëáöîâ,

3) ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Èíòåðåñíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé çà-
äà÷è ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà çíà÷åíèÿ  ai
è bj  ñîâïàäàþò. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì òàê íà-
çûâàåìîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîã-
äà äëÿ ëþáîé âåðøèíû ñóììà ìåð âûõîäÿ-
ùèõ äóã ðàâíà ñóììå ìåð âõîäÿùèõ.

Ñòàöèîíàðíûé ïîòîê íà ãðàôå îêàçàëñÿ
ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòå [11] Ã. Îñè-
ïåíêî îïèñàë ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà áàëàí-
ñèðîâêè ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ
èíâàðèàíòíîé ìåðû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
ñ ïîìîùüþ ãðàôà ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà.
Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ïîñò-
ðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ê èíâàðèàíòíîé ìåðå
áûëà îïèñàíà â [7]. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå (èëè ñáàëàíñèðîâàííûé ãðàô) âîç-
íèêàåò è â çàäà÷àõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, íà-
ïðèìåð â çàäà÷å î äîñòèæåíèè êîíñåíñóñà
ãðóïïîé âçàèìîäåéñòâóþùèõ àãåíòîâ [1].

(Êîíñåíñóñîì íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîñòîÿííîå
çíà÷åíèå, êîòîðîãî ïðè ïîäõîäÿùåì óïðàâ-
ëåíèè ìîãóò äîñòè÷ü âñå âåðøèíû ãðàôà,
îòðàæàþùåãî äèíàìèêó âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ àãåíòîâ.) Çäåñü óñëîâèå ñáàëàíñèðîâàí-
íîñòè ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ïðîñòîìó âûðà-
æåíèþ äëÿ âåëè÷èíû êîíñåíñóñà.

Ìû ðåøàåì çàäà÷ó àíàëèçà èçîáðàæåíèÿ
ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãðàôå, ïîñòðîåííîì ïî
èçîáðàæåíèþ, è âû÷èñëåíèè âçâåøåííîé
ýíòðîïèè. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëó÷åííîãî ñòà-
öèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìû âû÷èñëÿåì
åãî ýíòðîïèþ ïî ôîðìóëå (4).

5.  ÀËÃÎÐÈÒÌ  ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ  ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ  íà ïîñòðîåííîì ïî èçîáðàæåíèþ ãðà-
ôå ìû èñïîëüçîâàëè îïèñàííûé âûøå ìåòîä
áàëàíñèðîâêè ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì
íîðìèðîâàíèÿ ïîòîêà. Âû÷èñëÿëèñü âçâå-
øåííàÿ ýíòðîïèÿ è ýíòðîïèÿ ñòàöèîíàðíîãî
ïðîöåññà. Ïóñòü n ∈ V, è

beg(n) = {e ∈ E, e = (n, j), j ∈ V;} (5)

         end(n) = {e ∈ E, e = (i,n), i ∈ V.} (6)

        µout(n) = ∑ ∈ )(
)(

nbege
eµ (7)

       µ in(n) = ∑ ∈ )(
)(

nende
eµ (8)

Ñõåìà àëãîðèòìà ñëåäóþùàÿ.
• Íàçíà÷èòü âñåì äóãàì ïðîèçâîëüíûé

íåíóëåâîé âåñ. Ïîëîæèòü  µ (e) = 1 äëÿ âñåõ
e ∈ E.

• Ïîñòðîèòü ïðèîðèòåòíóþ î÷åðåäü  Q
èç âåðøèí ãðàôà, ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå ïðè-
îðèòåòà  q(n)  âåðøèíû  n  åå äèñáàëàíñ

 q(n) = |µout(n) � µ in(n)|.

• Â öèêëå: èçâëå÷ü î÷åðåäíóþ âåðøèíó
n  èç  Q.

� Åñëè  q(n) < ε, òî çàâåðøèòü îáðà-
áîòêó  n  è âûéòè èç öèêëà.  (Â ñèëó
ïðèîðèòåòíîñòè èçâëåêàåìûõ âåð-
øèí, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ
âñåõ îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ.)

� Èíà÷å,
* âû÷èñëèòü µout(n), µ in(n),

   )()( nn inout µµγ =  .
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Ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû íà ãðàôàõ è àíàëèç èçîáðàæåíèé

* Ìåðû âñåõ äóã, èñõîäÿùèõ èç n,
ðàçäåëèòü íà γ .

* Ìåðû  âñåõ äóã,  âõîäÿùèõ â n,
óìíîæèòü íà γ.

* Åñëè îäíî èç çíà÷åíèé µout(n),

µ in(n), γ  ëèáî äîñòàòî÷íî âåëè-
êî, ëèáî äîñòàòî÷íî ìàëî, âûïîë-
íèòü îáùóþ íîðìèðîâêó ïîòîêà.

• Âûïîëíèòü îáùóþ íîðìèðîâêó ïîòî-
êà. Àëãîðèòì çàâåðøåí.

6.  ×ÈÑËÅÍÍÛÅ  ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ òåñ-
òîâûõ ÷åðíî-áåëûõ èçîáðàæåíèé ïðèâåäåíû
íà ðèñ. 1 è 2. Ðàññìàòðèâàëèñü èçîáðàæåíèÿ
ðàçìåðîì 20×20 ïèêñåëåé, ïðè èëëþñòðàöèè
îíè áûëè óâåëè÷åíû äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿ-
òèÿ, òàê ÷òî êàæäûé êâàäðàòèê ñîîòâåòñòâó-
åò ïèêñåëþ èçîáðàæåíèÿ.

Àëãîðèòì áûë ïðèìåíåí òàêæå äëÿ
êëàññèôèêàöèè èçîáðàæåíèé ôàðìàêîëîãè-
÷åñêèõ ðàñòâîðîâ ñåðåáðà ðàçëè÷íîé êîíöåí-
òðàöèè, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ àòîìíî-ñè-
ëîâîãî ìèêðîñêîïà. Öâåòíûå èçîáðàæåíèÿ
ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâûâàëèñü ê ïîëóòîíîâûì.
Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ èçîáðàæå-
íèé òðåõ ðàçíûõ êëàññîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçëè÷íûì êîíöåíòðàöèÿì. Äëÿ èëëþñòðà-
öèè âûáðàíî ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ êàæ-
äîãî êëàññà. Ïðèìåðû ðàñïîëîæåíû ïî ïî-
ðÿäêó âîçðàñòàíèÿ äîç ñåðåáðà â ðàñòâîðå �
íóëåâàÿ, ìàëàÿ è áîëüøàÿ êîíöåíòðàöèè. (ðèñ.
3, 4 è 5 ñîîòâåòñòâåííî.) Äëÿ êàæäîé ïàðû
èçîáðàæåíèé ñëåâà ðàñïîëîæåíî èñõîäíîå
èçîáðàæåíèå, à ñïðàâà èçîáðàæåíèå, ñîîò-
âåòñòâóþùåå ïîëó÷åííîìó ñòàöèîíàðíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ. Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàç-
ëè÷èÿ â êàðòèíêàõ íå î÷åíü çàìåòíû ãëàçó,
êàê äëÿ òåñòîâûõ èçîáðàæåíèé, ïîýòîìó ïðè
âû÷èñëåíèÿõ ôîðìèðîâàëèñü òàê íàçûâàå-
ìûå «êàðòû îòëè÷èé», ãäå îòìå÷àëèñü íå-
ñîâïàäàþùèå òî÷êè.

Äàëåå ïî òåêñòó hω îáîçíà÷àåò âçâåøåí-
íóþ ýíòðîïèþ, à  hs � ýíòðîïèþ ñòàöèîíàð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí
Å. Ïåòðåíêî.

Ðèñ. 1. Òåñòîâûé ïðèìåð ñ äèàãîíàëÿìè.
hω = 0,215955; hs = 2,699519

Ðèñ. 2. Òåñòîâûé ïðèìåð ñ ÷åðíî-áåëûìè
ïîëîñàìè.  hω = 0,515709; hs = 2,336137

Ðèñ. 3. Íóëåâàÿ äîçà âåùåñòâà â ðàñòâîðå.
hω = 0.000002; hs = 2,997057

Ðèñ. 4. Ìàëàÿ äîçà âåùåñòâà â ðàñòâîðå.
hω = 0.000044; hs = 2,987622

Ðèñ. 5. Áîëüøàÿ äîçà âåùåñòâà â ðàñòâîðå.
hω = 0.000043; hs = 2,991464
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Abstract

The method of a classification of images concerning to a substance propagation process
is proposed. The image is considered as a  lattice formed by pixels of given intensity.
Then an oriented graph corresponding to the image is constructed in the following way:
every vertex (pixel) is connected with  N  neighbours. For a given vertex all outcoming
edges have a value (pixel intensity/N), for boundary vertex � pixel intensity/(N � 1). The
constructed flow is normed.  For obtained markov chain by the Sheleihovsky-Bregman
method a stationary distribution is constructed,  which maximizes weighted entropy. It is
weighted entropy that is used as a classifying sign when images with different doses of a
substance are analyzed. The results of numerical experiments  are given.

Keywords: Markov chain, stationary process on  graph, approximation of an invariant
measure, dynamical systems, maximization of weighted entropy.
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7.  ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âçâå-
øåííàÿ ýíòðîïèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê êëàññèôèêàöèîííûé ïðèçíàê, îòëè÷àþ-
ùèé èçîáðàæåíèÿ ïî ñòåïåíè êîíöåíòðàöèè
ðàñòâîðà, à èìåííî ðàñòâîðû áåç ñåðåáðà è

ðàñòâîðû, åãî ñîäåðæàùèå. ×òî êàñàåòñÿ âå-
ëè÷èíû äîçû, òî äëÿ äàííîãî íàáîðà èçîá-
ðàæåíèé õàðàêòåðèñòèêè èçîáðàæåíèé, ñî-
äåðæàùèõ ñåðåáðî, áûëè áëèçêè. Íî ýêñïå-
ðèìåíòû ñ äðóãèìè êîíöåíòðàöèÿìè ìîãóò
äàòü äðóãèå ðåçóëüòàòû.


