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 Àííîòàöèÿ

Êîëåáàíèÿ ïðîñòîãî æåñòêîãî ìàÿòíèêà ñ ïðåäåëüíî áîëüøèìè àìïëèòóäàìè, áëèç-
êèìè ê 180°, òðàêòóþòñÿ íà îñíîâå ôèçè÷åñêè îïðàâäàííîãî ïðèáëèæåíèÿ, çàêëþ÷àþ-
ùåãîñÿ â ðàçäåëåíèè ïîëíîãî öèêëà êîëåáàíèé íà íåñêîëüêî ÷àñòåé. Áóëüøàÿ ÷àñòü ïî-
÷òè çàìêíóòîãî êðóãîâîãî ïóòè ãðóçà ìàÿòíèêà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèìèòàöèîííûì äâè-
æåíèåì, à äâèæåíèå â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ëèíåàðèçîâàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ëó÷-
øå ïîíÿòü äèíàìèêó ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîëó÷åííîå íà åãî
îñíîâå ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ñ ïðåäåëüíî áîëüøîé
àìïëèòóäîé äàåò çíà÷åíèÿ, î÷åíü áëèçêèå ê òåì, ÷òî ñëåäóþò èç òî÷íîé ôîðìóëû, îñíî-
âàííîé íà ïîëíîì ýëëèïòè÷åñêîì èíòåãðàëå ïåðâîãî ðîäà K(q).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòîé ìàÿòíèê, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ëèìèòàöèîííîå äâèæå-
íèå, ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå, êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå.

1.  ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñòàðàÿ çàäà÷à î áîëüøèõ êîëåáàíèÿõ
ïðîñòîãî æåñòêîãî ìàÿòíèêà â îäíîé ïëîñ-
êîñòè ïðîäîëæàåò ïðèâëåêàòü âíèìàíèå ïå-
äàãîãè÷åñêîé îáùåñòâåííîñòè. Ìíîæåñòâî
ñòàòåé íà ýòó òåìó ïîÿâèëîñü íà ïðîòÿæå-
íèè ïîñëåäíèõ äåñÿòè ëåò â ïåðèîäè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå � ñì., íàïðèìåð, [1�5] è ïðèâå-
äåííûå òàì ññûëêè. Â áîëüøèíñòâå ñòàòåé
äåëàþòñÿ ïîïûòêè ïîëó÷èòü â ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèÿõ ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ ïå-
ðèîäà áîëüøèõ êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ ðàç-
íîãî ðîäà àïïðîêñèìàöèîííûõ ñõåì. Êàæ-
äûé èç àâòîðîâ îáû÷íî óòâåðæäàåò, ÷òî ïðåä-
ëîæåííàÿ èì ôîðìóëà îòëè÷àåòñÿ áîëüøåé
ïðîñòîòîé è òî÷íîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðó-
ãèìè ïðèáëèæåííûìè ôîðìóëàìè. Äåòàëü-
íîå ñðàâíåíèå íåêîòîðûõ îïóáëèêîâàííûõ

â ëèòåðàòóðå ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé
ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [6]. Îáùàÿ ÷åðòà âñåõ
òàêèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñõåì ñâîäèòñÿ ê
ïîèñêó íåêîòîðîãî ýìïèðè÷åñêîãî âûðàæå-
íèÿ äëÿ ïåðèîäà T(ϕm), êîòîðîå äàâàëî áû
ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ϕm ïðèåìëåìîå
÷èñëåííîå ñîãëàñèå ñ òåìè çíà÷åíèÿìè, êî-
òîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç òî÷íîé ôîðìóëû, âû-
ðàæàþùåé ïåðèîä ÷åðåç ïîëíûé ýëëèïòè-
÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà K(q):
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ñòâåííî ñîáñòâåííûé ïåðèîä è ÷àñòîòà êî-
ëåáàíèé áåñêîíå÷íî ìàëîé àìïëèòóäû, l �
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ïðèâåäåííàÿ äëèíà ìàÿòíèêà, g � óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

Ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðèîäà,
êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðå (ñì. [6]
è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè) äàþò íåîãðàíè-
÷åííî âîçðàñòàþùèå îøèáêè ïî ìåðå ïðè-
áëèæåíèÿ àìïëèòóäû ìàÿòíèêà ê 180°. Áî-
ëåå òîãî, âñå ýòè óïðàæíåíèÿ ñ ïîèñêàìè
ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñõåì íîñÿò
ôîðìàëüíûé õàðàêòåð è íå ñïîñîáñòâóþò
áîëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ íåëèíåéíîé äè-
íàìèêè è ôèçèêè ïîâåäåíèÿ ìàÿòíèêà ïðè
áîëüøèõ àìïëèòóäàõ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ðàäè-
êàëüíî îòëè÷íûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå êîëå-
áàíèé ìàÿòíèêà ñ ïðåäåëüíî áîëüøèìè àì-
ïëèòóäàìè. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îñíîâàí
íà ôèçè÷åñêè ïðîçðà÷íîì ïðåäñòàâëåíèè
öèêëà áîëüøèõ êîëåáàíèé ñîñòîÿùèì èç íå-
ñêîëüêèõ ñòàäèé, íà ïðîòÿæåíèè êàæäîé èç
êîòîðûõ äâèæåíèå ìàÿòíèêà ìîæíî îïèñàòü
àíàëèòè÷åñêè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñ ïîìî-
ùüþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïðèíöèïèàëü-
íàÿ èäåÿ òàêîãî ïîäõîäà î÷åíü ïðîñòà: äâè-
æåíèå ìàÿòíèêà â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè
ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ, åñëè â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé
èñïîëüçîâàòü óãîë ϕπα −= , îáðàçóåìûé
ìàÿòíèêîì ñ íàïðàâëåííîé ââåðõ âåðòèêà-
ëüþ, à îñòàþùàÿñÿ ÷àñòü äâèæåíèÿ (ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ïî÷òè ïîëíûé îáîðîò) ïî÷òè íåîòëè-
÷èìà îò ëèìèòàöèîííîãî äâèæåíèÿ (äâèæå-
íèÿ ïî ñåïàðàòðèñå), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâó-
åò ðåøåíèå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Òî÷-
íîñòü îêîí÷àòåëüíîé (î÷åíü ïðîñòîé) ôîð-
ìóëû äëÿ ïåðèîäà (ñì. íèæå óðàâíåíèå (14)
íà ñòð. 7) âîçðàñòàåò ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ
àìïëèòóäû ê 180°. Ìû óæå èñïîëüçîâàëè
òàêîé ïîõîä ðàíåå â [7] ïðè ñðàâíåíèè êîëå-
áàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû ñ ïîëíûìè ïåðå-
âîðîòàìè ìàÿòíèêà. Öåëü äàííîé ñòàòüè çàê-
ëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðèâëå÷ü âíèìàíèå
ê ýòîìó ïëîäîòâîðíîìó ïîäõîäó, ñïîñîáñòâó-
þùåìó áîëåå ãëóáîêîìó ôèçè÷åñêîìó ïîíè-
ìàíèþ íåëèíåéíîé äèíàìèêè ìàÿòíèêà �
î÷åíü ïîïóëÿðíîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè, ÷àñ-
òî âñòðå÷àþùåéñÿ â ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëî-
æåíèÿõ.

2. ÔÀÇÎÂÛÉ  ÏÎÐÒÐÅÒ  ÌÀßÒÍÈÊÀ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ïîâå-
äåíèÿ ïðîñòîãî ìàÿòíèêà, ñóùåñòâåííûå äëÿ
ïðîáëåìû êîëåáàíèé ñ áîëüøèìè àìïëèòó-
äàìè. Ðåøåíèå ϕ (t) äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîñòîãî ìàÿòíèêà áåç òðå-
íèÿ

0sin2
0 =+ ϕωϕ&&  ( lg=0ω ) (2)

ìîæíî âûðàçèòü â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ
â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå êîëåáàíèé ìàëîé àìï-
ëèòóäû: êîãäà ϕϕ ≈sin , óðàâíåíèå (2) ñòà-
íîâèòñÿ ëèíåéíûì è îïèñûâàåò ïðîñòîå ãàð-
ìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé 0ω . Äëÿ
îïèñàíèÿ êîëåáàíèé áîëüøîãî ðàçìàõà, ðàâ-
íî êàê è ïîëíûõ ïåðåâîðîòîâ, íåîáõîäèìû
ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè (òàê íàçûâàåìûå ýë-
ëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè). Òåì íå ìåíåå, îáùèé
õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ìåõàíè÷åñ-
êîãî ñîñòîÿíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû, òàêîé,
êàê ìàÿòíèê, ìîæíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñ
ïîìîùüþ òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè
(ϕ , ϕ& ), òî åñòü ãðàôèêîâ, èçîáðàæàþùèõ çà-
âèñèìîñòü óãëîâîé ñêîðîñòè ϕ&  îò óãëà îò-
êëîíåíèÿ ϕ . Ñåìåéñòâî òàêèõ òðàåêòîðèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì çíà÷åíèÿì ýíåð-
ãèè, îáðàçóåò ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ôà-
çîâûé ïîðòðåò äàåò ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå î
âîçìîæíûõ äâèæåíèÿõ íåëèíåéíîé ñèñòå-
ìû.

Ôàçîâûé ïîðòðåò íåëèíåéíîé êîíñåðâà-
òèâíîé ñèñòåìû (íàïðèìåð, ìàÿòíèêà áåç
òðåíèÿ) ìîæíî ïîñòðîèòü, íå ðåøàÿ ÿâíî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Â
ñàìîì äåëå, óðàâíåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòî-
ðèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà E, òî åñòü ñóììà
åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

 222
kin 2

1
2
1

)( ϕϕ && mlmvE ==    è  ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèè )cos1()(pot ϕϕ −= mglE , îñòàåò-

ñÿ ïîñòîÿííîé ïðè äâèæåíèè ìàÿòíèêà:

Emglml =−+ )cos1(
2
1 22 ϕϕ& . (3)

Ýòî óðàâíåíèå äàåò ñîîòíîøåíèå ìåæ-
äó ϕ&  è ϕ  è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óðàâíåíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ñîîò-
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âåòñòâóþùåé îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ E
ïîëíîé ýíåðãèè. Óðàâíåíèå (3) óäîáíî ïðåä-
ñòàâèòü â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå. Ââåäåì âå-
ëè÷èíó mglmlE 22 2

0
2

m == ω , êîòîðàÿ èìå-
åò ôèçè÷åñêèé ñìûñë êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
ìàÿòíèêà, âðàùàþùåãîñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñ-

òüþ 02ω , èëè, èíà÷å, Em ðàâíà ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà â ïåðåâåðíóòîì ïîëî-
æåíèè. Ñ ïîìîùüþ Em óðàâíåíèå (3) ïåðå-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m
2
0

2 4
)cos1(2

E

E=−+ ϕ
ω
ϕ&

. (4)

Íà ðèñ. 1 íåñêîëüêî ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

ïîêàçàíû ïîä ãðàôèêîì )(pot ϕE .
Åñëè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E ìàÿòíèêà ìåíü-

øå, ÷åì âûñîòà ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà íà
ðèñ. 1 (E < 2mgl = Em), ìàÿòíèê ñîâåðøàåò
êîëåáàíèÿ ìåæäó ìàêñèìàëüíûìè îòêëîíå-
íèÿìè mϕ  è � mϕ . Ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ
( 2m πϕ << ) êîëåáàíèÿ ïî÷òè ñèíóñîèäàëü-
íûå, à ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïî÷òè íå îòëè÷à-
åòñÿ îò ýëëèïñà. ×åì áîëüøå ïîëíàÿ ýíåð-
ãèÿ, òåì ñèëüíåå ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ îòëè-
÷àåòñÿ îò ýëëèïñà, è òåì ñèëüíåå êîëåáàíèÿ
îòëè÷àþòñÿ îò ãàðìîíè÷åñêèõ. Ïðè î÷åíü
áîëüøèõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé ìàÿòíèê ïðî-
âîäèò çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ â îêðåñòíîñòè ïî-
ëîæåíèé ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ (òî÷åê
ïîâîðîòà), ãäå íàïðàâëåíèå åãî äâèæåíèÿ
èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ïåðèîä êî-
ëåáàíèé âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì àìïëè-
òóäû. Åñëè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà  E  ïðå-
âûøàåò  âûñîòó  ïîòåíöèàëüíîãî  áàðüåðà
(E > 2mgl = Em), ìàÿòíèê îêàçûâàåòñÿ â ïå-
ðåâåðíóòîì ïîëîæåíèè ñ íåíóëåâîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îí ñîâåðøàåò
ïîëíûå ïåðåâîðîòû.

3.  ËÈÌÈÒÀÖÈÎÍÍÎÅ  ÄÂÈÆÅÍÈÅ

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîé
ýíåðãèè E, ðàâíîé ìàêñèìàëüíî âîçìîæíî-
ìó çíà÷åíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à
èìåííî Epot(π) = Em.

Ýòà òðàåêòîðèÿ îòäåëÿåò öåíòðàëüíóþ
÷àñòü ôàçîâîé ïëîñêîñòè, çàíÿòóþ çàìêíó-

òûìè ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè êîëåáàòåëü-
íûõ äâèæåíèé, îò âíåøíåé îáëàñòè, ãäå ïðî-
õîäÿò ôàçîâûå òðàåêòîðèè âðàùàòåëüíûõ
äâèæåíèé. Ýòà ãðàíèöà íàçûâàåòñÿ ñåïà-
ðàòðèñîé. Ñåïàðàòðèñà ðàçäåëÿåò ôàçîâóþ
ïëîñêîñòü íà îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-
íûì âèäàì äâèæåíèÿ. Óðàâíåíèå ñåïàðàò-
ðèñû ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3) ïðè ïîäñòà-
íîâêå â íåãî E = 2mgl, èëè èç óðàâíåíèÿ (4)

ïðè ïîäñòàíîâêå 2
0

2
m 2 ωmlEE == :

)2cos(2 0 ϕωϕ ±=& . (5)

Êîãäà ìàÿòíèê ñ ïîëíîé ýíåðãèåé
E = 2mgl  ïðèáëèæàåòñÿ ê ïåðåâåðíóòîìó ïî-
ëîæåíèþ ïðè πϕ =  èëè πϕ −= , åãî ñêîðîñòü
óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ, îáðàùàÿñü â íóëü ïðè

πϕ ±= .
Ýòî ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâëåíî íà ôàçîâîé

ïëîñêîñòè ñåäëîâûìè òî÷êàìè (π , 0) è
(�π , 0), â êîòîðûõ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ âåòâè
ñåïàðàòðèñû (óðàâíåíèå (5)) âñòðå÷àþòñÿ íà
ϕ -îñè. Îáå ñåäëîâûå òî÷êè ïðåäñòàâëÿþò
îäíî è òî æå ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñ-
òåìû, à èìåííî ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ìàÿòíèêà â
íåóñòîé÷èâîì ïåðåâåðíóòîì ïîëîæåíèè.

Ðèñ. 1. Ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà äëÿ ïðîñòîãî ìàÿòíè-
êà è ôàçîâûé ïîðòðåò â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Çàìê-
íóòûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, îõâàòûâàþùèå íà÷à-
ëî êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþò
êîëåáàíèÿì ñ ðàçíûìè àìïëèòóäàìè. Òðàåêòîðèè,
ïðîõîäÿùèå âûøå è íèæå ñåïàðàòðèñû, ñîîòâåò-
ñòâóþò ïåðåâîðîòàì (âðàùåíèþ) ìàÿòíèêà ñîîò-
âåòñòâåííî ïðîòèâ è ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
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Ìàëåéøåå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ìàÿòíèêà
èç ýòîé òî÷êè â òó èëè èíóþ ñòîðîíó ïðèâî-
äèò ê êîëåáàíèÿì ñ àìïëèòóäîé, ïî÷òè ðàâ-
íîé π, à ìàëåéøèé íà÷àëüíûé òîë÷îê âûçû-
âàåò âðàùåíèå (ïîëíûå ïåðåâîðîòû) ìàÿò-
íèêà.

Ïðè òàêèõ êîëåáàíèÿõ è ïåðåâîðîòàõ
ìàÿòíèê áûñòðî ïðîõîäèò ïî÷òè ïîëíûé êðó-
ãîâîé ïóòü, íî ïðîâîäèò ïðîäîëæèòåëüíîå
âðåìÿ â îêðåñòíîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæå-
íèÿ.

Äâèæåíèå ìàÿòíèêà ñ ýíåðãèåé
E = Em = 2mgl, êîãäà èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà
íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ âäîëü ñåïà-
ðàòðèñû, íàçûâàåòñÿ ëèìèòàöèîííûì. Äëÿ
ëèìèòàöèîííîãî äâèæåíèÿ ñóùåñòâóåò àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðîâàíèå óðàâ-
íåíèÿ (5) ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì â ïðàâîé
÷àñòè ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè  ϕ(0) = 0 äàåò:

)( 0arctan4)( t
et

ωπϕ −−= . (6)

Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò äâèæåíèå ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ ïðè

−∞=t  èç ïîëîæåíèÿ πϕ −= . Ïðè  t = 0 ìà-
ÿòíèê ïðîõîäèò ÷åðåç íèæíþþ òî÷êó ñâîå-
ãî êðóãîâîãî ïóòè, è çàòåì ïðîäîëæàåò äâè-
æåíèå äî +∞=t , àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëè-
æàÿñü ê πϕ += .

Äèôôåðåíöèðóÿ  ϕ (t)  ïî âðåìåíè
t, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü
óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  äëÿ ëèìèòàöè-
îííîãî äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà:

    
tt eet

t
00

0

0

0 4
)cosh(

2
)( ωω

ω
ω

ωϕ −+
==&  . (7)

Ãðàôèêè ϕ(0) è )(tϕ&  äëÿ ëèìèòà-
öèîííîãî äâèæåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.
Ãðàôèê )(tϕ&  èìååò ôîðìó îäèíî÷íîãî
èìïóëüñà. Â óðàâíåíèè (7) íà÷àëî îò-
ñ÷åòà âðåìåíè t = 0 ïðèõîäèòñÿ íà ìî-
ìåíò ïðîõîæäåíèÿ ìàÿòíèêîì íèæíå-
ãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ 02ωϕ =& .

Ýòîò ìîìåíò ñîîòâåòñòâóåò ïèêî-
âîìó çíà÷åíèþ èìïóëüñà íà ãðàôèêå
óãëîâîé ñêîðîñòè. Â ìîìåíòû

20Tt ±=  ïî îáå ñòîðîíû îò ìàêñèìó-
ìà óðàâíåíèå (7) äàåò çíà÷åíèÿ óãëî-

âîé ñêîðîñòè, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò âñåãî

017.0 ω± . Ïîýòîìó ïåðèîä  00 2 ωπ=T  ìà-
ëûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äàåò ðàçóìíóþ
îöåíêó äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà íà ãðàôèêå
óãëîâîé ñêîðîñòè, òî åñòü âðåìåíè, êîòîðîå
íåîáõîäèìî ìàÿòíèêó äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ïî-
÷òè âñåãî êðóãîâîãî ïóòè èç îêðåñòíîñòè
ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ÷åðåç íèæíþþ
òî÷êó ñíîâà ïî÷òè äî ïåðåâåðíóòîãî ïîëî-
æåíèÿ.

4.  ÊÎËÅÁÀÍÈß  Ñ  ÀÌÏËÈÒÓÄÀÌÈ,
ÏÐÈÁËÈÆÀÞÙÈÌÈÑß  Ê  180°

Åñëè ìàÿòíèê îòïóñòèòü áåç íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè èç ïî÷òè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ
(ïðè íà÷àëüíîì îòêëîíåíèè, ñêàæåì, îêîëî
179°), îí íà÷íåò äâèæåíèå ê íèæíåìó ïîëî-
æåíèþ ðàâíîâåñèÿ ñ ìàëûì íà÷àëüíûì óñ-
êîðåíèåì. Íà÷àëüíîå óñêîðåíèå ìàëó, ïîòî-
ìó ÷òî â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè ìàë ìîìåíò
ñèëû òÿæåñòè, óñêîðÿþùèé ìàÿòíèê: ýòîò
ìîìåíò ïðîïîðöèîíàëåí ñèíóñó óãëà îòêëî-
íåíèÿ îò ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ. Íàáðàâ
íåêîòîðóþ ñêîðîñòü, ìàÿòíèê äîâîëüíî áû-
ñòðî ïðîõîäèò ïî÷òè âåñü êðóãîâîé ïóòü ÷å-
ðåç íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Êîãäà
ìàÿòíèê ïðèõîäèò íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòî-
ðîíó îò ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ, åãî äâè-

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëà îòêëî-
íåíèÿ ϕ(t) è óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  äëÿ ëèìèòàöèîí-
íîãî äâèæåíèÿ âäîëü ñåïàðàòðèñû îò πϕ −=  äî

πϕ =  â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè
ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó ïðîõîæäåíèÿ ìàÿòíèêîì íèæ-
íåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ  = 0
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Êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ñ ïðåäåëüíî áîëüøèìè àìïëèòóäàìè

æåíèå ïîñòåïåííî çàìåäëÿåòñÿ ïî ìåðå òîãî,
êàê îí âçáèðàåòñÿ ïî ñêëîíó ïîòåíöèàëüíî-
ãî áàðüåðà ê åãî âåðøèíå. Â îòñóòñòâèå òðå-
íèÿ ìàÿòíèê îñòàíàâëèâàåòñÿ òàì, ãäå åãî
óãëîâîå ðàññòîÿíèå îò âåðòèêàëè ñòàíîâèò-
ñÿ ðàâíûì íà÷àëüíîìó îòêëîíåíèþ. Äàëåå
îò ýòîé òî÷êè ïîâîðîòà âñå äâèæåíèå ïîâòî-
ðÿåòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, è ÷åðåç ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè, ðàâíûé ïåðèîäó êîëåáà-
íèé, ìàÿòíèê îêàçûâàåòñÿ â íà÷àëüíîé òî÷-
êå ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ.

Êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó, ìîäåëèðóþ-
ùóþ äâèæåíèå æåñòêîãî ìàÿòíèêà, ìîæíî
íàéòè â ñåòè Èíòåðíåò [8]. Íåáîëüøàÿ ìî-
äåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà (àïïëåò) âûïîëíÿ-
åòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ëþáîì áðàóçåðå ñ
ïðåäóñòàíîâëåííûì Java-ïëàãèíîì. ×òîáû
íàáëþäàòü áîëüøèå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà,
êîòîðûå îáñóæäàþòñÿ â ýòîé ñòàòüå, íóæíî
îòêëþ÷èòü âÿçêîå òðåíèå (ñíÿâ «ãàëî÷êó» â
ñîîòâåòñòâóþùåì áîêñå ïðîãðàììû íà ïà-
íåëè ââîäà ïàðàìåòðîâ), è çàäàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (íàïðèìåð,
çàäàòü íà÷àëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ îêîëî 179°
è íóëåâóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü). Ïðîãðàì-
ìà äàåò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ãðàôèêè çà-
âèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ(t)
è óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ& , à òàêæå ñòðîèòü
ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ îäíîâðåìåííî ñ âèçó-
àëèçàöèåé äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà.

Ãðàôèêè ϕ(t)  è )(tϕ&  äëÿ êîëåáàíèé ñ àì-
ïëèòóäàìè 179.90° è 179.99° â îòñóòñòâèå
òðåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ìîäåëèðóþùåì ýêñ-
ïåðèìåíòå, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Ñðàâíèâàÿ
ýòè ãðàôèêè, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà
áîëüøåé ÷àñòè ñâîåãî ïóòè îò  �π   äî  π
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ϕ(t)  è )(tϕ&  ïðè àì-
ïëèòóäàõ 179.90° è 179.99° ïî÷òè èäåíòè÷-
íû. Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî íà ýòèõ ñòà-
äèÿõ äâèæåíèÿ óãîë îòêëîíåíèÿ ϕ(t) è óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü )(tϕ&  õàðàêòåðèçóþòñÿ ïî÷òè
òàêîé æå çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè, êàê è
ïðè ëèìèòàöèîííîì äâèæåíèè ïî ñåïàðàòðè-
ñå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 2. Ýòà çàâèñèìîñòü
îò âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ (â ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèÿõ) ïðîñòûì âûðàæåíèåì (6). Ïîýòî-
ìó äëèòåëüíîñòü ýòîé ñòàäèè äâèæåíèÿ â
ñëó÷àå ëþáûõ àìïëèòóä, ïðèáëèæàþùèõñÿ
ê 180°, áëèçêà ê T0 (ê ïåðèîäó ìàëûõ êîëå-

áàíèé) è ìîæåò áûòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ
ðàññ÷èòàíà ïðè ïîìîùè âûðàæåíèÿ (6), ñî-
îòâåòñòâóþùåãî äâèæåíèþ ïî ñåïàðàòðèñå.
Äëèòåëüíîñòü îñòàëüíîé ñòàäèè, íà ïðîòÿ-
æåíèè êîòîðîé ìàÿòíèê «òîï÷åòñÿ» â îêðåñ-
òíîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ, êðèòè÷åñ-
êè çàâèñèò îò àìïëèòóäû mϕ . Ýòî îò÷åòëè-
âî âèäíî èç ñðàâíåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé ÷à-
ñòåé ðèñ. 3. Ýòà äëèòåëüíîñòü íåîãðàíè÷åí-
íî ðàñòåò ïðè mϕ  → 180°. ×òîáû ðàññ÷è-
òàòü äëèòåëüíîñòü ýòîé ñòàäèè, ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ëèíåàðèçîâàííûì äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèåì, ïðèìåíèìûì ïðè ìà-
ëûõ îòêëîíåíèÿõ îò ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæå-
íèÿ. Ýòî áóäåò ñäåëàíî íèæå.

Çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ êîëåáà-
íèé áîëüøîé àìïëèòóäû mϕ  ïîêàçàíà íà
ðèñ. 4. Áîëüøàÿ ÷àñòü ôàçîâîé òðàåêòîðèè
ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ñåïàðàòðèñîé. Èçîáðàæà-
þùàÿ òî÷êà îáõîäèò âñþ çàìêíóòóþ îðáè-
òó çà îäèí ïåðèîä êîëåáàíèé T. Äàëåå ðàñ-
ñìîòðèì ÷åòâåðòü ýòîé êðèâîé, êîòîðàÿ íà-
÷èíàåòñÿ â ôàçîâîé ïëîñêîñòè â òî÷êå íàè-
áîëüøåãî îòêëîíåíèÿ mϕϕ =  ïðè t = 0 c íó-
ëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0)0( =ϕ& , è çà-
êàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå  ϕ = 0 (îòìå÷åííîé êàê

4Tt =  íà ðèñ. 4 a). ×òîáû ðàññ÷èòàòü ýòî
âðåìÿ 4Tt = , âûáåðåì íà òðàåêòîðèè ïðî-
èçâîëüíóþ òî÷êó cϕϕ =  ïîáëèçîñòè îò ïå-

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ(t) è óãëîâîé
ñêîðîñòè )(tϕ&  äëÿ êîëåáàíèé ñ àìïëèòóäàìè
179.90° è 179.99° â îòñóòñòâèå òðåíèÿ
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ðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ϕ  = π  (ñì. ðèñ. 4,
b). Ýòà òî÷êà ϕ c äåëèò ðàññìàòðèâàåìóþ
ôàçîâóþ êðèâóþ íà äâå ÷àñòè. Ïåðâàÿ åå
÷àñòü, ïðîòÿíóâøàÿñÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè

mϕϕ =  äî cϕϕ = , ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ.

Ïîýòîìó äëèòåëüíîñòü t1 äâèæåíèÿ
âäîëü ýòîãî ó÷àñòêà ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñ ïî-
ìîùüþ ëèíåàðèçîâàííîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà (ñì. íèæå).
Âòîðàÿ ÷àñòü, ïðîòÿíóâøàÿñÿ îò cϕϕ =  äî
ϕ = 0,  ïî÷òè íåîòëè÷èìà îò ñåïàðàòðèñû.
Ïîýòîìó äëèòåëüíîñòü t2 äâèæåíèÿ âäîëü
ýòîãî ó÷àñòêà ìîæíî ñðàçó æå íàéòè ñ ïîìî-
ùüþ óðàâíåíèÿ (6):

c

cc
20

4
ln

4
tanln

4
tanln

α
αϕπω ≈−=−−=t  .

(8)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå cc ϕπα −=  äëÿ
óãëà, îáðàçóåìîãî ìàÿòíèêîì ïðè cϕϕ =  ñ
íàïðàâëåííîé ââåðõ âåðòèêàëüþ (ñ ïåðåâåð-
íóòûì ïîëîæåíèåì). Êîãäà óãîë cϕ  áëèçîê
ê π , óãîë cα  ìàë, òàê ÷òî â óðàâíåíèè (8)
ìîæíî ïîëîæèòü 4)4(tan cc αα ≈ . Ïîýòî-
ìó )4ln( c20 αω ≈t .

Ðàññìàòðèâàÿ äâèæåíèå ìàÿòíèêà â ìà-
ëîé îêðåñòíîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ,
óäîáíî çàäàâàòü ìãíîâåííîå ïîëîæåíèå ïî-
ëîæåíèå ìàÿòíèêà íå óãëîì ϕ , à óãëîì α
åãî îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ íåóñòîé÷èâî-
ãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòîò óãîë ðàâåí π  � ϕ , òàê
÷òî ϕ  = απ − . Ïîäñòàâëÿÿ óãëîâîå óñêîðå-

íèå αϕ &&&& −=  è αϕ sinsin =  â óðàâíåíèå (2),
ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìà-
ÿòíèêà â òåðìèíàõ óãëîâîé ïåðåìåííîé α .
Ïîñêîëüêó âáëèçè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ
α  << 1, â ýòîì óðàâíåíèè ìîæíî çàìåíèòü
sin α  íà α . Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå, ïðèáëèæåííî ñïðàâåäëèâîå äëÿ äâè-
æåíèÿ ìàÿòíèêà ìåæäó mϕϕ =  è cϕϕ = :

02
0 =− αωα&& . (9)

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçè-
öèè äâóõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé âðåìå-
íè t:

tt eCeCt 00
21)( ωωα −+= . (10)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ äâèæåíèÿ îò

mϕϕ =  äî cϕϕ =  èìåþò âèä m)0( αα =  è
0)0( =α& . Ýòè óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè ïî-

ñòîÿííûå C1 è C2 îáùåãî ðåøåíèÿ (10):

teet tt
0mm cosh)(

2
1

)( 00 ωααα ωω =+= − .

 (11)

×òîáû íàéòè ïðîäîëæèòåëüíîñòü t1 äâè-
æåíèÿ ìàÿòíèêà îò mϕϕ =  äî cϕϕ =  (îò

mαα =  äî cαα = ), ïîäñòàâèì â âûðàæå-
íèå (11) c)( αα =t :

    101010
mmc 2

1
)(

2
1 ttt eee ωωω ααα ≈+= − . (12)

Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ
(12) îïóùåí. Ýòî äîïóñòèìî ïðè óñëîâèè,
÷òî ïðîèçâîëüíûé óãîë cα  (êîòîðûé ðàçäå-

Ðèñ. 4. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ êîëåáàíèé ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé mϕ (a) è åå óâåëè÷åííàÿ ÷àñòü,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâèæåíèþ ìàÿòíèêà â îêðåñòíîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ (b)
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ëÿåò ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ðàññìàòðèâàåìî-
ãî äâèæåíèÿ íà äâå ÷àñòè) âûáðàí áîëüøèì
ïî ñðàâíåíèþ ñ mα . Èç (12) ïîëó÷àåì èñêî-
ìîå âðåìÿ t1 äâèæåíèÿ íà ïåðâîì ó÷àñòêå
òðàåêòîðèè:

m

c
10

2
ln

α
α

ω =t . (13)

Èñêîìûé ïåðèîä êîëåáàíèé T â ÷åòûðå
ðàçà áîëüøå ðàññ÷èòàííîé ïðîäîëæèòåëüíî-
ñòè t1 + t2 äâèæåíèÿ îò mϕϕ =  äî íèæíåãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ϕ  = 0. Ñêëàäûâàÿ t1
èç âûðàæåíèÿ (13) è t2 èç (8), ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïå-
ðèîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ áîëüøîé àìï-
ëèòóäîé mϕ , ïðèáëèæàþùåéñÿ ê 180°:

cm

c

0
21

4
ln

2
ln

4
)(4

αα
α

ω
ttT =





+=+=

m
0

8
ln

2

απ
T= . (14)

Çäåñü mm ϕπα −= . Îòìåòèì ñëåäóþ-
ùåå çàìå÷àòåëüíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Îáà
ïðîìåæóòêà âðåìåíè t1 è t2 çàâèñÿò îò çíà-
÷åíèÿ óãëà cα , êîòîðûé áûë âûáðàí äëÿ òîãî,
÷òîáû ðàçäåëèòü äâèæåíèå ìàÿòíèêà íà îäíó
÷àñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ åãî äâèæåíèþ â
îêðåñòíîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ, è
âòîðóþ ÷àñòü, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðîé åãî
äâèæåíèå ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ëèìèòàöèîí-
íûì, òî åñòü ñ äâèæåíèåì ïî ñåïàðàòðèñå.
Îäíàêî ýòà çàâèñèìîñòü îò cα  ïðîïàäàåò,
êîãäà ìû ñêëàäûâàåì t1 è t2: îêîí÷àòåëüíîå
âûðàæåíèå (14) äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé íå çà-
âèñèò îò ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî óãëà cα
(ïðè óñëîâèè, ÷òî 1cm <<<< αα ).

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, äàâà-
åìîå âûðàæåíèåì (14), òåì òî÷íåå, ÷åì áëè-
æå àìïëèòóäà mϕ  ê 180°. Òàáëèöà 1 èëëþñ-

òðèðóåò òî÷íîñòü ýòîãî ïðîñòîãî âûðàæåíèÿ
äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ñ ïðåäåëüíî áîëüøè-
ìè àìïëèòóäàìè. Çíà÷åíèÿ ïåðèîäà T â ñðåä-
íåì ñòîëáöå ðàññ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ òî÷íîé
ôîðìóëû (1); ïðàâûé ñòîëáåö ïîëó÷åí ñ ïî-
ìîùüþ ïðîñòîãî ïðèáëèæåííîãî âûðàæåíèÿ
(14).

Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî ñîãëàñíî ïðè-
âåäåííîé òàáëèöå ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ
îäèí öèêë êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ïðîèñõîäèò
íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ ìàëûõ
êîëåáàíèé. Â êà÷åñòâå çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòî-
ÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ öåëåñîîáðàçíî
ïðåäëîæèòü ïðîâåðêó ïðèâåäåííûõ â òàáëè-
öå òåîðåòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïåðèîäà êîëåáà-
íèé ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðóþùåãî ýêñïåðè-
ìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì äîñòóïíîé â ñåòè
êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû [8].

Ðàññìîòðåííûå âûøå ñîáñòâåííûå êîëå-
áàíèÿ ñ ïðåäåëüíî áîëüøèìè àìïëèòóäàìè
â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ïðîèñõîäÿò â òåõ ñëó÷à-
ÿõ, êîãäà ïðè íà÷àëüíîì âîçáóæäåíèè ìàÿò-
íèê ïîëó÷àåò ýíåðãèþ, ÷óòü ìåíüøóþ âû-
ñîòû ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà  Em = 2mgl  (ñì.
ðèñ. 1). Åñëè ìàÿòíèê âîçáóæäàåòñÿ èç íèæ-
íåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà÷àëüíûì òîë-
÷êîì, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü )0(ϕ&  äîëæíà áûòü
íåìíîãî ìåíüøå 02ω . Åñëè æå )0(ϕ&  > 02ω ,
ìàÿòíèê ñîâåðøàåò ïîëíûå ïåðåâîðîòû. Êîã-
äà )0(ϕ&  ëèøü íåíàìíîãî áîëüøå ÷åì 02ω ,
òàêæå öåëåñîîáðàçíî èçó÷àòü åãî äâèæåíèå,
ðàçäåëÿÿ ïîëíûé îáîðîò íà äâå ñòàäèè. Ïðè
ïåðåñå÷åíèè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ è â
ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîãî ïîëîæåíèÿ äâèæå-
íèå ìàÿòíèêà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ìîæíî
îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçîâàííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9). Îñòàëü-
íàÿ ÷àñòü � ïî÷òè çàìêíóòûé êðóãîâîé
ïóòü � ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî àïïðîê-
ñèìèðîâàòü èçâåñòíûì àíàëèòè÷åñêèì ðå-

Àìïëèòóäà 

mϕ  ( mα ) 
0TT  

(òî÷íîå çíà÷åíèå) 
0TT   

(ïðèáëèæåííîå) 

175.000°   (5.000°) 

177.000°   (3.000°) 

179.000°   (1.000°) 

179.900°   (0.100°) 

179.990°   (0.010°) 

179.999°   (0.001°) 

2.877664 

3.202109 

3.901065 

5.366867 

6.832737 

8.298608 

2.876395 

3.201597 

3.900995 

5.366866 

6.832737 

8.298608 

Òàáë. 1
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øåíèåì (6) äëÿ ëèìèòàöèîííîãî äâèæåíèÿ,
àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå
ïðè èçó÷åíèè êîëåáàíèé ïðåäåëüíî áîëüøîé
àìïëèòóäû. Òàêèì ïóòåì ìîæíî ïîëó÷èòü
ïðîñòóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ ïåðè-
îäà ïåðåâîðîòîâ ìàÿòíèêà ïðè çíà÷åíèÿõ
ïîëíîé ýíåðãèè, ñëåãêà ïðåâûøàþùèõ
Em = 2mgl (ñì. [7]).

5.  ÄÐÓÃÎÉ  ÂÛÂÎÄ  ÔÎÐÌÓËÛ
ÄËß  ÏÅÐÈÎÄÀ  ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

ÏÐÅÄÅËÜÍÎ  ÁÎËÜØÎÉ  ÀÌÏËÈÒÓÄÛ

Â ïðèâåäåííîì âûøå âûâîäå âûðàæåíèÿ
(14) äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ïðåäåëüíî áîëü-
øîé àìïëèòóäû áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíî íå-
êîòîðûé ìàëûé óãîë cα  äëÿ ðàçäåëåíèÿ âñå-
ãî äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà íà ñòàäèè, îïèñûâàå-
ìûå ðàçíûìè àíàëèòè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿ-
ìè. Äðóãîé ïîäõîä ê âûáîðó óñëîâíîé ãðà-
íèöû, ðàçäåëÿþùåé äâèæåíèå íà äâå ñòàäèè,
çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå íå ìàëîãî óãëà cα , à
íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé (äîñòàòî÷íî ìàëîé)
óãëîâîé ñêîðîñòè 0c ωω << , êîòîðóþ ðàçâè-
âàåò ìàÿòíèê ïðè äâèæåíèè îò òî÷êè ïîâî-
ðîòà mα , ãäå åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà
íóëþ. ×òîáû ðàññ÷èòàòü ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü t3 ýòîé ñòàäèè äâèæåíèÿ, ïðîèñõîäÿ-
ùåãî â îêðåñòíîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæå-
íèÿ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûì
âûøå ðåøåíèåì (11) ëèíåéíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9), ñîãëàñíî êîòîðîìó

)(
2
1

)( 00
0m

tt eet ωωωαα −−=& . (15)

Ïîäñòàâëÿÿ c3)( ωα =t&  â (15) è ïðèíèìàÿ

âî âíèìàíèå, ÷òî 3030 tt ee ωω <<− , íàõîäèì:

m0

c
30

2
ln

αω
ωω =t . (16)

Äàëüíåéøåå äâèæåíèå ê ïîëîæåíèþ ðàâ-
íîâåñèÿ ïî÷òè íåîòëè÷èìî îò ëèìèòàöèîí-
íîãî äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ äàííîé ñòàäèè
äâèæåíèÿ çàâèñèìîñòü óãëîâîé ñêîðîñòè

)()( tt ϕα && −=  îò âðåìåíè ìîæíî ïðèíÿòü òàêîé
æå, êàê è äëÿ ëèìèòàöèîííîãî äâèæåíèÿ. Ýòà
çàâèñèìîñòü äàåòñÿ âûðàæåíèåì (7). Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ äëèòåëüíîñòè t4 ýòîé ñòàäèè
ìîæíî ïîäñòàâèòü c4)( ωϕ =t&  â (7) è ïðèíÿòü

âî âíèìàíèå, ÷òî 4040 tt ee ωω <<− . Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì:

c

0
40

4
ln

ω
ωω =t . (17)

Ñêëàäûâàÿ t3 èç (16) è t4 èç (17), ïîëó÷à-
åì â ðåçóëüòàòå òî æå ñàìîå ïðîñòîå âûðà-
æåíèå (14) äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ñ ïðåäåëü-
íî áîëüøîé àìïëèòóäîé mϕ :

c

0

m0

c

0
43

4
ln

2
ln

4
)(4

ω
ω

αω
ω

ω
ttT =





+=+=

m
0

8
ln

2
απ

T= . (18)

Îòìåòèì, ÷òî è çäåñü ïðîèçâîëüíî âûá-
ðàííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü cω  ( 0c ωω << ), êî-
òîðàÿ áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàçäåëåíèÿ
äâèæåíèÿ íà ñòàäèè, îïèñûâàåìûå ðàçëè÷-
íûìè ïðèáëèæåííûìè çàêîíîìåðíîñòÿìè,
âûïàäàåò èç îêîí÷àòåëüíîãî âûðàæåíèÿ (18).

6.  ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ  ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Ñòàðàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ïðîñòîãî
æåñòêîãî ìàÿòíèêà ñ àìïëèòóäàìè, ïðèáëè-
æàþùèìèñÿ ê 180°, ðàññìîòðåíà íà îñíîâå
ïðèáëèæåíèÿ, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â
ðàçäåëåíèè ïîëíîãî öèêëà êîëåáàíèé íà íå-
ñêîëüêî ñòàäèé. Áîëüøàÿ ÷àñòü ïî÷òè çàìê-
íóòîãî êðóãîâîãî ïóòè ìàÿòíèêà, ñîâåðøà-
þùåãî êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé, áëèçêîé ê
180°, ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðó-
åòñÿ ëèìèòàöèîííûì äâèæåíèåì, äëÿ êîòî-
ðîãî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèÿõ. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü äâèæåíèÿ ïðî-
èñõîäèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïåðåâåðíóòî-
ãî ïîëîæåíèÿ è äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâà-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíå-
íèÿ, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ íîâîé ïåðåìåííîé

ϕπα −= . Òî÷êà ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèÿ ìà-
ÿòíèêà íà ñòàäèè, îïèñûâàåìûå ðàçíûìè
ïðèáëèæåííûìè ôîðìóëàìè, âûáèðàåòñÿ äî
íåêîòîðîé ñòåïåíè ïðîèçâîëüíî, íî ýòîò ïðî-
èçâîë íå ñêàçûâàåòñÿ íà îêîí÷àòåëüíîì âû-
ðàæåíèè äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé. Îêîí÷à-
òåëüíàÿ ïðèáëèæåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôîð-
ìóëà (14) îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòîé, è äàåò
äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ñ ïðåäåëüíî áîëüøè-
ìè àìïëèòóäàìè çíà÷åíèÿ, âåñüìà áëèçêèå
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Abstract

Large oscillations of a simple rigid pendulum with amplitudes close to 180 degrees are
treated on the basis of a physically justified approach in which the cycle of oscillation is
divided into several stages. The major part of the almost closed circular path of the pendulum
is approximated by the limiting motion, while the motion in the vicinity of the inverted position
is described on the basis of the linearized equation. The accepted approach provides additional
insight into the dynamics of nonlinear physical systems. The final simple analytical expression
gives the values for the period of large oscillations that coincide with high precision with the
values given by the exact formula based on the complete elliptic integral of the first kind.

Keywords: Simple pendulum, phase trajectory, limiting motion, separatrix, linearized
equation, computer simulation.
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ê ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà íà îñíîâå òî÷íîé ôîð-
ìóëû (1), âûðàæàþùåé ïåðèîä â òåðìèíàõ
ïîëíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî
ðîäà. È ÷òî íå ìåíåå âàæíî, èñïîëüçîâàí-

íûé çäåñü ïîäõîä ê ïðîáëåìå áîëüøèõ êî-
ëåáàíèé ñïîñîáñòâóåò áîëåå ãëóáîêîìó ôè-
çè÷åñêîìó ïîíèìàíèþ äèíàìèêè íåëèíåéíûõ
ñèñòåì.


