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Àííîòàöèÿ

Çàìåòêà ñîäåðæèò îïèñàíèå àëãîðèòìà, íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ âûáîðêè  m  ýëåìåí-
òîâ èç  n. Áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ áèíîìèàëüíûõ ðàçëîæåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, àë-
ãîðèòì ñòàíîâèòñÿ óíèâåðñàëüíûì è óäîáíûì äëÿ ïðèëîæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûáîðêà  m  ýëåìåíòîâ èç  n, áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, áè-
íîìèàëüíîå ðàçëîæåíèå.

.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Öåëü çàìåòêè � îïèñàòü àëãîðèòì,  ïî-
çâîëÿþùèé óïîðÿäî÷èòü (çàíóìåðîâàòü) ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
âûáîðêó èç  n ýëåìåíòîâ ïî m. Èíòåðåñ ê
ýòîé çàäà÷å âîçíèê ïðè ïîïûòêå àíàëèçèðî-
âàòü ñòðóêòóðó ìíîãîãðàííèêà, ÿâëÿþùåãî-
ñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé çàäàííîãî ìíîæå-
ñòâà òî÷åê.

Ïîÿñíèì çàäà÷ó è ðàññìîòðèì âíà÷àëå
ñëó÷àé, êîãäà  ðàçìåðíîñòü ðàâíà  òðåì. Àë-
ãîðèòì îïèñàíèÿ ãðàíåé ïðîñò. Íàäî ïåðå-
áðàòü âñå íàáîðû èç òðåõ òî÷åê, îáðàçóþùèõ
ïëîñêîñòü, è âûáðàòü òå ïëîñêîñòè, ó êîòî-
ðûõ âñå çàäàííûå òî÷êè ëåæàò â îäíîì ïî-
ëóïðîñòðàíñòâå. Ñëåäóþùèé ýòàï  � îïèñà-
íèå ðåáåð ìíîãîãðàííèêà � áîëåå ñëîæåí.
Ôèêñèðóåì îäíó âåðøèíó. Äàëåå áóäåì ïå-
ðåáèðàòü âñå îñòàëüíûå âåðøèíû è âûÿñ-
íÿòü, ëåæèò ëè ñðåäíÿÿ òî÷êà îòðåçêà, ñîåäè-
íÿþùåãî âåðøèíû, âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà.
Çäåñü ïðîáëåì ñ óïîðÿäî÷åíèåì âûáîðêè
åùå íå âîçíèêàåò. Îíè ïîÿâëÿþòñÿ ñ ïîâû-
øåíèåì ðàçìåðíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, âàì
íàäî ïî ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà ïðîâå-
ñòè ãóñåíèöó èç òî÷êè À â òî÷êó Â. Ðàçìåð-
íîñòü  ìíîãîãðàííèêà 20, ðàçìåðíîñòü ãóñå-
íèöû 10. ×àñòè ïîâåðõíîñòè, èìåþùèå ðàç-
ìåðíîñòü ìåíüøå 10, ãóñåíèöà ìîæåò òîëü-
êî ïåðåñåêàòü. Êàê ïðîëîæèòü îïòèìàëüíûé

Ìóçûêàíò: « Âàì ïîíðàâèëñÿ êàìåðíûé êîíöåðò?»
Ìàòåìàòèê: «Òðèâèàëüíûé ñëó÷àé, «ê» ðàâíî òðåì.»

è, ãëàâíîå, áåçîïàñíûé ïóòü? Çàäà÷à ìîæåò
èìåòü è áîëåå ñåðüåçíóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Äîïóñòèì, âû äîëæíû  êîíòðîëèðîâàòü íå-
êèé ïðîöåññ (ïåðåâåñòè åãî èç ñîñòîÿíèÿ  À
â ñîñòîÿíèå Â), çàâèñÿùèé îò 20 ïàðàìåòðîâ.
Êîíòðîëü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ äîëæíû ïîñòîÿííî «íàõîäèòü-
ñÿ»  íà ïîâåðõíîñòè çàäàííîãî ìíîãîãðàí-
íèêà. Óñëîâèÿ êîíòðîëÿ òàêîâû, ÷òî â ëþ-
áîé ìîìåíò äåñÿòü  ïàðàìåòðîâ äîëæíû îñ-
òàâàòüñÿ «ñâîáîäíûìè»,  òî åñòü íàéäåòñÿ
òàêîå 10-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ÷òî ïðè íå-
áîëüøèõ äâèæåíèÿõ â íåì òî÷êà íå óõîäèò ñ
ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà.

Äëÿ îïèñàíèÿ  m-ìåðíûõ ýëåìåíòîâ ãðà-
íèöû ìíîãîãðàííèêà íàäî ôèêñèðîâàòü âåð-
øèíó è ïåðåáèðàòü âñå íàáîðû èç m âåð-
øèí, íå ñîäåðæàùèå ôèêñèðîâàííîé âåðøè-
íû. Ðàáîòà ñ òàêèìè îáúåêòàìè çíà÷èòåëü-
íî óïðîñòèòñÿ, åñëè áóäåò ïðåäúÿâëåí äîñ-
òàòî÷íî ïðîñòîé àëãîðèòì, íóìåðóþùèé ýëå-
ìåíòû âûáîðêè (èçîìîðôèçì ìíîæåñòâà ýëå-
ìåíòîâ âûáîðêè è ïîäìíîæåñòâà íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë {1, 2, ..., N}). Áåç òàêîé íóìåðà-
öèè âû íå ñìîæåòå, íàïðèìåð, ñîñòàâèòü ìàò-
ðèöó èíöèäåíòíîñòè, òî åñòü òàáëèöó, óêà-
çûâàþùóþ, êàêèå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò çà-
äàííîìó  m-ìåðíîìó ýëåìåíòó ãðàíèöû è êà-
êèå  m-ìåðíûå ýëåìåíòû ãðàíèöû ñîäåðæàò
çàäàííóþ âåðøèíó.

Êîíêðåòèçèðóåì íàøó çàäà÷ó. Äîïóñòèì,
èìååòñÿ n ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ âûáèðà-
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Àëãîðèòì íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ âûáîðêè

åòñÿ   m. Ìíîæåñòâî âûáîðîê ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå  1 2{ , , , }nδ δ δ∆ = K ,
ãäå  0jδ =  èëè  1 1,   n mδ δ+ + =K . Àëãîðèòì
íóìåðàöèè òàêèõ îáúåêòîâ áóäåò ïîñòðîåí â
äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà áóäåò îïèñàíî áèíîìè-
íàëüíîå ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñ
êîòîðûì åñòåñòâåííî ñâÿçàíû íàáîðû íóëåé
è åäèíèö íåñêîëüêî èíîé ïðèðîäû, ÷åì  ∆.
Íà âòîðîì ýòàïå áóäåò îïèñàí èçîìîðôèçì
ýòèõ ìíîæåñòâ  íóëåé è åäèíèö, êîòîðûé ïî-
çâîëèò çàíóìåðîâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ∆.

ÁÈÍÎÌÈÍÀËÜÍÎÅ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ
ÍÀÒÓÐÀËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË

Íàïîìíèì áàçîâîå äëÿ âñåõ ïîñëåäóþ-
ùèõ êîíñòðóêöèé îïðåäåëåíèå ÷èñëà ñî÷å-
òàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m, òî åñòü êîëè÷å-
ñòâà ñïîñîáîâ âûáðàòü  m ðàçëè÷íûõ  ýëå-
ìåíòîâ èç n èìåþùèõñÿ, ïðè÷åì ïîðÿäîê
ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ â âûáîðêå áåçðàçëè-
÷åí. Äëÿ ýòîãî ÷èñëà èìååòñÿ ñòàíäàðòíîå
îáîçíà÷åíèå è ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ

 

 
!

!( )!
m
nC

n

m n m
=

− .

Çäåñü m = 0, 1, ..., n, ïðè ýòîì âîçíèêàåò
ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå 0! = 1, ïîçâîëÿþ-
ùåå åäèíîîáðàçíî îïèñûâàòü âñå âîçìîæí-
âûå ñèòóàöèè. Ýòè ÷èñëà ïîÿâëÿþòñÿ âî ìíî-
ãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, íî ñàìàÿ èç-
âåñòíàÿ ñðåäè íèõ � ôîðìóëà áèíîìà Íüþ-
òîíà. Ïîýòîìó èõ íàçûâàþò åùå áèíîìèàëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çäåñü áóäåò ïðèâå-
äåí àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà â ñóììó áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Äî òîãî êàê âûïèñàòü ôîðìóëó ðàçëîæå-
íèÿ, ïðèâåäåì íåêîòîðûå íàâîäÿùèå ñîîá-
ðàæåíèÿ. Íà÷íåì ñ èçâåñòíîãî, ëåãêî  ïðî-
âåðÿåìîãî òîæäåñòâà

 1
1 1 m m m

n n nC C C −
− −= + .

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî ê
ïîñëåäíåìó ñëàãàåìîìó, ëåãêî ïîëó÷èòü:

 1 2 1
1 2 3 1,m m m m

n n n n n mC C C C C− −
− − − −= + + + + +K

1 1 0 1
1( 1).n m n m n m n mC C C C− + − − −= + = +

Ýòî è åñòü ðàçëîæåíèå, êîòîðîå ìû áó-
äåì íàçûâàòü áèíîìèíàëüíûì äëÿ ÷èñëà

m
nk C= .

Îêàçûâàåòñÿ, ýòà ôîðìóëà äîïóñêàåò çíà-
÷èòåëüíîå îáîáùåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1
Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
(1, ]m

nk C∈  ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

  
1 2,  1 ,  i jn i j m n n n n m j≤ ≤ ≤ > > > > > −K

òàêèõ, ÷òî
 

1 2

1 1 1.
j

m m m j
n n nC C Ck − − += + + + +K

Ýòà ôîðìóëà èçâåñòíà. Íàïðèìåð, åå
ìîæíî íàéòè â  êíèãå [1: ñ. 22], ãäå îíà ïðè-
âîäèòñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è.  Çäåñü ïðèâåäåíî
ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî,  ïî ñóùåñòâó,
àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ, ïîñêîëüêó äàëüíåé-
øèå êîíñòðóêöèè îïèðàþòñÿ íà ýòîò àëãî-
ðèòì.

Òåõíè÷åñêóþ îñíîâó äîêàçàòåëüñòâà ñî-
ñòàâëÿþò äâà ñîâåðøåííî î÷åâèäíûõ óòâåð-
æäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2
Ïîëóîòêðûòûå èíòåðâàëû 1( , ],m m

p pC C +

, , 1p m n= −K  îáðàçóþò  äèçúþíêòíîå ïî-
êðûòèå  èíòåðâàëà (1, ]m

nC .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óáåäèòü-

ñÿ, ÷òî  1
m m
p pC C +< , ÷òî âåðíî, òàê êàê

1 1
1.

1

m
p

m
p

C

C

p

p m
+ += ≥

+ −

Ïðèìåð.
4
77,   4,   =35,n m C= =

4 4
4 5, =1, 1, =5, C Cp m p m= = +
4 4
6 72, =15, 3, 35C Cp m p m= + = + =

(1,35] (1,5] (5,15] (15,35].= ∪ ∪

Ñëåäñòâèå 1
Åñëè ÷èñëî   (1, ]M

NCK ∈ , òî ñóùåñò-

âóåò ÷èñëî  
1 [ , 1]N M N∈ − ,  òàêîå ÷òî

1 1 1( , ]M M
N NC CK +∈ .

Ïðåäëîæåíèå 3
Åñëè ÷èñëî 

1 1 1( , ]M M
N NC CK +∈ , òî ÷èñëî

1 1

1[1, ]M M
N NK C C −− ∈ .

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåä-
ñòâèå óïîìÿíóòîãî âûøå òîæäåñòâà

 
1 1 1

1
1 M M M

N N NC C C −
+ = + ,  

1 1 1 ,M M
N NC CK +< ≤

1 1 1 1

1
11 M M M M

N N N NC C C CK −
+≤ − ≤ − = .
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Îíî î÷åíü âàæíî, òàê êàê îíî ïîääåðæè-
âàåò ñàìîïîäîáèå ñèñòåìû, â òåðìèíàõ êî-
òîðîé ïðîèñõîäèò ðàçëîæåíèå.

×òîáû îáîñíîâàòü ôîðìóëó ïðåäëîæå-
íèÿ 1, îïèøåì àëãîðèòì  ðàçëîæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî   (1, ]M
NCK ∈ .

Øàã 1
×èñëó K ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå

÷èñëî N1, òàêîå ÷òî 
1 1 1 ( , ]M M

N NC CK +∈  (ñëåä-
ñòâèå 1).

Øàã 2
Ïîëó÷àåì ÷èñëî  

1 1

1
1 [1, ]M M

N NK K C C −= − ∈
(ïðåäëîæåíèå 3).

Øàã 3
Åñëè  1 1K = , òî ðàçëîæåíèå çàêîí÷åíî

1
1M

NK C= + .
Åñëè  1 1K > , òî âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 1 ,

ïîëàãàÿ  1 1 , ,K K N N= =  1M M= − .

Àëãîðèòì ñâîäèò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëî-
æåíèÿ  1 ê àíàëèçó  åãî äåéñòâèÿ íà ÷èñëî

(1, ]m
nk C∈ . Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê ÷èñëó k

øàãà 1 ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî n1 òàêîå, ÷òî
 

1 1 1 1 ( , ],   1m m
n nC Ck n n m+∈ > > − .

Øàã 2  äàåò  ÷èñëî k1, òàêîå, ÷òî
 

1 1

1
1 1,   1m m

n nk C k k C −= + ≤ ≤ .

Øàã 3 îñòàíîâèò àëãîðèòì, åñëè k1 = 1
(ðàçëîæåíèå çàâåðøåíî) èëè ïåðåéäåò ê
øàãó 1 è âû÷èñëèò  ÷èñëî n2, òàêîå ÷òî

 
2 2

1 1
1 1 1 2 ( , ],   2m m

n nC Ck n n n m− −
+∈ > > > − .

Ïîñëå âòîðîãî ïðèìåíåíèÿ øàãà 2 ïîëó-
÷èòñÿ ÷èñëî k2, òàêîå ÷òî

 
1 2 2

1 2
2 2,   1m m m

n n nk C C k k C− −= + + ≤ ≤ .

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ,  íà  r-ì ïðîõîäå
öèêëà ïîëó÷èì ÷èñëà  kr  è  nr:

1 1
1 1 1( , ],   

r r

m r m r
r n n rC Ck n n n m r− + − +
− +∈ > > > > −K

 
1

1 ,   1
r r

m m r m r
n n r r nk C C k k C− + −= + + + ≤ ≤K .

Åñëè kr = 1, òî ðàçëîæåíèå îêîí÷åíî.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçëîæåíèå íå

ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ áîëåå  m  øàãîâ.
Äîïóñòèì, àëãîðèòì îòðàáîòàë  m � 1 ðàç,

òîãäà

1 2 1

1 2
1,m

m m
n n n mk C C C k

−

−
−= + + + +K

1

1
11

mm nk C
−−≤ ≤ .

Åñëè è íà ýòîò ðàç   1 1mk − >  (ïðîöåññ ðàç-
ëîæåíèÿ íå çàâåðøèëñÿ), òî äàëåå íàäî ïðè-
ìåíÿòü øàã 1 è  èñêàòü ÷èñëî nm , òàêîå ÷òî

1 1
1 1( , ]

m mm n nC Ck − +∈ .

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî 1
RC R=  è, ñëåäî-

âàòåëüíî,  ïîëàãàÿ  1 1m mn k −= − , ïîëó÷èì
 1 1

1 1 1 1 ( , ] ( 1, ]
m mm n n m mC Ck k k− + − −∈ = − .

Â èòîãå

  
1 2 1

1 2 1 1
m m

m m
n n n nk C C C C

−

−= + + + + +K ,

òî åñòü ðàçëîæåíèå çàâåðøåíî. Ôîðìóëà ïîë-
íîñòüþ äîêàçàíà.

Äîêàçàííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü êàæäîìó ÷èñëó

(1, ]m
nk C∈   íåêîòîðûé íàáîð èç 0 è 1.

Ñëåäñòâèå 2
Êàæäîìó ÷èñëó   (1, ]m

nk C∈  âçàèìíî îä-
íîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íàáîð
 

1 2{ , , , }nγ γ γK ,  0jγ =  èëè   11,   n mγ γ+ + ≤K ,
ñîñòàâëåííûé íà îñíîâå áèíîìèàëüíîãî ðàç-
ëîæåíèÿ

 
1 2

1 1

1 2

1,

,    1
j

m m m j
n n n

j

C C Ck

n n n n m j j m

− − += + + + +

> > > > ≥ − ≤ ≤

K

K

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:  1sγ = , åñëè s = n
ïðè íåêîòîðîì i, èíà÷å  0sγ = . Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ëþáîãî k.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íàáî-
ðîâ ÷åðåç Ã:

 
1 2{( , , , ) : 0 1,  0,n j nγ γ γ γ γΓ = = ∨ =K

                                      1 }n mγ γ+ + ≤K .

Ñëåäñòâèå 2  óñòàíàâëèâàåò ïðàâèëî íó-
ìåðàöèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ã.

Îïèñàíèå íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ âû-
áîðêè èç n ýëåìåíòîâ ïî m

Íàøà öåëü çàíóìåðîâàòü ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà ∆, êîòîðîå áûëî îïðåäåëåííî âî ââå-
äåíèè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:
 

1 2{ , , , },  0 1,   n kδ δ δ δ∆ = = ∨K 1 n mδ δ+ + =K .

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ òàêîãî
ìíîæåñòâà ðàâíî  m

nC . ×òîáû ñäåëàòü ýòî, äî-
ñòàòî÷íî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè Ã è ∆.

Ýòî ìîæíî  âûïîëíèòü, ðàçáèâ êàæäîå
èç ìíîæåñòâ íà äèçúþíêòíûå ñèñòåìû ïîä-
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ìíîæåñòâ, èìåþùèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëå-
ìåíòîâ.

Äëÿ ìíîæåñòâà Ã èìååòñÿ åñòåñòâåí-
íîå ðàçáèåíèå:
 1

1 2
1

{( , , , ) : 0, },
n

m r n n i
i

m rγ γ γ γ γ
−

−
=

Γ = = = −∑K

0,1, , 1r m= −K .

Êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà  m r−Γ  ìîæ-
íî ñîïîñòàâèòü íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

 
1 1( , , ),    ,r rn n n n n m r> > > > −K K

 1,

0,1, , 1.
j in i

r m

γ= ↔ =

= −K

Çàíóìåðóåì  ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà
÷èñëàìè  

1 2

1 1 1.
r

m m m r
n n nC C Ck − − += + + + +K

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî òàêèì
îáðàçîì áóäåò óñòàíîâëåíî âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåí-
òàìè ìíîæåñòâà Ã è ìíîæåñòâîì ÷èñåë
 {1,2, , }m

nCK
.

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ∆ ïîäñòðîèì «ïîä
ðàçáèåíèå» ìíîæåñòâà Ã:

 
1 2

1 1 2 1

{( , , , ) :  0},

{( , , , ) :  1,  0},
m n n

m n n

δ δ δ δ
δ δ δ δ δ−

∆ = =
∆ = = =

K

K

K

1 2{( , , , ) :m r nδ δ δ−∆ = K

              1,  1,  1 , 0},n j rj rδ δ δ= = ≤ < =
2, , 1.r m= −K

Çàìåòèì, ÷òî åñëè    1 2( , , , )n m rδ δ δ −∈ ∆K ,

òî  
1 2 1r r n m rδ δ δ+ + −+ + + = −K  ïðè

 0, , 1.r m= −K

Ñëåäîâàòåëüíî,  åñëè
 

1 2( , , , )n m rδ δ δ −∈ ∆K , òî  0iγ = , ïîëàãàÿ  ïðè
 1 ,  i r i n≤ ≤ =  è  i iγ δ=   ïðè   r i n< < , ïîëó-

÷èì   1( , , )n m rγ γ −∈ ΓK .
Òàáë. 1 èëëþñòðèðóåò ïðàâèëî «ïåðåâî-

äà» ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà  m r−∆  â ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà  m r−Γ  è îáðàòíî.

Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå è òàáëèöà
ñïðàâåäëèâû äëÿ  âñåõ  r, áîëüøèõ íóëÿ.
Åñëè r = 0, òî ïîëîæåíèå òîëüêî óïðîùàåò-
ñÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå è  1 1n mδ δ −+ + =K ,
è   1 1n mγ γ −+ + =K  (ñì. òàáë. 2).

Ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî,
Òàê êàê  èçìåíÿåìàÿ ÷àñòü îäèíàêîâà äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ  ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà   m r−∆

è  m r−Γ , à íåèçìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýëåìåíòîâ  m r−∆
íå ïîçâîëÿåò äâóì òàêèì ìíîæåñòâàì èìåòü
îáùèå ýëåìåíòû, åñëè îíè èìåþò ðàçíûå
èíäåêñû. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ   1 2{ , , , }nγ γ γΓ = K  è

 
1 2{ , , , }nδ δ δ∆ = K .

Ñëåäñòâèå 3 (ïðàâèëî íóìåðàöèè ýëå-
ìåíòîâ  ìíîæåñòâà ∆).

Åñëè   mδ ∈∆ , òî  0nδ =  è íîìåð ýëåìåí-
òà

 
1 2

1 1 1
m

m m
n n nC C Ck −= + + + +K ,

ãäå  , 1, ,in i m= K  âñå òå èíäåêñû, äëÿ êîòî-
ðûõ  1

inδ = .
Åñëè   1mδ −∈ ∆ ,  òî  11,  0nδ δ= = , è íîìåð

ýëåìåíòà

 
1 2 1

1 2 1
m

m m
n n nC C Ck

−

−= + + + +K ,

ãäå  , 1, , 1in i m= −K  âñå òå èíäåêñû, äëÿ êî-
òîðûõ  in n<  è  1

inδ = .
Åñëè  

m rδ −∈ ∆ , òî  1,  1,n iδ δ= =
1, , 1,  0ri r δ= − =K ,  è íîìåð ýëåìåíòà

 
1 2

1 1 1
m r

m m m r
n n nC C Ck

−

− − += + + + +K ,

ãäå  èíäåêñû  , 1, ,in i m r= −K , òàêèå ÷òî
 

ir n n< <  è  1
inδ = .

Â ÷àñòíîñòè,  åñëè     ( 1)m r mδ ∈ ∆ = − ,

òî  
11,  1,  1, , 2,  0n i mi mδ δ δ −= = = − =K ,  è

íîìåð ýëåìåíòà
 

1
1m

nCk = + .

 1 ... r � 1 r r + 1 � n � 1 n 

m rδ −∈ ∆  1  1 0 ñîâïàäåíèå 1 

m rγ −∈Γ  0  0 0 ñîâïàäåíèå 0 

 1 ... n � 1 n 

mδ ∈∆  ñîâïàäåíèå 0 

mγ ∈Γ  ñîâïàäåíèå 0 

Òàáë. 1 Òàáë. 2
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Òàê êàê  1 n mδ δ+ + =K ,  òî ñðåäè èíäåê-

ñîâ  ,   1s m s n− < <  åñòü òîëüêî îäèí, äëÿ

êîòîðîãî  11,   s n sδ = = .

Ïðèìåð (ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà).
Òàáëèöà 3 èëëþñòðèðóåò ôîðìèðîâàíèå

íóìåðàöèè äëÿ âûáîðêè 4-õ ýëåìåíòîâ èç 7.
 4

7 7,   4,   =35n m C= = .

Ýëåìåíòû âûáîðêè ïåðå÷èñëåíû â ñòîëá-
öå  jδ ,  íîìåðà ýëåìåíòîâ íàõîäÿòñÿ â ñòîëá-
öå k.

k nj γj  δj  

1    

2 4 (0,0,0,1,0,0,0) (1,1  ,0,1,0,0,  1) 

3 4,3 (0,0,1,1,0,0,0) (1  ,0,1,1,0,0,  1) 

4 4,3,2 (0,1,1,1,0,0,0) (0,1,1,1,0,0,  1) 

5 4,3,2,1 (1,1,1,1,0,0,0) (1,1,1,1,0,0,0) 

6 5 (0,0,0,0,1,0,0) (1,1,   0,0,1,0,  1)  

7 5,3 (0,0,1,0,1,0,0) (1  ,0,1,0,1,0,  1) 

8 5,3,2 (0,1,1,0,1,0,0) (0,1,1,0,1,0,  1) 

9 5,3,2,1 (1,1,1,0,1,0,0) (1,1,1,0,1,0,0) 

10 5,4 (0,0,0,1,1,0,0) (1  ,0,0,1,1,0,  1) 

11 5,4,2 (0,1,0,1,1,0,0) (0,1,0,1,1,0,  1) 

12 5,4,2,1 (1,1,0,1,1,0,0) (1,1,0,1,1,0,0) 

13 5,4,3 (0,0,1,1,1,0,0) (0,0,1,1,1,0,  1) 

14 5,4,3,1 (1,0,1,1,1,0,0) (1,0,1,1,1,0,0) 

15 5,4,3,2 (0,1,1,1,1,0,0) (0,1,1,1,1,0,0) 

16 6 (0,0,0,0,0,1,0) (1,1,  0,0,0,1,  1) 

17 6,3 (0,0,1,0,0,1,0) (1  ,0,1,0,0,1,  1) 

18 6,3,2 (0,1,1,0,0,1,0) (0,1,1,0,0,1,  1) 

19 6,3,2,1 (1,1,1,0,0,1,0) (1,1,1,0,0,1,0) 

20 6,4 (0,0,0,1,0,1,0) (1  ,0,0,1,0,1,  1) 

21 6,4,2 (0,1,0,1,0,1,0) (0,1,0,1,0,1,  1) 

22 6,4,2,1 (1,1,0,1,0,1,0) (1,1,0,1,0,1,0) 

23 6,4,3 (0,0,1,1,0,1,0) (0,0,1,1,0,1,  1) 

24 6,4,3,1 (1,0,1,1,0,1,0) (1,0,1,1,0,1,0) 

25 6,4,3,2 (0,1,1,1,0,1,0) (0,1,1,1,0,1,0) 

26 6,5 (0,0,0,0,1,1,0) (1  ,0,0,0,1,1,  1) 

27 6,5,2 (0,1,0,0,1,1,0) (0,1,0,0,1,1,  1) 

28 6,5,2,1 (1,1,0,0,1,1,0) (1,1,0,0,1,1,0) 

29 6,5,3 (0,0,1,0,1,1,0) (0,0,1,0,1,1,  1) 

30 6,5,3,1 (1,0,1,0,1,1,0) (1,0,1,0,1,1,0) 

31 6,5,3,2 (0,1,1,0,1,1,0) (0,1,1,0,1,1,0) 

32 6,5,4 (0,0,0,1,1,1,0) (0,0,0,1,1,1,  1) 

33 6,5,4,1 (1,0,0,1,1,1,0) (1,0,0,1,1,1,0) 

34 6,5,4,2 (0,1,0,1,1,1,0) (0,1,0,1,1,1,0) 

35 6,5,4,3 (0,0,1,1,1,1,0) (0,0,1,1,1,1,0) 

Òàáë. 3

Áèíîìèàëüíîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà k îïðå-
äåëÿåòñÿ  íàáîðîì ÷èñåë   jn . Ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà Ã ñòðîÿòñÿ ïî íàáîðó  jn  ïî ïðîñòî-
ìó ïðàâèëó: åäèíèöà íà ìåñòàõ, íîìåðà êî-
òîðûõ ïîïàëè â íàáîð, íà îñòàëüíûõ ïîçè-
öèÿõ íóëè.  Ýëåìåíòû âûáîðêè  jδ  ïîëó÷å-
íû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ  jγ  äîáàâ-
ëåíèåì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà åäèíèö, âû-
äåëåííûõ â òàáëèöå æèðíûì øðèôòîì. Ïðà-
âèëà äîáàâëåíèÿ åäèíèö ñôîðìóëèðîâàíû â
ñëåäñòâèè 3. Êóðñèâîì âûäåëåíû ïîçèöèè
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Abstract

The notes contain description of natural renumbering algorithm for units of sample of  m
elements from n. Algorithm based on presentation of natural numbers as sum of binomial
coefficients.

Keywords: sample of  m elements from n, binomial coefficients, binomial decomposition.
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ýëåìåíòîâ  jδ , ñîâïàäàþùèõ ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ýëåìåíòàìè  jγ .

Îòìåòèì ïðîñòóþ ñâÿçü ìàðêèðîâêè ýëå-
ìåíòîâ  jδ  è ìíîæåñòâ  m r−∆  (ðàçáèåíèÿ ìíî-

æåñòâà  ∆).  Êóðñèâ îòìå÷àåò ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà ∆4, îäíà æèðíàÿ åäèíèöà � ∆3, äâå
æèðíûõ åäèíèöû �  ∆2, òðè æèðíûõ åäèíè-
öû � ∆1.


