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Àííîòàöèÿ

 Íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû èññëåäóþòñÿ ïóò¸ì ðàññìîòðåíèÿ èõ êàðò Ïóàíêàðå. Êàðòû
Ïóàíêàðå èñïîëüçóþòñÿ  äëÿ âûÿâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåøåíèé è
äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðîÿâëÿþò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñå÷åíèå Ïóàíêàðå, íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà, õàîñ, ïðåäåëüíûé öèêë,
ñòðàííûé àòòðàêòîð, âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû.

Ìåòîä ôàçîâîé ïëîñêîñòè øèðîêî èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ àâòîíîì-
íûõ ñèñòåì, ïîçâîëÿÿ ñ ïîìîùüþ ôàçîâûõ
äèàãðàìì âûÿâèòü ìíîãî÷èñëåííûå âàæíûå
÷åðòû ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì [1, 2].
Íàïðèìåð, çàìêíóòûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè
ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèì âî âðåìåíè
ðåøåíèÿì. Ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî
áîëåå ñëîæíîé â ñëó÷àå íåàâòîíîìíûõ ñèñ-
òåì, êîãäà ðàñøèôðîâêà ôàçîâûõ äèàãðàìì
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü òðóäíóþ çàäà÷ó.
Îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé â ýòîì ñëó÷àå �
ýòî èñïîëüçîâàíèå êàðò (èëè ñå÷åíèé) Ïó-
àíêàðå [3, 4]. Òàêèå êàðòû ïîçâîëÿþò çàìå-
íèòü èçó÷åíèå íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì èññëå-
äîâàíèåì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïðåäåëåí-
íûõ ïîëîæåíèÿìè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè â
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè, òàêèå êàê  t = 2πn, n = 0, 1, 2, � Äîñ-
òîèíñòâà äàííîãî ìåòîäà ñòàíîâÿòñÿ îñîáåí-
íî âïå÷àòëÿþùèìè, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ
íåëèíåéíûå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ íåèçâåñ-
òíû òî÷íûå ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ôàçî-
âûå òðàåêòîðèè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ÷èñëåííû-
ìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ðóíãå-Êóò-
òà. Ñóùåñòâóþò ïàêåòû ïðîãðàìì, ïîçâîëÿ-
þùèõ ïðîâîäèòü ïîñòðîåíèå êàðò Ïóàíêàðå
äëÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì.

Ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ êàðò Ïóàíêàðå äëÿ
íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà,

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå èññëåäóåìîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
ïëîñêîñòÿìè t = const. Îáû÷íî â êà÷åñòâå
âðåìåííîãî èíòåðâàëà ýòèõ ñå÷åíèé áåðåò-
ñÿ ïåðèîä âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòå-
ìó. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
ñ ïëîñêîñòÿìè t = const óêàçûâàþòñÿ íà îä-
íîé ïëîñêîñòè (x, y), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñå-
÷åíèåì Ïóàíêàðå. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò
óäîáíàÿ äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äâó-
ìåðíàÿ êàðòèíà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé ñ ðàçëè÷íûìè ïëîñêîñòÿìè
t = const. Ýòî ñâîåãî ðîäà «äèñêðåòíàÿ îð-
áèòà», ïîêàçûâàþùàÿ (x, y) êîîðäèíàòû íà-
÷àëüíîé òî÷êè ñïóñòÿ îäèí, äâà è òàê äàëåå
ïåðèîäîâ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó.

Ïðîèëëþñòðèðîâàòü êàðòèíó Ïóàíêàðå
óäîáíî íà õîðîøî èçâåñòíîì ïðèìåðå íåçà-
òóõàþùåãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà,
ñîâåðøàþùåãî âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ.
Ïóñòü ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå îñöèëëÿòîðà
îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòîé x0, òîãäà óðàâíå-
íèå äâèæåíèÿ äëÿ îñöèëëÿòîðà ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå:

 2
0( ) ( ( ) ) cosx t x t x F tω+ − =&& , (1)

ãäå F � ïîëîæèòåëüíàÿ àìïëèòóäà ïðèâåäåí-
íîé âûíóæäàþùåé ñèëû, ÷àñòîòà êîòîðîé
ïîëîæåíà ðàâíîé åäèíèöå. Îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1) ïðè ω ≠ 1 äàåòñÿ âûðàæå-
íèåì:
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ãäå A è ψ � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Äëÿ
ñêîðîñòè  ñ ïîìîùüþ (2) èìååì:
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Çàìåòèì äàëåå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íåàâòîíîì-
íîé ñèñòåìû (1) ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå òðåõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿä-
êà äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû:

 

2
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( ) ( ),

( ) cos( ( )) ( ( ) ),
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t F t x t x

t

υ
υ ϕ ω
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=
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=

&

&

&

(4)

ãäå ϕ � öèêëè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ (óãîë). Ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (4) äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (2)
è (3), ê êîòîðûì äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå:

ϕ (t) = t, (5)

Ïåðåìåííûå x(t), υ (t), ϕ (t) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûå êðèâîëèíåéíûå
êîîðäèíàòû â òðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàþùèå íåêî-
òîðóþ êðèâóþ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Îñîáåí-
íî íàãëÿäíàÿ êðèâàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëü-
çîâàíèè öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò r, z, ϕ.
Èìåííî, åñëè ïîëîæèòü z = υ (t), r = x(t),
ϕ = ϕ(t), òî òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â òðåõìåð-
íîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ëèíèþ, «íàìîòàííóþ» íà òîð. Íà ðèñ.1
ïðèâåäåíû òðàåêòîðèè äëÿ ω = 20 (ðèñ. 1à)
è ω = 1/20 (ðèñ.1á).

Äâèæåíèå òî÷êè â òðåõìåðíîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâî-

êóïíîñòü äâèæåíèé ïî äâóì îêðóæíîñòÿì ñ
÷àñòîòàìè Ω = 1 è ω (ðèñ. 1à). Ñå÷åíèå Ïó-
àíêàðå ïîëó÷àåòñÿ êàê ñå÷åíèå òîðà ïîëó-
ïëîñêîñòüþ (ðèñ. 1á).

Äàëåå ìû áóäåì âûáèðàòü ñåêóùóþ
ïëîñêîñòü ñîîòâåòñòâóþùóþ óãëó ϕ = 0, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòàì âðåìåíè t = 2πn,
n = 0, 1, 2, � Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñ-
òíûé ñëó÷àé x0 = 0, òîãäà êàðòà Ïóàíêàðå îï-
ðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè:

2(2 ) sin(2 ) ,
1n

F
x x n A nπ πω ψ

ω
= = + +

−
(2 ) cos(2 ),n n A nυ υ π ω πω ψ= = + (6)

n = 0, 1, 2, ...

Íà ðèñ. 2 è 3 ïîêàçàíû ïåðâûå îäèííàä-
öàòü (n = 0, 1, 2, ... 10) ïîëîæåíèé òî÷åê êàð-
òû Ïóàíêàðå (xn , υn) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè
(x, υ) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ω. Äëÿ ïðî-
ñòîòû âûáðàíû çíà÷åíèÿ A = F = 1, ϕ = 0.
Òàêèå ãðàôèêè íàçûâàþò ñå÷åíèÿìè Ïóàí-
êàðå.

Òåïåðü çàáóäåì, ÷òî íàì èçâåñòíî âûðà-
æåíèå (2) äëÿ x(t), è ïîïðîáóåì âûÿñíèòü,
êàêóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî èçâëå÷ü, çíàÿ
òîëüêî óðàâíåíèå (1) è ïîêàçàííûå íà ðèñóí-
êàõ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå. Îáðàòèì âíèìàíèå,
÷òî ïðè ω = 2 è ω = 3 ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ñî-
ñòîÿò èç îäíîé òî÷êè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.
Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ
t = 0, êàæäîå óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ t íà 2π
ïðèâîäèò ê âîçâðàùåíèþ ôàçîâîé òðàåêòî-
ðèè â òó æå òî÷êó íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå ñ
ïåðèîäîì 2, ÷òî ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþ-

Ðèñ. 1

Ω = 1 

ω x0 

à) á)



Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì

41ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ  Â  Ó×ÅÁÍÎÌ  ÏÐÎÖÅÑÑÅ

n=0 

n=10 

2ω =  

x 

υ 

x x 

x 

υ υ υ 

υ 

1
,2

3
 
  

 

x 

1
,3

8
 
  

 

4 1
,

3 2
 −  

 

4 1
,

3 2
 − −  
 

2ω =  3ω =  
1

2
ω =  

9 4 3 1
,

8 6

 −− −   
 

x 

υ 
9 1

,
8 3

 −  
 

9 4 3 1
,

8 6

 +− −   
 

1

3
ω =  

16 1
,

15 4
 −  
 

16 1
,

15 4
 − −  

 

1
,0

15
 −  

 
31

,0
15

 −  
 

1

4
ω =  

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Òàêèì îáðàçîì, x(t) = X(t) = x (t + 2π) äëÿ
âñåõ t ≥ 0: ôóíêöèÿ x (t) ÿâëÿåòñÿ 2π−ïåðèî-
äè÷íîé. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ æå àðãóìåíòîâ
ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè ω = 1/2 èìå-
åòñÿ ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì 4π, êîòîðîå îñöèë-
ëèðóåò ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè, ïîêàçàííûìè íà ñå÷åíèè Ïóàí-

ùèì îáðàçîì: ïóñòü  ïðè ω = 2 ôóíêöèÿ
x (t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1) c íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè x(0) = 1/3, υ (0) = 2 è ïóñòü
X(t) = x(t + 2π). Ïîñêîëüêó ñå÷åíèå Ïóàíêà-
ðå ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè (1/3, 2),

òî 
 1

(0) (2 )
3

X x π= =  è  (0) (2 ) 2X x π= =& & . Òà-

êèì îáðàçîì ôóíêöèè x(t) è X(t) èìåþò îäè-
íàêîâûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
ïðè t = 0 è òî æå ñïðàâåäëèâî äëÿ
ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ôóíêöèé. Äà-
ëåå, ïîñêîëüêó cos t ÿâëÿåòñÿ 2π
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, òî

ñïðàâåäëèâî:

 2( ) ( )X t X tω+ =&&

2( 2 ) ( 2 )x t x tπ ω π= + + + =&&

cos( 2 )t π= + .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè
x(t) è X(t) äîëæíû ñîâïàäàòü íà
âñåì èíòåðâàëå [0, ∞), ïîñêîëü-
êó ñïðàâåäëèâà òåîðåìà åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè çàäàí-
íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ [3].
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êàðå. Ïðè ω = 1/3 èìååòñÿ ðåøåíèå ñ ïåðèî-
äîì 6π, îáðàùàþùååñÿ ìåæäó òðåìÿ òî÷êà-
ìè íà ñå÷åíèè Ïóàíêàðå, ïðè ω = 1/4 èìååò-
ñÿ 8π � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, îáðàùàþ-
ùååñÿ ìåæäó ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè. Ýòè ðåøå-
íèÿ íàçûâàþòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèìè.

À âîò ñëó÷àé  2ω =  ïðèâîäèò ê ñîâåð-
øåííî èíîìó ðåçóëüòàòó (ðèñ. 3). Íà ñå÷å-
íèè Ïóàíêàðå âèäíî, ÷òî òî÷êè íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè íå ïîâòîðÿþòñÿ (ëèíèè, ñîåäèíÿ-
þùèå òî÷êè ïðîâåäåíû, ÷òîáû áûë ïîíÿòåí
ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýòèõ òî÷åê ïðè óâåëè-
÷åíèè çíà÷åíèÿ n). Ìîæåò áûòü, ðàññìîòðå-
íî ñëèøêîì ìàëî òî÷åê? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî  2  � ÷èñëî èððàöèî-
íàëüíîå, ëþáîå íîâîå ÷èñëî n ïðèâîäèò ê
íîâîé òî÷êå íà ñå÷åíèè Ïóàíêàðå. Âñå ýòè
òî÷êè ëåæàò íà ýëëèïñå. Äåéñòâèòåëüíî ïðè
 2ω = , A = F = 1, ϕ = 0 èìååì:

 sin(2 2 ) 1,nx nπ= +

2 cos(2 2 ), 0, 1, 2, ...n n nυ π= =
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ñ êî-

îðäèíàòàìè (xn, υn) ëåæèò íà ýëëèïñå, îïðå-
äåëÿåìîì óðàâíåíèåì:

 2
2( 1) 1

2
x

υ− + = .

Ìû ðàññìàòðèâàëè 2π ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), ïîñêîëüêó âûíóæ-
äàþùàÿ ñèëà èìååò ïåðèîä, ðàâíûé 2π. Ïðè
ýòîì îáíàðóæèëèñü ñóáãàðìîíèêè 2 ⋅2π,
3 ⋅2π, 4 ⋅2π ïðè çíà÷åíèÿõ ω, ðàâíûõ 1/2,
1/3, 1/4 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè èððàöèîíàëü-

íûõ çíà÷åíèÿõ ω òî÷êè íà ñå÷åíèÿõ Ïóàíêà-
ðå íå ïîâòîðÿþòñÿ, íî ëåæàò íà ãëàäêèõ êðè-
âûõ, óðàâíåíèÿ äëÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü íàé-
äåíû. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îò-
ñóòñòâóåò çàòóõàíèå äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðà
â îòñóòñòâèå âûíóæäàþùåé ñèëû.

Ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ ó îñöèëëÿòîðà
ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî èíàÿ. Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðè ó÷å-
òå çàòóõàíèÿ:

 2
0( ) 2 ( ) ( ( ) ) cosx t bx t x t x F tω+ + − =&& & , (7)

ãäå b � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðè óñëî-

âèè  2 24b ω<  îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7)
èìååò âèä:

 2 2( ) exp( )sin( )x t A bt b tω ϕ= − − ⋅ + +

2 2 2
sin( )

( 1) 4

F
t

b
θ

ω
+ +

− + , (8)

ãäå 
 2 1
tg

2b

ωθ −= , à A è ϕ � ïðîèçâîëüíûå ïî-

ñòîÿííûå. Ïîñòðîèì êàðòó Ïóàíêàðå äëÿ
çíà÷åíèé t = 2π n , n = 0, 1, 2, ... Âûáåðåì äëÿ

ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ b=0,11,  1A Fω = = = ,

 0ϕ = . Ïîñêîëüêó 
 2 1
tg 0

2b

ωθ −= = , òî âûáå-

ðåì çíà÷åíèå θ = 0. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîîò-
âåòñòâóþùåé êàðòû Ïóàíêàðå ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 4.

Òî÷êàìè ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå çíà-
÷åíèÿ n = 0, 1, 2, ..., à êðóæêîì íà îñè υ  îáî-
çíà÷åíî çíà÷åíèå xn = 0, υn ≈ 4,545, ê êîòîðî-
ìó ñòðåìÿòñÿ xn  è υn ïîñëå íåêîòîðîãî äîñ-
òàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà èòåðàöèé. Ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò 2π � ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âûáðàí-
íûì çíà÷åíèÿì A è  ϕ . Ýòî äåéñòâèòåëüíî
òàê, êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (8) ïðè A = 0.

Èìååò ìåñòî ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå
ìåæäó ñå÷åíèÿìè Ïóàíêàðå äëÿ óðàâíåíèé
(1) è (7). Íà ðèñ. 2 è 3 ïîëîæåíèå âñåõ òî÷åê
çàâèñèò îò âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
(A = 1,  0ϕ = ). Íà ðèñ. 4 ïîëîæåíèå ïåðâûõ
íåñêîëüêèõ òî÷åê çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñ-
ëîâèé, îäíàêî ïîëîæåíèå ïðåäåëüíîé òî÷êè
îò íèõ íå çàâèñèò. Ýòî õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà
óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ çàòóõàíèå, ïðè÷åì

Ðèñ. 4
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äëÿ áîëåå ñëîæíûõ óðàâíåíèé, ÷åì (7), õà-
ðàêòåðíû íå îòäåëüíûå ïðåäåëüíûå òî÷êè,
à áîëåå ñëîæíûå îáúåêòû. Òàê, äëÿ óðàâíå-
íèÿ:

 ( ) 0,22 ( ) ( ) cos cos( 2 )x t x t x t t t+ + = +&& & (9)

õàðàêòåðíî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî â âèäå
ýëëèïñà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 5 (êðóæêîì
îáîçíà÷åíà íà÷àëüíàÿ òî÷êà).

Ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà â âèäå îòäåëü-
íûõ òî÷åê èëè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïîëó÷è-
ëè íàçâàíèå àòòðàêòîðîâ. Â ñëó÷àå áîëåå
ñëîæíûõ îáúåêòîâ, ÷åì îñöèëëÿòîð, ïðå-
äåëüíûå ìíîæåñòâà ìîãóò èìåòü áîëåå ñëîæ-
íûé âèä. Ïîâåäåíèå òàêèõ ñèñòåì íàçûâàåò-
ñÿ õàîñîì, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûå
ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ñòðàííûìè àòòðàê-
òîðàìè. Ïðîÿâëåíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà
íàáëþäàåòñÿ â ñèñòåìàõ, êîòîðûå çàâåäîìî
èçâåñòíû êàê äåòåðìèíèðîâàííûå, íàïðè-
ìåð, òàêèå êàê òå÷åíèå âîäû â òóðáóëåíòíîì
ïîòîêå, äâèæåíèå âîçäóøíûõ ìàññ â àòìîñ-
ôåðå è ò. ä. Ïîäîáíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
äåòåðìèíèðîâàííûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè

ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíàì ôèçèêè. Íî ýòî íå îç-
íà÷àåò, ÷òî èõ ïîâåäåíèå ïðåäñêàçóåìî. Ìà-
ëîå èçìåíåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîæåò
ïðèâîäèòü ê ðàäèêàëüíûì èçìåíåíèÿì ïî-
âåäåíèÿ ñèñòåìû.

Ïðîèëëþñòðèðîâàòü õàîòè÷åñêîå ïî-
âåäåíèå ñèñòåìû ìîæíî íà ïðèìåðå óðàâíå-
íèÿ Äóôôèíãà [5]:

      3( ) 2 ( ) ( ) ( ) sin( )x t bx t x t x t F tγ+ − + =&& & . (10)

Ðèñ. 5

x0 = 2, υ0 = 4 x0 = �1, υ0 = 1

Ðèñ. 6

F = 0,2 F = 0,28

F = 0,29 F =0,37
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Ïîñêîëüêó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) íå
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ÿâíîì âèäå, òî ïîñò-
ðîåíèå êàðòû Ïóàíêàðå ïðèäåòñÿ âûïîëíèòü
ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ çàäàííûõ
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé è íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé
äëÿ x(2πn/g) è  (2 / ) (2 / )n x nυ π γ π γ= & . Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó âíåøíÿÿ ñèëà 2πn/γ �
ïåðèîäè÷íà, òî ñëåäóåò èñêàòü 2πn/γ � ïåðè-
îäè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû ñå-
÷åíèÿ Ïóàíêàðå ïðè b = 0,15 è γ =1,2 äëÿ
ñëó÷àåâ F = 0,2, F = 0,28, F = 0,29, F = 0,37.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè òî÷êè ñå÷åíèÿ Ïóàíêà-
ðå íàíåñåíû íà ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëåäî-
âàíèÿ ýòèõ òî÷åê âî âðåìåíè.

Âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ F
õàðàêòåð êàðò Ïóàíêàðå èçìåíÿåòñÿ. Ïðè
F = 0,2 ñóùåñòâóåò 2π /γ  � ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå. Ïðè F = 0,28 ïîÿâëÿåòñÿ ñóáãàð-
ìîíèêà ñ ïåðèîäîì 4π /γ, à ïðè F = 0,29 è
F = 0,37 ñóùåñòâóþò ñóáãàðìîíèêè ñ ïåðè-
îäàìè 8π /γ  è 10π /γ  ñîîòâåòñòâåííî. Âñå
äðàìàòè÷åñêè ïðåîáðàæàåòñÿ ïðè F = 0,5.
Òåïåðü óæå íåò íè 2π /γ � ïåðèîäè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ, íè ñóáãàðìîíèê. Ñå÷åíèå Ïóàíêà-

ðå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (n = 500) ïîêàçàíî íà
ðèñ. 7á, à íà ðèñ. 7à ïðèâåäåíà ôàçîâàÿ òðà-
åêòîðèÿ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, ôàçîâàÿ òðà-
åêòîðèÿ â ýòîì ñëó÷àå íå íåñåò áîëüøîé èí-
ôîðìàöèè, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åê ôà-
çîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ
çàïîëíÿåò íåêîòîðóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà.
Â òî æå âðåìÿ ñå÷åíèå Ïóàíêàðå èìååò õà-
ðàêòåðíóþ ñòðóêòóðó. Ïðè ýòîì, åñëè èñêëþ-
÷èòü íåñêîëüêî òî÷åê ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè
n, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíîìó ðåæè-
ìó ñ óñòàíîâëåíèåì êîëåáàíèé, ñòðóêòóðà
òî÷åê ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå íå çàâèñèò îò íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé. Ñëîæíûé âèä ýòîé ñòðóê-
òóðû ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ýòî äåéñòâè-
òåëüíî ñòðàííûé àòòðàêòîð [3]. Îòìåòèì, ÷òî
âèä ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå èçìåíÿåòñÿ, åñëè ïî-
ñòðîèòü ðàçëè÷íûå ñå÷åíèÿ, íàïðèìåð, âçÿòü
 (2 / 2) / , 0,1,2,...t n nπ π γ= + =

Ðàññìîòðèì ñòðàííûé àòòðàêòîð äëÿ
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿò-
íèêà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì:

 ( ) 2 ( ) sin( ( )) cosx t bx t x t F t+ + =&& & , (11)

â êîòîðîì x(t) ñîîòâåòñòâóåò óãëó ìåæäó
îñüþ ñèììåòðèè ìàÿòíèêà è âåðòèêàëüþ.
Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíî ñå÷åíèå Ïóàíêàðå äëÿ
çíà÷åíèé F = 2,7 è b = 0,11, ïîëó÷åííîå ïðè
èñïîëüçîâàíèè ïðèìåðíî 5000 òî÷åê. Îòìå-
òèì îïðåäåëåííóþ öèêëè÷íîñòü êàðòèíû �
ëèíèè, íà÷èíàþùèåñÿ ïðè x = �π, ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîäîëæåíèÿìè ëèíèé, çàêàí÷èâàþùèõ-
ñÿ ïðè x = π.

Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ óðàâíåíèÿ Äóô-
ôèíãà è ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà äåìîíñòðè-
ðóþò íå òîëüêî ñòðàííûé àòòðàêòîð, íî è
ÿâëåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà. Ìàëûå
èçìåíåíèÿ â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïðèâîäÿò

Ðèñ. 7

     à) á)

Ðèñ. 8



Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì

45ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ  Â  Ó×ÅÁÍÎÌ  ÏÐÎÖÅÑÑÅ

ê îãðîìíûì èçìåíåíèÿì ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé
óðàâíåíèé. Êàê ïèñàë åùå À. Ïóàíêàðå,
«�Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî íåáîëüøèå ðàçëè-
÷èÿ â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ âûçîâóò îãðîì-
íûå èçìåíåíèÿ â ïðîòåêàíèè ÿâëåíèÿ. Ìà-
ëåíüêàÿ îøèáêà â ïðîøëîì ïðèâîäèò ê ÷ó-
äîâèùíîé îøèáêå â äàëüíåéøåì. Ïðåäñêà-
çàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåâîçìîæíûìè» [3].

Òàêîå ïîâåäåíèå íåâîçìîæíî äëÿ ñèñòåì,
îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè (1) è (5). Îäíà-
êî äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà ïðè
F = 0,5, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàæå î÷åíü áëèç-
êèì çíà÷åíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé, îáÿçà-
òåëüíî ñèëüíî ðàçîéäóòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè
t. È, õîòÿ îíè îáà, â êîíöå êîíöîâ, âûõîäÿò
íà îäèí è òîò æå ñòðàííûé àòòðàêòîð, èõ
ïîëîæåíèÿ íà ýòîì àòòðàêòîðå ìîãóò áûòü
ëîêàëèçîâàíû äàëåêî äðóã îò äðóãà.

Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ñå÷åíèå Ïóàíêà-
ðå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñòðàííîìó àòòðàêòîðó,
èìååò ñïåöèôè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, îïèñûâà-
åìóþ ïîíÿòèåì ôðàêòàë è èìåþùóþ äðîá-
íóþ ðàçìåðíîñòü, ëåæàùóþ â èíòåðâàëå
ìåæäó çíà÷åíèåì 1 (äëèíà ëèíèè) è 2
(ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè) [6]. Èìåííî ñå÷å-
íèå Ïóàíêàðå ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñòðàííî-
ìó àòòðàêòîðó. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì
ôàçîâóþ äèàãðàììó è ñå÷åíèå Ïóàíêàðå
äëÿ ñëåãêà èçìåíåííîãî óðàâíåíèÿ (9):
 ( ) 0,22 ( ) ( ) 0.2cos cos( 2 )x t x t x t t t+ + = +&& &

ïîñëå íåêîòîðîãî ïåðèîäà âðåìåíè, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ðåæèìó óñòàíîâëåíèÿ
(ðèñ. 9à), è ñå÷åíèå Ïóàíêàðå äëÿ  n = 500
(ðèñ. 9á).

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ôàçîâàÿ äèàãðàì-
ìà ïîäîáíî ôàçîâîé äèàãðàììå ðèñ.7à ïðàê-
òè÷åñêè ïîëíîñòüþ çàïîëíÿåò íåêîòîðóþ
îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî ñå-
÷åíèå Ïóàíêàðå ïîêàçûâàåò, ÷òî â äàííîì
ñëó÷àå àòòðàêòîð åñòü ëèíèÿ, à èìåííî ýë-
ëèïñ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíûå
öèêëû â âèäå ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ õàðàê-
òåðíû íå òîëüêî äëÿ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì.
Ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåðû ñèñòåì ðàçëè÷íîé
ïðèðîäû, ïðåäåëüíûì öèêëîì äëÿ êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûé àòòðàêòîð, ìîæíî íàéòè
â [6]. Îäíà èç ïðîñòåéøèõ ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì, îïèñûâàþùàÿ àâòîêîëåáàíèÿ âñëåä-
ñòâèå ñèë ñóõîãî òðåíèÿ, ïðåäåëüíûì öèê-
ëîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûé àòòðàêòîð,
ðàññìîòðåíà â ñòàòüå [7]. Ñõåìà àâòîêîëåáà-
òåëüíîãî óñòðîéñòâà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 10.
Íà ñòåðæíå A çàêðåïëåí ãðóç B, êîòîðûé
ñêîëüçèò ïî ëåíòå òðàíñïîðòåðà, äâèæóùåé-
ñÿ ñî ñêîðîñòüþ υ (óñòðîéñòâî, ïîõîæåå íà
ñàìîïèñåö). Ñòåðæåíü ìîæåò ïîâîðà÷èâàòü-
ñÿ (óãîë ïîâîðîòà ϕ) è óäåðæèâàåòñÿ â ðàâ-

à) á)

Ðèñ. 9

ϕ 
υ 

y 

x 

A B 

C 

Ðèñ. 10



Êîíäðàòüåâ À.Ñ., Ëÿïöåâ À.Â.

46 © ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ  ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ  Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ.  ¹ 1,  2012  ã.

Ëèòåðàòóðà

1. Áîðäîâñêèé Ã.À., Êîíäðàòüåâ À.Ñ., ×îóäåðè À.Ä.Ð. Ôèçè÷åñêèå îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ. Ì.: Academia, 2005.

2. Êîíäðàòüåâ À.Ñ., Ëÿïöåâ À.Â. Ôèçèêà, çàäà÷è íà êîìïüþòåðå. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008.
3. Kent Nagle R., Edward B. Saff. Fundamentals of Differential Equations. Addison- Wesley Publishing

Company, 1993.

íîâåñíîì (ñèììåòðè÷íîì) ïîëîæåíèè ïðó-
æèíîé. Ñòåðæåíü ñ ïðóæèíîé çàêðåïëåí íà
«êàðåòêå» C, êîòîðàÿ ìîæåò áåç òðåíèÿ
ñêîëüçèòü ïî íàïðàâëÿþùèì, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûì ëåíòå. Àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà
èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû, îäíàêî â ñèëó
òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè êîîðäèíàòà êà-
ðåòêè y íå âõîäèò â ñèñòåìó óðàâíåíèé.
Âñëåäñòâèå ýòîãî, êîëåáàíèÿ ñèñòåìû îïè-
ñûâàþòñÿ ñèñòåìîé èç 3 äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé ïå-
ðåìåííûìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè, ÿâëÿ-
þòñÿ  , , yV yϕ ω ϕ= =& & . Òàêàÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìîé, äëÿ
êîòîðîé âîçìîæíû õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ.
×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò [7], ÷òî
â ñëó÷àå, êîãäà ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû íå-
ëèíåéíî çàâèñèò îò óãëà è ñèëà ñóõîãî òðå-
íèÿ çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè òåëà
è ëåíòû, â ñèñòåìå ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ
êàê ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, òàê è õàîòè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñ-
òè äâèæåíèÿ ëåíòû.

Â äàííîì ñëó÷àå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
òðåõìåðíîå, è ñå÷åíèå Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ôàçîâîé òðà-
åêòîðèè ëþáîé ïîâåðõíîñòüþ, â ÷àñòíîñòè,
ïëîñêîñòüþ. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè óäîáíî,
íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ,
îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì ϕ = 0. Òàêîå ñå÷å-

Ðèñ. 11

à) á)

íèå Ïóàíêàðå äëÿ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé
ïðèâåäåíî íà ðèñ. 11à, à äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèé íà ðèñ. 11á. Êàê âèäíî èç ðèñóí-
êà, ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ ñîîòâåòñòâó-
åò ñèñòåìà èç 6 òî÷åê, ñèììåòðè÷íàÿ îòíî-
ñèòåëüíî ïîâîðîòà ãðàôèêà íà 180°, ÷òî è
äîëæíî áûòü âñëåäñòâèå ñèììåòðèè ôèçè-
÷åñêîé ñèñòåìû. Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå äëÿ õàî-
òè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïîñòðîåíî ïðè ðàñ÷åòå
ïðèáëèçèòåëüíî 100000 òî÷åê è, òåì íå ìå-
íåå, íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ñèììåòðè÷íûì îò-
íîñèòåëüíî ïîâîðîòà ãðàôèêà. Ýòî � åùå
îäíî ñâîéñòâî ñòðàííîãî àòòðàêòîðà � íå-
ñìîòðÿ íà ñèììåòðèþ óðàâíåíèé, ïîëíîñòüþ
ñèììåòðè÷íàÿ êàðòèíà ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå íå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â êàêîì-ëèáî ïðåäå-
ëå, õîòÿ âèçóàëüíî òàêàÿ ñèììåòðèÿ áóäåò
íàáëþäàòüñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åê.

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ ñå÷å-
íèé Ïóàíêàðå ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âîçäåé-
ñòâèè íà ñèñòåìó, âèä ñå÷åíèé Ïóàíêàðå äëÿ
àâòîíîìíîé ñèñòåìû çàâèñèò îò âûáîðà òîé
èëè èíîé ïåðåìåííîé è çíà÷åíèé ýòîé ïåðå-
ìåííîé, äëÿ ñîâîêóïíîñòè êîòîðûõ ïðîèç-
âîäèòñÿ ïîñòðîåíèå. Â âûøåïðèâåäåííîì
ïðèìåðå ìîæíî, íàïðèìåð, ïîñòðîèòü êàðòó
Ïóàíêàðå, â êîòîðîé ïî îñÿì îòëîæåíû ïå-
ðåìåííûå ϕ è Vy , à òî÷êè êàðòû Ïóàíêàðå
âû÷èñëÿþòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ω = 0.
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Abstract

Nonautonomous systems are studied by considering a Poincare map for the system. A
Poincare map is used to detect periodic and subharmonic solutions and to study systems whose
solutions exhibited chaotic behavior.
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