
Áðàò÷èêîâ È.Ë., Ñàçîíîâà Í.Â.

26 © ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ  ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ  Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ.  ¹ 6,  2011  ã.

Áðàò÷èêîâ Èãîðü Ëåîíèäîâè÷,
Ñàçîíîâà Íàòàëüÿ Âèêòîðîâíà

ÓÄÊ   002:372.8

ÎÁ  ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÈ

ÇÀÄÀ×  ÄÂÎÉÍÎÃÎ ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈß
Â  ÎËÈÌÏÈÀÄÀÕ  ÏÎ  ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÅ

© Áðàò÷èêîâ È.Ë., Ñàçîíîâà Í.Â., 2011

Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äëÿ îëèìïèàä øêîëüíèêîâ ïî èíôîðìàòèêå, ðåøå-
íèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ñ ïîìîùüþ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãî-
ðèòìîâ, òàê è àíàëèòè÷åñêè, òî åñòü ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè. Òàêèå çàäà÷è
íàçâàíû çàäà÷àìè äâîéíîãî íàçíà÷åíèÿ. Ïðåäëàãàþòñÿ 3 òèïà òàêèõ çàäà÷:

1) çàäà÷è, ðåøàåìûå âûïîëíåíèåì àëãîðèòìîâ;
2) çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ àíàëèç àëãîðèòìîâ ñ öåëüþ èõ óïðîùå-

íèÿ ïåðåä âûïîëíåíèåì;
3) çàäà÷è, ðåøàåìûå ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè, áåç  âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ.
Ìåòîäèêà ðàçðàáîòêè çàäà÷ äâîéíîãî íàçíà÷åíèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå àëãî-

ðèòìà ñõîæäåíèÿ ÷èñåë. Íà åãî îñíîâå ñôîðìóëèðîâàíû 5 çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê òðåì
óêàçàííûì òèïàì. Ñòàòüÿ ñîäåðæèò ðåøåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷.

Îïèñàííûé ïîäõîä ê ðàçðàáîòêå çàäà÷ äëÿ îëèìïèàä øêîëüíèêîâ äîëæåí ñïîñîá-
ñòâîâàòü áîëåå ïîëíîìó òåñòèðîâàíèþ ó÷àñòíèêîâ, òàê êàê ïîçâîëèò îöåíèòü íå òîëüêî
çíàíèå èìè îñíîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî è èõ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîäãîòîâêó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îëèìïèàäà äëÿ øêîëüíèêîâ ïî èíôîðìàòèêå, çàäà÷è äâîéíîãî
íàçíà÷åíèÿ, àëãîðèòì, àíàëèç àëãîðèòìîâ, àëãîðèòì ñõîæäåíèÿ ÷èñåë, àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå çàäà÷è.

Çíà÷èòåëüíóþ äîëþ çàäà÷, ïðåäëàãàåìûõ
íà îëèìïèàäàõ ïî èíôîðìàòèêå äëÿ øêîëü-
íèêîâ, ñîñòàâëÿþò çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ
òðåáóåò ðåàëèçàöèè òåõ èëè èíûõ àëãîðèò-
ìîâ. Òàêèå çàäà÷è ïîçâîëÿþò ó÷àñòíèêàì
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü çíàíèå ñîâðåìåííûõ
ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ è óìåíèå ïîëüçîâàòü-
ñÿ èìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà îëèìïèàäàõ
èñïîëüçóþòñÿ çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ íå
ñâÿçàíî ñ ïðîãðàììèðîâàíèåì. Ýòî, íàïðè-
ìåð, çàäà÷è ëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà, òðåáóþ-

ùèå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè, çàäà÷è èç íåêîòîðûõ äðóãèõ îáëàñ-
òåé ìàòåìàòèêè, ïîãðàíè÷íûõ ñ èíôîðìàòè-
êîé, òàêèõ êàê ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, ìåòîäû
êîäèðîâàíèÿ, çàäà÷è íà êîëè÷åñòâî èíôîð-
ìàöèè è äð. Â [1] ïåðå÷èñëåíû ñåìü òåì,
êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, äîëæíû èãðàòü
îñíîâíóþ ðîëü â ïîäãîòîâêå øêîëüíèêîâ ê
ó÷àñòèþ â îëèìïèàäàõ. Ýòî ïåðåáîð âàðè-
àíòîâ è ìåòîäû åãî ñîêðàùåíèÿ, äèíàìè÷åñ-
êîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ñîðòèðîâêà è ïîèñê,
îáðàáîòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîìáèíàòî-
ðèêà, àëãîðèòìû íà ãðàôàõ, ýëåìåíòû âû÷èñ-
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ëèòåëüíîé ãåîìåòðèè. Ïî íàøåìó ìíåíèþ,
ê ýòîìó ñïèñêó ñëåäóåò äîáàâèòü åùå îäíó
òåìó � àíàëèç àëãîðèòìîâ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû õîòèì îáðàòèòü
âíèìàíèå ÷èòàòåëåé íà çàäà÷è äâîéíîãî íà-
çíà÷åíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû êàê ñ ïîìîùüþ ðåàëèçàöèè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ, òàê è àíàëèòè÷åñêè,
òî åñòü ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè.
Èìåííî òàêèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê ïðåäëî-
æåííîé íàìè òåìå. Îíè âåñüìà ïîëåçíû, òàê
êàê ïîçâîëÿþò íå òîëüêî ïðîâåðèòü çíàíèÿ
ó÷àñòíèêàìè îëèìïèàä ñîâðåìåííûõ ïðî-
ãðàììíûõ ñèñòåì, íî è èõ ìàòåìàòè÷åñêóþ
ïîäãîòîâêó. Ïîêàæåì âîçìîæíîñòè èñïîëü-
çîâàíèÿ çàäà÷ óêàçàííîãî òèïà íà ïðèìåðå
àëãîðèòìà ñõîæäåíèÿ öåëûõ ÷èñåë [2].

Äàíû 3 öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà: I0 ,
J0 è Õ0 , ÿâëÿþùèåñÿ èñõîäíûìè äàííûìè
äëÿ ïðåäñòàâëåííîãî íèæå àëãîðèòìà.

Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòì âûïîëíÿåò
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

ïðè  Ik < Jk:  Ik+1 = Ik + Xk ,  Jk+1 = Jk � Xk,
Xk+1 = Xk � 1 (âàðèàíò 1);

ïðè  Ik > Jk:  Ik+1 = Ik � Xk ,  Jk+1 = Jk + Xk,
Xk+1 = Xk � 1 (âàðèàíò 2).

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà ïîñ-
ëå íåêîòîðîãî ÷èñëà øàãîâ  S  çíà÷åíèÿ  IS  è
JS  îêàæóòñÿ ðàâíûìè:  IS = JS = (I0 + J0)/2.
×èñëà áóäóò ñõîäèòüñÿ èìåííî ê ýòîìó çíà-
÷åíèþ, òàê êàê â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèò-
ìà ñóììà  Ik + Jk  îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Èç
ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóììà  I0 + J0  äîëæíà áûòü
÷åòíîé. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýòîì
óñëîâèè àëãîðèòì âñåãäà çàêàí÷èâàåò ðàáî-
òó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî àëãîðèòì ðàáîòàåò ñ öåëûìè ïîëîæè-
òåëüíûìè ÷èñëàìè, ïîýòîìó  S ≤ X0 < J0.
Êðîìå òîãî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðèìåì
I0 = 1, è òîãäà J0  ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì
íå÷åòíûì ÷èñëîì.

Íà îñíîâå ýòîãî íåñëîæíîãî àëãîðèòìà
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ðÿä ÷àñòíûõ çàäà÷,
êîòîðûå åñòåñòâåííî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóï-
ïû:

1) çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ðåêîìåí-
äóåòñÿ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ñõîæäåíèÿ
÷èñåë è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ðåàëèçàöèÿ â
âèäå ïðîãðàììíîé ïðîöåäóðû;

2) çàäà÷è, êîòîðûå ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü
ñîâìåñòíî ìàòåìàòè÷åñêèìè è ïðîãðàììíû-
ìè ñðåäñòâàìè;

3) çàäà÷è, ïîääàþùèåñÿ ðåøåíèþ òîëü-
êî  ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè.

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî ðåàëèçàöèÿ àëãîðèò-
ìà íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòåé, è ïîýòîìó
çàäà÷è ïåðâîé ãðóïïû íå î÷åíü ñëîæíû � äëÿ
èõ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ëèøü âëàäåíèå ìå-
òîäàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà÷è âòîðîé
ãðóïïû òàêæå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïðîãðàìì, íî ïåðåä èõ ðàçðà-
áîòêîé íåîáõîäèìû íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñ-
êèå âûêëàäêè. Íàêîíåö, çàäà÷è òðåòüåé ãðóï-
ïû, êàê ñëåäóåò èç èõ îïðåäåëåíèÿ,  íå ìî-
ãóò ðåøàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðèâåäåì ïåðâûå ïðèìåðû çàäà÷:

Çàäà÷à 1. Äàíû J0 è S. Íàéòè âñå çíà÷å-
íèÿ Õ0, ïðè êîòîðûõ I0 è J0 ñõîäÿòñÿ ÷åðåç S
øàãîâ (âàðèàíòû: íàéòè íàèìåíüøåå, íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå X0).

Çàäà÷à 2. Äàíû S è Õ0. Íàéòè âñå çíà÷å-
íèÿ J0,  ïðè êîòîðûõ I0 è J0 ñõîäÿòñÿ ÷åðåç S
øàãîâ.

Çàäà÷à 3. Äàíû J0 , S è Õ0 . Ïðîâåðèòü,
ñõîäÿòñÿ ëè I0 è J0 ÷åðåç S øàãîâ ïðè çàäàí-
íîì Õ0 (âàðèàíò: íàéòè ÷èñëî øàãîâ, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ ñõîæäåíèÿ ÷èñåë).

Ñôîðìóëèðîâàííûå çàäà÷è ìîãóò ðå-
øàòüñÿ âûïîëíåíèåì àëãîðèòìà, ïðè÷åì äëÿ
ïåðâûõ äâóõ èç íèõ òðåáóåòñÿ ïåðåáîð âàðè-
àíòîâ èñõîäíûõ äàííûõ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 íóæíî îñóùå-
ñòâèòü ïåðåáîð âñåõ çíà÷åíèé  Õ0 îò S äî
J0 � 1, âûïîëíèòü àëãîðèòì äëÿ êàæäîãî çíà-
÷åíèÿ  è ïðîâåðèòü ñõîäèìîñòü ÷åðåç S øà-
ãîâ.

Ðåøåíèå çàäà÷è 2 òðåáóåò ïåðåáîðà çíà-
÷åíèé J0 è âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà äëÿ êàæ-
äîãî çíà÷åíèÿ. Ïåðåáîð äîëæåí íà÷èíàòüñÿ
ñî çíà÷åíèÿ,  ðàâíîãî Õ0 + 1. Äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ïåðåáîðà ó÷àñòíèê
îëèìïèàäû (â äàëüíåéøåì èñïûòóåìûé)
äîëæåí ó÷åñòü, ÷òî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå J0  � ýòî òî, ïðè êîòîðîì îíî óìåíü-
øèòñÿ äî (1 + J0)/2  ÷åðåç S  øàãîâ ïðè óñëî-
âèè, ÷òî èç íåãî áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî âû-
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÷èòàòüñÿ  çíà÷åíèÿ  Õ0 , Õ0 � 1, �, Õ0 � S + 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì:

J0 � (1 + J0)/2 ≤ SÕ0 � S(S � 1)/2,

èëè J0 � 1 ≤ 2X0 S � S2 + S,

èëè J0 ≤  S(2X0 � S +1) + 1.

Çàäà÷à 3 ðåøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì àëãîðèò-
ìà ê çàäàííûì èñõîäíûì äàííûì. Ïðîãðàì-
ìà, ðåàëèçóþùàÿ ðåøåíèå, äîëæíà âûïîë-
íèòü àëãîðèòì äî ñõîæäåíèÿ ÷èñåë, ïîñëå
÷åãî ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà ñðàâíèâàåòñÿ ñ
çàäàííûì. Æåëàòåëüíî âûâåñòè â ôàéë èëè
íà ïå÷àòü ïîøàãîâûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû àë-
ãîðèòìà (çíà÷åíèÿ I, J è Õ ïîñëå êàæäîãî
øàãà).

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ðåøåíèþ çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè, èñïûòóå-
ìûé äîëæåí âûïîëíèòü èññëåäîâàíèå àëãî-
ðèòìà ñõîæäåíèÿ ÷èñåë.

Ïóñòü Õ0 � îäíî èç çíà÷åíèé, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ (òî åñòü I0 è J0 ñõîäÿòñÿ
÷åðåç S øàãîâ). Ðàáîòó àëãîðèòìà ìîæíî ðàç-
áèòü íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì n ðàç (n ≥ 1)
âûïîëíÿþòñÿ øàãè âàðèàíòà 1. Îíè çàêëþ-
÷àþòñÿ â äîáàâëåíèè ê I0 ÷èñåë X0, X1, �,
Xn è âû÷èòàíèè ýòèõ ÷èñåë èç J0. Ñëåäîâà-
òåëüíî,  ðàçíîñòü J � I ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíü-
øàåòñÿ íà 2Õ0, 2Õ0 �2, �, 2Õ0 �2(n�1). Ïåð-
âûé ýòàï ðàáîòû àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ,
êîãäà îêàæåòñÿ, ÷òî | Jn � In| = K ≤ Xn. Åñëè
K = 0, àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå îí íà÷èíàåò âòîðîé ýòàï ñâî-
åé ðàáîòû. Íà íåì áóäóò ïîïåðåìåííî âû-
ïîëíÿòüñÿ øàãè äâóõ âàðèàíòîâ.

Ïóñòü  Jn � In = K > 0. Òîãäà âòîðîé ýòàï
íà÷èíàåòñÿ ñ øàãà âàðèàíòà 1:

In+1 = In + (Xn� 1),  Jn+1 = Jn � (Xn� 1).

Òàê êàê  In+1 > Jn+1, ñëåäóþùèì áóäåò øàã
âàðèàíòà 2:

In+2 = In+1 � (Xn� 2), Jn+2 = Jn+1 +  (Xn� 2)

èëè

In+2 = In + (Xn� 1) � (Xn� 2),

Jn+2 = Jn  � (Xn� 1) + (Xn� 2).

Òàêèì îáðàçîì,

In+2 =In + 1,  Jn+2 = Jn � 1,

Jn+2 � In+2 = K � 2,  Xn+2 = Xn � 2

è Jn+2 � In+2  ≤ Xn+2.

Èç ïðèâåäåííûõ îòíîøåíèé âèäíî, ÷òî
ïîäîáíûé öèêë èç äâóõ øàãîâ (øàã âàðèàí-
òà 1, øàã âàðèàíòà 2) áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ, è â
ðåçóëüòàòå çíà÷åíèÿ  I è J ñîéäóòñÿ ðîâíî
÷åðåç  K øàãîâ. Ñëó÷àé, êîãäà In � Jn > 0 àíà-
ëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó, íî âòîðîé ýòàï
áóäåò íà÷èíàòüñÿ ñ øàãà âàðèàíòà 2, òàê ÷òî
öèêë áóäåò òàêèì: (øàã âàðèàíòà 2, øàã âà-
ðèàíòà 1). Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ  Õ0
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñõîäèìîñòè I0 è J0
÷åðåç S øàãîâ, èìååì K= S � n. Óêàçàííûå
îñîáåííîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà èëëþñòðèðó-
þòñÿ ïðèâåäåííûì â êîíöå ñòàòüè ïðèìå-
ðîì 2 (ïîñëåäíèé øàã ýòàïà 1 ïîä÷åðêíóò).

Òåïåðü èñïûòóåìûé ìîæåò ïðèñòóïèòü
ê ðàçðàáîòêå ôîðìóë, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ
çàäà÷. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóë â êîìïàê-
òíîì âèäå óìåíüøèì I0 è J0 íà 1 (òîãäà
I0  = 0) è îïóñòèì èíäåêñ 0 ïåðåìåííîé X.
Çíà÷åíèÿ  In  è  Jn, ïîëó÷åííûå ïî îêîí÷à-
íèè ïåðâîãî ýòàïà,  ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèìè ôîðìóëàìè:

In = nX � (n �1)n/2;
Jn  = J0 � nX + (n � 1)n/2.

 Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ:
1) Jn > In:

Jn � In = J0 � nX + (n � 1)n/2 � (nX � (n �1)n/2)
= = J0 � 2nX + (n � 1)n = S � n.

2) In > Jn:
In� Jn = � ( Jn � In) = 2nX � J0  � (n � 1)n = S � n.

Èòàê, èìååì äâà ðàâåíñòâà, êîòîðûå ëå-
æàò â îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ:

J0 � 2nX + (n � 1)n = S � n, (1)
2nX � J0 � (n � 1)n = S � n. (2)

Ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèÿ ñôîðìóëè-
ðîâàííûõ çàäà÷.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 èñïûòóåìîìó íóæ-
íî ïðåäñòàâèòü ðàâåíñòâà (1) è (2) â âèäå
ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ Õ:

2nX = J0 � S + n2,  X = (J0 � S + n2)/2n

2nX = J0  + S + n(n � 2),
X = (J0 + S + n(n � 2))/2n.
Ýòè ôîðìóëû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå 2 íåèçâåñòíûå
(Õ è n):

1) ;2/)( 2
0 nnSJX +−=

2) .2/))2(( 0 nnnSJX −++=
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Äàëåå èñïûòóåìûé äîëæåí íàéòè öåëî-
÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (òî åñòü èõ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèîôàíòîâû óðàâ-
íåíèÿ). Òàê êàê íà âòîðîì ýòàïå àëãîðèòì
ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåò öèêëû èç äâóõ
øàãîâ, îí çàêàí÷èâàåò ðàáîòó ÷åðåç ÷åòíîå
÷èñëî øàãîâ. Ïîýòîìó ïðè íå÷åòíîì S ïîñëå-
äíèé øàã ïåðâîãî ýòàïà äîëæåí áûòü íå÷åò-
íûì, à ïðè ÷åòíîì � ÷åòíûì. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè íå÷åòíîì S ñëåäóåò èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé, â êîòîðûõ n ïðèíèìàåò íå÷åòíûå çíà-
÷åíèÿ â äèàïàçîíå [1, S], à ïðè ÷åòíîì S �
÷åòíûå çíà÷åíèÿ n â äèàïàçîíå [2, S].

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íàõîäÿòñÿ ïóòåì
ïåðåáîðà çíà÷åíèé n è âû÷èñëåíèÿ äëÿ
êàæäîãî n çíà÷åíèé Õ ïî äâóì ôîðìóëàì.
Âñå öåëûå çíà÷åíèÿ Õ  îáðàçóþò âìåñòå ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè n ìíîæåñòâî ðåøåíèé:
{(n1, X1), �, (nm, Xm)}, à çíà÷åíèÿ Xi ,
i = 1, �, m � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Õ, óäîâ-
ëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è. Ïåðåáîð çíà-
÷åíèé n  óäîáíî îñóùåñòâëÿòü ñ øàãîì �2 îò
S äî 1 ïðè íå÷åòíîì S è îò S äî 2 ïðè ÷åò-
íîì.  Òîãäà èñêîìûå çíà÷åíèÿ Õ áóäóò âû-
÷èñëÿòüñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Îïèñàí-
íûé ìåòîä ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïðîãðàììíîé ïðîöåäóðû.

Ðåøàÿ çàäà÷ó 2, èñïûòóåìûé äîëæåí
ïðåäñòàâèòü ðàâåíñòâà (1) è (2) êàê ôîðìó-
ëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ J0 ( ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â
íèõ çíà÷åíèå J0 óìåíüøåíî íà 1):

1) ;1)2(0 ++−= SnXnJ
2) .1))1(2(0 +−−+= SnXnJ
Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1 äëÿ âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèé J0  íóæíî îñóùåñòâèòü ïåðåáîð íå-
÷åòíûõ çíà÷åíèé n  â äèàïàçîíå [1, S] â ñëó-
÷àå íå÷åòíîãî S è ÷åòíûõ çíà÷åíèé n  â äèà-
ïàçîíå [2, S] â ñëó÷àå ÷åòíîãî S. Êàê âèäíî
èç ôîðìóë, çíà÷åíèÿ  J0  ìîãóò áûòü âû÷èñ-
ëåíû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ n, ïðè÷åì ïðè
n = S çíà÷åíèÿ J0, âû÷èñëåííûå ïî ôîðìó-
ëàì (1) è (2), ñîâïàäàþò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
áóäåò íàéäåíî S çíà÷åíèé J0 â ñëó÷àå íå÷åò-
íîãî S è S � 1 � â ñëó÷àå ÷åòíîãî S.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 3
èñïûòóåìîìó íóæíî ïðåäñòàâèòü ðàâåíñòâà
(1) è (2) êàê óðàâíåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ n
(íîìåðà ïîñëåäíåãî øàãà ïåðâîãî ýòàïà ðà-
áîòû àëãîðèòìà). Åñëè êîðåíü îäíîãî èç
óðàâíåíèé  îêàæåòñÿ öåëûì, çíà÷åíèå Õ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Ïîñëå íå-
ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

1) 0)(2 0
2 =−+− SJXnn ;

2) 0)()1(2 0
2 =+++− SJnXn .

Êîðíè óðàâíåíèé òàêîâû:

1) 2/))(442( 0
2 SJXXn −−±=  èëè

)( 0
2 SJXXn −−±= ;

2) 2/))(4)1(4)1(2( 0
2 SJXXn +−+±+=

èëè )()1(1 0
2 SJXXn +−+±+= .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâå ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ n:

1) )( 0
2 SJXXn −−±= ;

2) )()1(1 0
2 SJXXn +−+±+= .

Èñïûòóåìîìó íå íóæíî âû÷èñëÿòü ñàìè
çíà÷åíèÿ n, à ëèøü ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè
îäíî èç ýòèõ çíà÷åíèé öåëûì. Äëÿ ýòîãî òðå-
áóåòñÿ, ÷òîáû  çíà÷åíèå X 2 � (J0 � 1 � S) � 1
ëèáî  (X + 1)2 � (J0 � 1 + S) îêàçàëîñü êâàäðà-
òîì öåëîãî (íå çàáûâàåì, ÷òî â ôîðìóëàõ J0
óìåíüøåíî íà 1).

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì çàäà÷è, äîïóñêà-
þùèå òîëüêî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòü ÷èñëî ïîäõîäÿùèõ
çíà÷åíèé J0 ïðè çàäàííûõ  S è X0, òî åñòü
òàêèõ, ïðè êîòîðûõ àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðà-
áîòó ïîñëå âûïîëíåíèÿ S øàãîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïûòóåìûé äîëæåí
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ
J0, êîòîðûå èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è 2. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, èç ôîðìóë
âèäíî, ÷òî ÷èñëî  ïîäõîäÿùèõ J0  ðàâíî S.

Çàäà÷à 5. Óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
çàäà÷à 1 èìååò ðåøåíèÿ.

Èñïûòóåìîìó ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
óðàâíåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ðàçáîðå çà-
äà÷è 1. Îáîçíà÷èâ M1 = J0 �  S � 1 äëÿ ïåðâî-
ãî óðàâíåíèÿ è M2 = J0 +  S � 1 äëÿ  âòîðîãî
(ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â óðàâíåíèÿõ J0 óìåíü-
øåíî íà 1), ïîëó÷èì ôîðìóëû:

X = M1/2n + n /2  è  X = M2/2n + n /2 �1.

Òåïåðü íóæíî íàéòè, âî-ïåðâûõ, óñëîâèå,
ïðè êîòîðîì âîçìîæíî âû÷èñëåíèå öåëûõ
çíà÷åíèé X, è, âî-âòîðûõ, óñëîâèå, ïðè êî-
òîðîì çíà÷åíèÿ X áóäóò óäîâëåòâîðÿòü íå-
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ðàâåíñòâó  S ≤ X < J0. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè
ïåðâîãî óñëîâèÿ èñïûòóåìûé äîëæåí ðàñ-
ñìîòðåòü 2 ñëó÷àÿ:

a) S � ÷åòíîå. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, â
ýòîì ñëó÷àå n ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî ÷åò-
íûå çíà÷åíèÿ. Çíà÷èò, äëÿ òîãî, ÷òîáû
M1/2n è M2/2n áûëè öåëûìè,  M1 è M2 äîë-
æíû áûòü êðàòíûìè ÷åòûðåì. Ïîñêîëüêó
M2 = M1 + 2S,  äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà êðàò-
íîñòü òîëüêî îäíî èç ýòèõ çíà÷åíèé.

b) S � íå÷åòíîå. Òîãäà n ïðèíèìàåò íå-
÷åòíûå çíà÷åíèÿ. Ïðè  n = 1 èìååì

  X = (M1 + 1)/2  è  X = (M2+ 1)/2 � 1.

Òàê êàê ñóììû  M1+ 1 è M2+ 1 ÷åòíûå, X â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íå÷åòíîì S ìîæíî âû-
÷èñëèòü, ïî êðàéíåé ìåðå, ïî îäíîìó öåëî-
ìó çíà÷åíèþ X ïî êàæäîé ôîðìóëå.

Âûâîä: ïðè ÷åòíûõ S öåëûå çíà÷åíèÿ X
ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, åñëè  M1 êðàòíî 4,
ïðè íå÷åòíûõ S öåëûå çíà÷åíèÿ X  ìîãóò
áûòü âû÷èñëåíû âñåãäà.

Äàëåå èñïûòóåìîìó ñëåäóåò ïðîàíàëè-
çèðîâàòü íåðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå âòîðîå
óñëîâèå. Çàéìåìñÿ ñíà÷àëà åãî ëåâîé ÷àñòüþ.
Ïîäñòàâèâ âìåñòî X çíà÷åíèÿ èç ôîðìóë è
âûïîëíèâ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó-
÷èì  M1 ≥ (2S � n)n  è  M2 ≥ (2S � n + 1)n  èëè
M1/n ≥ 2S � n  è  M2/n ≥ 2S � n + 1.

a) Åñëè S � ÷åòíîå, òîãäà ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå n = 2. Èìååì  M1 /2 ≥ 2S � 2;
M2 /2 ≥ 2S � 1.  Ïðåäñòàâèì â ïîñëåäíåì íå-
ðàâåíñòâå M2 ÷åðåç M1: (M1 + 2S)/2 ≥ 2S � 1
èëè  M1 /2 ≥  S � 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äîñ-
òàòî÷íî ïðîâåðèòü  òîëüêî  ïîñëåäíåå  íåðà-
âåíñòâî: (J0 � S � 1)/2 ≥ S � 1 èëè J0 ≥ 3S � 1.

b) Åñëè S � íå÷åòíîå, ìèíèìàëüíîå çíà-
÷åíèå n = 1. Ðàññìîòðèì âòîðîå íåðàâåíñòâî:
M2 ≥ 2S  èëè  J0 +  S � 1 ≥ 2S. Òàê êàê J0 > S,
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷å-
íèÿõ.

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà îïðåäåëÿåò
âòîðîå óñëîâèå:  X = M1/2n + n /2 < J0 è
X = M2/2n + n/2 �1 < J0.  Ðàññìîòðèì  åå.
Íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ  X  äîñòèãàåò, êîãäà
âû÷èñëÿåòñÿ ïî âòîðîé ôîðìóëå ïðè  n = 1
äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ  S  è  n = 2 ïðè ÷åò-
íûõ.  Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âòîðîå
íåðàâåíñòâî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ:

à) n = 1. ;12/12/)1( 00 JSJ <−+−+
00 2211 JSJ <−+−+ ; 022 JS <− .

Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.
b) n = 2.  ;114/)1( 00 JSJ <−+−+

00 41 JSJ <−+ ; 031 JS <− .

Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.
Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ïî-

ëó÷èëè ðåøåíèå çàäà÷è 5: çàäà÷à 1 âñåãäà
èìååò ðåøåíèå ïðè íå÷åòíîì S è èìååò
ðåøåíèå ïðè ÷åòíîì S, åñëè çíà÷åíèå
J0 �  S � 1 êðàòíî 4 è âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî  J0 ≥ 3S � 1.

Ñïèñîê ÷àñòíûõ çàäà÷ ìîæíî áûëî áû
ïðîäîëæèòü, íàïðèìåð, óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ çàäà÷à 1 èìååò òîëüêî îäíî ðåøå-
íèå, ïðè çàäàííîì  J0  íàéòè çíà÷åíèå  S,  ïðè
êîòîðîì çàäà÷à 1 èìååò íàèáîëüøåå ÷èñëî
ðåøåíèé, è ò. ä.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ
èç ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷.

Ïðèìåð 1. Ðåøåíèå çàäà÷è 1 àíàëèòè-
÷åñêèì ìåòîäîì.

J0 = 273,  S = 23. Ïðèìåì  n = 5. Âû÷èñ-
ëÿåì  Õ  ïî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì (íå çà-
áûâàÿ, ÷òî ìû óìåíüøèëè äëÿ ôîðìóë çíà-
÷åíèå  J0 íà 1, òî åñòü äëÿ ôîðìóë J0 = 272):

1) Õ = (272 � 23 + 25)/10 = 27.4. Òàê êàê
çíà÷åíèå íå öåëîå, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)
íå íàéäåíî.

2) X = (272 + 23 + 15)/10 = 31. Ïîëó÷èëè
öåëîå ÷èñëî, çíà÷èò, íàéäåíî ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2): (n = 5, X = 31), è Õ = 31 ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç çíà÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ çàäà÷è.

Ïðèìåð 2. Ðåøåíèå çàäà÷è 3 âûïîëíå-
íèåì àëãîðèòìà ñõîæäåíèÿ ÷èñåë.

Ïîøàãîâûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèò-
ìà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ
ïðèâåäåíû íèæå (âûïîëíåíà ïðîãðàììà,
ðåøàþùàÿ çàäà÷ó 3, øàã 5 ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-
äíèì íà ïåðâîì ýòàïå ðàáîòû àëãîðèòìà)
(ñì. ëèñòèíã 1).

Ïðèìåð 3. Ðåøåíèå çàäà÷è 5.
J0 = 31, S = 10. J0 � S � 1 = 20. Ïîëó÷èëè

÷èñëî, êðàòíîå  4. 3S � 1 = 29, íåðàâåíñòâî
J0 ≥ 3S � 1 âûïîëíåíî. Çàäà÷à 1 èìååò ðå-
øåíèå.

J0 = 31, S = 12. J0 � S � 1 = 18. Ïîëó÷èëè
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÷èñëî, íå êðàòíîå 4. Çàäà÷à 1 íå èìååò ðå-
øåíèÿ.

J0 = 31, S = 14. J0 � S � 1 = 16. Ïîëó÷èëè
÷èñëî, êðàòíîå 4. 3S � 1 = 41. Íåðàâåíñòâî
J0 ≥ 3S � 1 íå âûïîëíåíî. Çàäà÷à 1 íå èìååò
ðåøåíèÿ.

Íà ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ìû ïîêàçà-
ëè áîëüøèå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ çà-
äà÷ äâîéíîãî íàçíà÷åíèÿ ïðè òåñòèðîâàíèè
îáó÷àåìûõ è ïðîâåäåíèè îëèìïèàä êàê ïî
èíôîðìàòèêå, òàê è ïî ìàòåìàòèêå. Òàêèå
çàäà÷è ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ ïî-ðàçíî-
ìó, â çàâèñèìîñòè îò ñïåöèôèêè òåñòèðîâà-
íèÿ è ïðåäìåòà îëèìïèàäû.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó
åùå îäíîé îëèìïèàäíîé çàäà÷è ðàññìîòðåí-
íîãî òèïà [2].

Äâà ðîáîòà À è Â íàõîäÿòñÿ íà ïëîñêî-
ñòè ñ çàäàííîé íà íåé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàð-
òîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò â òî÷êàõ (X1, Y1),
(X2, Y2). Êàæäûé ðîáîò ìîæåò äâèãàòüñÿ
âíèç, ââåðõ âïðàâî èëè âëåâî íà N ïîçèöèé.
Çà îäèí õîä ëþáîé ðîáîò âûïîëíÿåò ñëåäó-
þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé:

1. Ïðîäâèãàåòñÿ âïåðåä íà N ïîçèöèé.
2. Èçìåíÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, ïî-

âåðíóâøèñü íà 90° ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

3. Âû÷èñëÿåò íîâîå çíà÷åíèå N ïî ôîð-
ìóëå N = N + M.

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà ïðî-
èçîéäåò ñòîëêíîâåíèå ðîáîòîâ. Ñòîëêíîâå-
íèåì ñ÷èòàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà îäèí èç ðî-
áîòîâ ïîñëå î÷åðåäíîãî õîäà ïîïàäàåò â òî÷-
êó, â êîòîðîé â ýòîò ìîìåíò óæå íàõîäèòñÿ
äðóãîé ðîáîò.

Íà îñíîâå ýòîãî àëãîðèòìà ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü íåñêîëüêî ÷àñòíûõ çàäà÷, íàïðè-
ìåð:

• Çàäàþòñÿ êîîðäèíàòû ðîáîòîâ ïåðåä íà-
÷àëîì ðàáîòû è ïàðàìåòðû  N è M. ×åðåç
ñêîëüêî õîäîâ ïðîèçîéäåò ñòîëêíîâåíèå?

• Çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû N è M è ÷èñëî õî-
äîâ K. Íàéòè òàêèå êîîðäèíàòû ðîáîòîâ ïå-
ðåä íà÷àëîì ðàáîòû, ÷òîáû ñòîëêíîâåíèå
ïðîèçîøëî ÷åðåç K øàãîâ.

• Çàäàþòñÿ êîîðäèíàòû ðîáîòîâ ïåðåä
íà÷àëîì ðàáîòû è ïàðàìåòð N. Âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà M, ïðè êîòîðîì ñòîëê-
íîâåíèå ïðîèçîéäåò çà  íàèìåíüøåå ÷èñëî
õîäîâ.

• Ïðîâåðèòü, âñåãäà ëè ïðîèñõîäèò ñòîë-
êíîâåíèå, è, åñëè îòâåò îòðèöàòåëüíûé, óêà-
çàòü óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå, äëÿ òîãî ÷òîáû
îíî ïðîèçîøëî.

Ëèñòèíã 1

Èñõîäíûå äàííûå: I= 1, J= 273, ÷èñëî øàãîâ â çàäàíèè: 23.
Ïðîâåðÿåì X= 31.
Àëãîðèòì âûïîëíèò íå áîëåå ÷åì 31 øàã.
Âàð. 1 øàãà âûïîëíÿåòñÿ ïðè I<J: I:= I+X, J:= J-X, X:= X-1.
Âàð. 2 øàãà âûïîëíÿåòñÿ ïðè I>J: I:= I-X, J:= J+X, X:= X-1.
Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â ôàéëå PROBLEM_1.DOC

Øàã  1. Âàð. 1. I= 32 J= 242 X= 30        Øàã  2. Âàð. 1.  I=  62 J= 212 X=  29
Øàã  3. Âàð. 1.  I=  91 J= 183 X=  28     Øàã  4. Âàð. 1.  I= 119 J= 155 X=  27
Øàã  5. Âàð. 1.  I= 146 J= 128 X=  26     Øàã  6. Âàð. 2.  I= 120 J= 154 X=  25
Øàã  7. Âàð. 1.  I= 145 J= 129 X=  24     Øàã  8. Âàð. 2.  I= 121 J= 153 X=  23
Øàã  9. Âàð. 1.  I= 144 J= 130 X=  22     Øàã 10. Âàð. 2.  I= 122 J= 152 X=  21
Øàã 11. Âàð. 1.  I= 143 J= 131 X=  20     Øàã 12. Âàð. 2.  I= 123 J= 151 X=  19
Øàã 13. Âàð. 1.  I= 142 J= 132 X=  18     Øàã 14. Âàð. 2.  I= 124 J= 150 X=  17
Øàã 15. Âàð. 1.  I= 141 J= 133 X=  16     Øàã 16. Âàð. 2.  I= 125 J= 149 X=  15
Øàã 17. Âàð. 1.  I= 140 J= 134 X=  14     Øàã 18. Âàð. 2.  I= 126 J= 148 X=  13
Øàã 19. Âàð. 1.  I= 139 J= 135 X=  12     Øàã 20. Âàð. 2.  I= 127 J= 147 X=  11
Øàã 21. Âàð. 1.  I= 138 J= 136 X=  10     Øàã 22. Âàð. 2.  I= 128 J= 146 X=   9
Øàã 23. Âàð. 1.  I= 137 J= 137 X=   8
Ïîñëå 23-ãî øàãà I=J= 137.
Äàííîå çíà÷åíèå Õ ïîäõîäèò!
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Abstract

In this paper the problems for Olympiads of the pupils on Computer Science which decisions
can be received by execution of the relevant algorithms and analytically, i.e. by purely mathematical
means are considered. Such problems are called dual-use problems. There are 3 types of them:

1) problems solved by executing algorithms;
2) problems whose solution requires the analysis of algorithms to simplify them before the

execution;
3) problems solved by mathematical means, without the execution of algorithms.
The methodology of developing dual-use problems is illustrated on an example of algorithm

of a convergence of numbers. On its basis are formulated 5 problems concerning three specified
types. The paper contains decisions of each of these problems.

The described approach to the development of problems for the Olympiads of the pupils should
promote fuller testing of participants as it allows to evaluate not only their knowledge of the
fundamentals of programming, but also their mathematical training.

Keywords: olympiads of the pupils on computer science, dual-use problems, algorithm,
the analysis of algorithms, algorithm of a convergence of numbers, the analytical decision of a
problem.
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