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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòè íàáëþäåíèÿ ðàäèîëîêàöèîííîé ñòàíöèè íàõîäÿòñÿ K èñ-
òî÷íèêîâ àêòèâíûõ ïîìåõ ñ èçâåñòíûìè óãëîâûìè (ñôåðè÷åñêèìè) êîîðäèíàòàìè. Èñòî÷-
íèêè ïîìåõ èçëó÷àþò ýëåêòðîìàãíèòíûå ñèãíàëû îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû ñ íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûìè àìïëèòóäàìè, äèñïåðñèè êîòîðûõ îïðåäåëÿþò ìîùíîñòè ñèãíàëîâ. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ êîîðäèíàò èñòî÷íèêîâ ïîìåõ íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ êîâàðèà-
öèîííîé ìàòðèöû «âåêòîðà íàáëþäåíèé» L íà âûõîäå ðàäèîëàêàöèîííîé ñòàíöèè. ×òîáû
îïèñàòü ýòîò âåêòîð, îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòÿõ ðàññìàòðèâà-
åìîé ñòàíöèè.

Îñíîâíîé åå ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà (ðåøåòêà), ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåí-
òàðíûõ àíòåíí, êîòîðûå ìîãóò ðàáîòàòü êàê íà èçëó÷åíèå, òàê è íà ïðèåì ñèãíàëà. Ýòà ìàò-
ðèöà ðàçäåëåíà íà îäèíàêîâûå ïðÿìîóãîëüíûå ïîäìàòðèöû (ïîäðåøåòêè) ðàçìåðà ( t s× ).
Ðåøåòêà ñîäåðæèò n ñòðîê è m ñòîëáöîâ ïîäðåøåòîê. Ñèãíàëû ñ èçëó÷àòåëåé âíóòðè ïîäðå-
øåòîê ñóììèðóþòñÿ, ïîýòîìó ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå ìîãóò áûòü ïîäâåðãíóòû òîëüêî
ñóììàðíûå âûõîäû èç ïîäðåøåòîê. Â ñèëó øóìîâûõ ýôôåêòîâ â ýëåìåíòàðíûõ àíòåííàõ,
âûõîäû èç ïîäðåøåòîê ÿâëÿþòñÿ ñóììîé ñóììàðíîãî ñèãíàëà â ïîäðåøåòêàõ è íåáîëüøîãî
áåëîãî øóìà. Âûõîäíûå ñèãíàëû èç ïîäðåøåòîê îáðàçóþò óïîìÿíóòûé ðàíåå ñëó÷àéíûé
âåêòîð L. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî «ñëó÷àéíîñòü» âåêòîðà L ñâÿçàíà ñî ñëó÷àé-
íîñòüþ ñàìèõ ñèãíàëîâ è ñ íàëè÷èåì øóìîâûõ ýôôåêòîâ â àíòåííàõ.

×òîáû íå óñëîæíÿòü èçëîæåíèÿ, â ýòîé ðàáîòå ìû íå áóäåì îïðåäåëÿòü îáîáùåííûå
êîîðäèíàòû è îïèñûâàòü èõ ñâÿçü ñî ñôåðè÷åñêèìè èëè äðóãèìè óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè,
÷òî ïðîäåëàíî â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ (ñì. [1, 2]), à áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûìè â ýòèõ
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Àííîòàöèÿ

Ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå è èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåð-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ àëãîðèòìà Êåéïîíà. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ëèíåéíîé íå-
çàâèñèìîñòè è îðòîãîíàëüíîñòè ñèãíàëüíûõ âåêòîðîâ è âåêòîðîâ êîîðäèíàò ïîìåõ.
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ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ðåøåòêà, ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.
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ðàáîòàõ èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè, âûðàæàþùèìè ýëåìåíòû èññëåäóåìîé êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöû â âèäå ôóíêöèé îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò.

Èçâåñòíî [1], ÷òî åñëè èìååòñÿ òîëüêî îäíà àêòèâíàÿ ïîìåõà ñ îáîáùåííûìè óãëîâûìè
êîîðäèíàòàìè  θψ ,  (ïî ãîðèçîíòàëè è ïî âåðòèêàëè), òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà
L ðàâíà

 += HSSR 2
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1σ � äèñïåðñèÿ (ìîùíîñòü) èçëó÷åíèÿ ïîìåõè,  2σ � äèñïåðñèè øóìîâ â ïîäðåøåòêàõ,
êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Ôèãóðíûå ñêîáêè â (1) óêàçûâàþò íà òî, ÷òî S � ýòî
âåêòîð ðàçìåðíîñòè mn, p ñîîòâåòñòâóåò íóìåðàöèè ïîäðåøåòîê ïî ãîðèçîíòàëè, q � íóìå-
ðàöèè ïî âåðòèêàëè. Ôîðìóëà (1) òàêæå îïðåäåëÿåò íóìåðàöèþ ïîäðåøåòîê îñíîâíîé ðå-
øåòêè ñòàíöèè.

Åñëè èìååòñÿ K íåçàâèñèìûõ ïîìåõ ñ îáîáùåííûìè óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè  ii θψ , ,
i = 0, �, K � 1, òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà R âåêòîðà L ïðèíèìàåò âèä
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,  {exp[ ( )]}i i iT j sp tqψ θ= + , i = 0, �, K � 1, (3)

ãäå  R  � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âûõîäíûõ ñèãíàëîâ áåç ó÷åòà øóìà íà ïîäðåøåòêàõ.
Â 1969 ãîäó Äæ. Êåéïîí ïðåäëîæèë íîâûé ìåòîä îöåíèâàíèÿ êîîðäèíàò ïîìåõ, îñíî-

âàííûé íà àíàëèçå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû R. Ïî àíàëîãèè ñ ýòèì ìåòîäîì ìû ñòðîèì
âåêòîð ïîèñêà S ïî ôîðìóëå

 {exp( ( ))}.S j sp tqψ θ= +  (4)

Äàëåå ñòðîèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ ðåëüåôà ïåðåìåííûõ  θψ ,

 
1

1
HS R S−Φ = . (5)

Êàê è â àëãîðèòìå Êåéïîíà, â êà÷åñòâå îöåíîê îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ïîìåõ âûáèðàþò-
ñÿ êîîðäèíàòû  θψ , , ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçêî âûäåëÿþùèìñÿ íàèáîëüøèì ëîêàëüíûì ìàê-
ñèìóìàì ôóíêöèè ðåëüåôà. Îáîñíîâàíèå ñàìîãî àëãîðèòìà Êåéïîíà íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå
ïðèâåäåíî â [1�4]. Â íàøåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíê-
öèè (5), âëèÿþùèå íà ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà.

Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ôàç ñèãíàëîâ îðèåíòèðîâàòü ñòàí-
öèþ íà îïðåäåëåííóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ìû
ìîæåì â ðàçíûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ïîìåùàòü íà÷àëî êîîðäèíàò. Ýòî ïîçâîëÿåò â ôîðìóëàõ
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(5) ðàññìàòðèâàòü ëèøü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèå îáëàñòè â îêðåñòíîñòè íà÷àëà îáîáùåí-
íûõ êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó âåêòîðàìè T è îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè  θψ , .

Íèæå äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïîíèìàíèÿ èçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà áóäåì â íóæíûõ ìåñòàõ ôîð-
ìóëèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ïðåäëîæåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ïîìåñòèì â îòäåëüíîì
ïàðàãðàôå.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÐÅËÜÅÔÀ

Ðàññìîòðèì ÷àñòü êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû áåç øóìîâîãî ñëàãàåìîãî 
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è ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Í, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè  ,Ti  i = 0, 1, �, K � 1. Ïðîñòðàíñòâî Í
íàçûâàåòñÿ ñèãíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, à åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå � øóìîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Èçâåñòíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ñèãíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàíã ìàòðèöû  R  ñî-
âïàäàþò. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà
âåêòîðû  10 ,..., −KTT  ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû
õîòÿ áû îäíîé èç ïîìåõ íåâîçìîæíî áóäåò îöåíèòü, ïîñêîëüêó ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ýòèõ
âåêòîðîâ   

0i
T  ìîæíî áóäåò ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ âåêòîðîâ, è

ïîñëå ïåðåñ÷åòà ïðèâåäåííûõ ìîùíîñòåé  2
iω  ìàòðèöû  RR,  íå áóäóò çàâèñåòü îò Ti0

.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ  10 ,..., −KTT  âñòðå÷à-
åòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî.

Ïóñòü âåêòîðû  0 1 1', ',..., 'KT T T −  ñòðîÿòñÿ ïóòåì âû÷åðêèâàíèÿ èç âåêòîðîâ  0 1 1, ,..., KT T T −

êîìïîíåíò, äëÿ êîòîðûõ íàðóøàþòñÿ íåðàâåíñòâà  , 1p q K≤ − . Î÷åâèäíî, èç ëèíåéíîé íåçà-

âèñèìîñòè âåêòîðîâ  0 1 1', ',..., 'KT T T −  ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ  0 1 1, ,..., KT T T − .

Òåîðåìà 1. a) Ïóñòü  min( , )K M n m< = . Äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà êîîðäèíàò ïîìåõ

 ( , ),ψ θi i  0 1,≤ ≤ −i K  âåêòîðû  0 1 1', ',..., 'KT T T −  ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå îíè ðàçëè÷íû.

b) Ïóñòü  m n≥ , è äëÿ âñåõ öåëûõ  ,l i m≤ , ïðè âñåõ öåëûõ k âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
 ( ) 2l i t kψ ψ π− ≠ . Òîãäà âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè K = m. Åñëè  ,0=i ψψ
i = 1, 2, �, K � 1, òî âåêòîðû  0 1 1, ,..., KT T T −  ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âñå îíè ðàçëè÷íû è  .nK ≤  Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàíèöà äëÿ K ïóíêòà à) òåîðåìû
äîñòèãàåòñÿ.

c) Ïóñòü m = 1,  K n≤ . Òîãäà âåêòîðû  0 1 1, ,..., KT T T −  ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè îíè ðàç-
ëè÷íû.

d) Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ  ,i it ns tθ ψ=  0,..., 1i K= − ,  K n m< × . Òîãäà âåêòîðû
 

0 1 1, ,..., KT T T −  ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äëÿ ïðèëîæåíèé Òåîðåìû 1 â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè ëèíåéíîé íåçà-
âèñèìîñòè âåêòîðîâ  0 0 1 1 1 1, ,..., K KT T Tω ω ω − −  ââåäåì îòíîøåíèå
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−= (6)

íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû Ãðàììà  r  ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìàòðèöû  R. Ãåîìåòðè÷åñêè áëèçîñòü  ρ  ê íóëþ îçíà÷àåò, ÷òî ýëëèïñî-
èä ðàññåÿíèÿ ìàòðèöû  r  ïðàêòè÷åñêè ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñîá-
ñòâåííîìó âåêòîðó ýòîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåìó ìèíèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó.
Äëÿ çàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ  ρ = 0.
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 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû  10 ,..., −KTT  ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ðàíã ìàòðèöû  R  ðà-
âåí K (ñì. [6, 7]). Îáîçíà÷èì  10 ,..., −KUU  îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðè-
öû  R , ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì  0 1 1... Kλ λ λ −≥ ≥ ≥ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè âåê-
òîðû òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû  R, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëàì  2

i iµ λ σ= + . Îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû  R ðàâíû  2σ . Îáû÷íî  2σ
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì  1−Kλ , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó â çàäà÷àõ îáíàðóæåíèÿ ïðåä-
ïîëîæåíèþ î áîëüøîì çíà÷åíèè îòíîøåíèÿ ñèãíàëà ê øóìó. Âåêòîðû  10 ,..., −KUU  ìîæíî
äîñòðîèòü âåêòîðàìè  1,...,K NU U −  äî îðòîíîðìèðîâàííîãî ñîáñòâåííîãî áàçèñà âñåãî  n m× -
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà âåêòîðû  1,...,K NU U −  � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó  2σ .

Ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì ÷èñëå ïîìåõ âåêòîðû  0 1 1, ,..., KT T T −  è âåêòîð ïîèñêà  (ñì.
òåîðåìó 1) ñîâìåñòíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òîãäà âåêòîð ïîèñêà S ìîæåò âõîäèòü â ñèãíàëü-
íîå ïðîñòðàíñòâî, òîëüêî åñëè îí ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç âåêòîðîâ  0 1 1, ,..., KT T T − . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû íà âåêòîðàõ ïîèñêà èç ñèãíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðåëüåôà äîëæ-
íû áûòü áîëüøèìè, ÷åì äëÿ îñòàëüíûõ ñèãíàëüíûõ âåêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëîæèì

âåêòîð ïîèñêà S ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì: 
 

∑
−

=

=
1

0

,
N

i
iiUS α  = .H

ii SUα  Èç ðàññóæäåíèé, ïðè-

âåäåííûõ â [4], ñëåäóåò

 2

2 21 1 1
2 2

2 2 2
0 0

1
1

1 /

K N K N
i i

i i
i i K i i Ki i

σ
α αα α

λ σ σ λ σ

− − −

= = = =

Φ = =
+ +

+ +∑ ∑ ∑ ∑
.

Ïîñêîëüêó  iλ  íàìíîãî áîëüøå, ÷åì  2σ , êâàäðàò ïðîåêöèè âåêòîðà ïîèñêà 
 1

2

1

K

i
i

α
−

=
∑  íà ñèã-

íàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñèëüíî óìåíüøàåòñÿ ìíîæèòåëÿìè 
 

2

1

1 /iλ σ+
. Òàêèì îáðàçîì, âòî-

ðîå ñëàãàåìîå çíàìåíàòåëÿ îáû÷íî çíà÷èòåëüíî áîëüøå ïåðâîãî, ÷òî ïðèâîäèò ê ìàëûì
çíà÷åíèÿì ôóíêöèè ðåëüåôà. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò òîëüêî âåêòîðû ïîèñêà, î÷åíü áëèç-

êèå ê îäíîìó èç âåêòîðîâ  0 1 1, ,..., KT T T − , äëÿ êîòîðûõ ïðîåêöèÿ íà øóìîâîå ïðîñòðàíñòâî

ëèáî îòñóòñòâóåò, ëèáî î÷åíü ìàëà. Íà òàêèõ âåêòîðàõ ïîèñêà ôóíêöèÿ ðåëüåôà èìååò íàè-
áîëüøèå ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû. Ýòèì ìîæíî îáúÿñíèòü ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà Êåéïîíà.

Ìàòðèöà R èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé äëÿ àíàëèçà âèä â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû  10 ,..., −KTT
îðòîãîíàëüíû. Ïðèâåäåì óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ  10 ,..., −KTT .

 Òåîðåìà 2. Âåêòîðû îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1.  ( ) 2ψ ψ π− =i l sm k äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k è  1( ) 2ψ ψ π− ≠i l s k  íè äëÿ êàêîãî öåëîãî k1.
2.  ( ) 2θ θ π− =i l tn k  äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k è  1( ) 2θ θ π− ≠i l t k  íè äëÿ êàêîãî öåëîãî k1.

Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû Ãðàììà  r  ñèñòåìà âåêòîðîâ  0 0 1 1 1 1, ,..., k KT T Tω ω ω − − ÿâ-
ëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè  2 2 2

0 1 1, ,..., Knm nm nmω ω ω − . Ïîëîæèòåëü-
íûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû  R  ðàâíû ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ìàòðèöû  r (ñì. [6, 7]) è
ðàâíû  2 2 2

0 1 1, ,..., Kmn mn mnω ω ω −  ñîîòâåòñòâåííî. Ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìèðîâàííûìè

cîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû  R  ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû  /i iU T mn= , i = 0, �, K � 1. Ýòè

æå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèö R è  1−R  c ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè

 22
1

22
1

22
0 ,...,, σωσωσω +++ − mnmnmn K  è 
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1
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âåòñòâåííî. Ðàñøèðèì âðåìåííî îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðåëüåôà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíà ÿâëÿ-

åòñÿ íå ôóíêöèåé îáîáùåííûõ êîîðäèíàò  ( , )ψ θ , à ôóíêöèåé âåêòîðà  , HS S S mn= . Òîãäà

ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè ðåëüåôà áóäóò ðàâíûìè âåêòîðàì  0 1 1, ,..., KT T T −  è áóäóò ñîîò-

âåòñòâîâàòü âñåì ëîêàëüíûì ìàêñèìóìàì ôóíêöèè ðåëüåôà. Åñëè ñíîâà ñóçèòü îïðåäåëå-

íèå ýòîé ôóíêöèè äî ôóíêöèè îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò  ( , )ψ θ , òî ýòè òî÷êè îñòàíóòñÿ
ëîêàëüíûìè ìàêñèìóìàìè ôóíêöèè ðåëüåôà ñî çíà÷åíèÿìè â íèõ ýòîé ôóíêöèè, ðàâíûìè
ñîîòâåòñòâåííî

 

mn

2
2

0 ,
σω +   

mn

2
2

1 ,
σω +   ...,  

mnK

2
2

1

σω +− . (7)

Îòìåòèì, ÷òî ó ôóíêöèè ðåëüåôà ìîãóò áûòü è äðóãèå ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû, îäíàêî
ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îíè ìåíåå ðåçêî âûäåëåíû, ÷åì ìàêñèìóìû â
òî÷êàõ  0 1 1, ,..., .KT T T −

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé Ê = 2. Åñëè âåêòîðû ñîâïàäàþò, òî îíè, î÷åâèäíî, ëèíåéíî

çàâèñèìû. Ïóñòü îíè ðàçëè÷íû è äëÿ íåêîòîðûõ  0 1, 0α α ≠

 
0 0 1 1 0 0 0 1 1 1' ' exp{ ( )} exp{ ( )} 0.T T j sp tq j sp tqα α α ψ θ α ψ θ+ = + + + = (8)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ  10 ',' TT  ñëåäóåò ïîêàçàòü, ÷òî (8) âåäåò ê
ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïîñëå äåëåíèÿ (8) íà âûðàæåíèå  1 1 1exp{ ( )}j sp tqα ψ θ+  ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî  ϕ

ïðè âñåõ  1, ≤qp  âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî  0 1 0 1exp{ [( ) ( ) ]} 1j sp tqψ ψ θ θ ϕ π− + − + + = . Ïîëà-

ãàÿ p = q = 0, äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k1 ïîëó÷èì  12 kϕ π π+ = , ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî öå-

ëîãî k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî  0 1 0 1( ) ( ) 2sp tq kψ ψ θ θ π− + − = . Ïîëàãàÿ p = 0, q = 1 è íàîáî-

ðîò, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ  0 1( ) 2 ,s kψ ψ π− =  0 1 1,( ) 2t kθ θ π− = , òî åñòü âåêòîðû  10 ',' TT  ñî-
âïàäàþò.

Â îáùåì ñëó÷àå ïóíêò à) Òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî K.
Ïóñòü óòâåðæäåíèå ýòîãî ïóíêòà âåðíî ïðè Ê ïîìåõàõ. Äîêàæåì åãî, èñõîäÿ èç ýòîãî

ïðåäïîëîæåíèÿ, äëÿ Ê + 1 ïîìåõè.
Ïóñòü Ê > 2 , âñå âåêòîðû  0 1', ',..., 'KT T T  ðàçëè÷íû è

 

0 0

' exp{ ( )} 0, , ,
K K

i i i i i
i i

T j sp tq p q Kα α ψ θ
= =

= + = ≤∑ ∑ (9)

ãäå íå âñå êîýôôèöèåíòû  iα  ðàâíû íóëþ. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî  0.Kα ≠
Ïîäåëèâ êàæäóþ ñòðî÷êó ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) íà ïîñëåäíèé ýëåìåíò, ïîëó÷èì äëÿ
 

,i
i

K

αβ
α

=  0,..., 1i K= −

 1 1

0 0

' exp{ (( ) ( ) )} 1, , .
K K

i i i i K i K
i i

T j sp tq p q Kβ β ψ ψ θ θ
− −

= =
= − + − = − ≤∑ ∑ (10)

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî

   
 1 1

0 0

' exp{ ( ) } exp{ (( ) ( ) )} 1, , 1.
K K

i i i K i i K i K
i i

T j s j sp tq p q Kβ ψ ψ β ψ ψ θ θ
− −

= =
= − − + − = − ≤ −∑ ∑    (11)
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Âû÷èòàÿ èç (11) âûðàæåíèå (10), ïîëó÷èì
 1

0

{exp{ ( ) } 1} exp{ (( ) ( ) )} 0, , 1.
K

i K i i K i K
i

j s j sp tq p q Kψ ψ β ψ ψ θ θ
−

=
− − − + − = ≤ −∑

Ïðèíèìàÿ  ( ), ( ),i K i Kψ ψ θ θ− −  , 1i K≤ − çà íîâûå ãèïîòåòè÷åñêèå îáîáùåííûå êîîðäèíà-
òû ïîìåõ, ïîëó÷èì èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî  {exp{ (( ) ) 1} 0 i K ij sψ ψ β− − =   èëè
 {exp{ (( ) ) 1} 0,i K ij sψ ψ α− − =  0,..., 1i K= − . Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò  0iα ≠  òîëüêî,

åñëè  exp{ ( ) } 1i Kj sψ ψ− = . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî  0iα ≠  òîëüêî, åñëè
 exp{ ( ) } 1i Kj sθ θ− = . Ïîñêîëüêó âñå âåêòîðû  0 1', ',..., 'KT T T  ðàçëè÷íû, òî ïîñëåäíèå óñëîâèÿ
îäíîâðåìåííî íå âûïîëíÿþòñÿ. Ïîýòîìó  0,iα =  , 0,..., 1.i K= −  Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå òàêæå  0Kα = .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà b), ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà à) äëÿ ïåðåìåííîé  ψ  ïîëó-
÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k  âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷àùåå óñëîâèþ ïóíêòà b) ñîîòíîøåíèå
 2i k kψ ψ π− = . Åñëè  ,0=i ψψ  i = 1, 2, ..., K � 1 òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ îïðå-
äåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè îäíîé îáîáùåííîé êîîðäèíàòû  θ , òàê ÷òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñè-
ìîñòü âûòåêàåò èç ïóíêòà ñ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà c) äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà a) òîëüêî äëÿ
îäíîé ïåðåìåííîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà d) çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ýòîãî ïóíêòà
 ),( +=+ nqpstqsp iii ψθψ  1,...,0,1,...,0 −=−= mqnp .×èñëà  nqp +  çàïîëíÿþò ñîáîé âñå

öåëûå ÷èñëà îò 0 äî  1−mn . Ïîýòîìó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, òî åñòü ê
ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó â ïóíêòå ñ).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2. Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ  ,i lT T  îçíà÷àåò, ÷òî

 ( )
( )

( )
( )

exp{ [( ) ]} 1 exp{ [( ) ]} 1
( , ) 0

exp{ [( ) ]} 1 exp{ [( )] } 1
i l i l

i l
i l i l

j ms j tn
T T

j s j t

ψ ψ θ θ
ψ ψ θ θ

− − − −
= =

− − − −
. (12)

Èç (12) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò Òåîðåìà 2.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ  ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ  ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèè ðåëüåôà äëÿ äâóõ è òðåõ ïîìåõ. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ìîùíîñòü øóìà  2 1σ = , ìîùíîñòè ïîìåõ  2 1000σ =i , íàïðàâëåíèå àíòåíí ñî-
îòâåòñòâóåò îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì (24, 30), îáëàñòü ïîèñêà ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîóãîëü-
íèêó 21�28 ïî ïåðâîé îáîáùåííîé êîîðäèíàòå (àçèìóòó), 27�32 � ïî âòîðîé îáîáùåííîé
êîîðäèíàòå (óãëó ìåñòà).Â òàáëèöàõ ïîìåùåíû êîîðäèíàòû àêòèâíûõ ïîìåõ, ñîáñòâåííûå
÷èñëà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû , âûáðàííûé íàìè ïîêàçàòåëü íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ïî-
ìåõ  ρ  è ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ôóíêöèè ðåëüåôà. Îòìåòèì, ÷òî  ρ  íå ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííî âîçìîæíûì ïîêàçàòåëåì ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè êîîðäèíàò ïîìåõ, íàïðèìåð, â
êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîé õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî áðàòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà êîîð-
äèíàò ïîìåõ.

Íà ðèñ. 1 âèäíû òðè îñòðûõ ïèêà, âåðøèíû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò îáîáùåííûì êîîð-
äèíàòàì ïîìåõ.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ õîðîøî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷-
íîé ñòåïåíè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ìíîãîìåðíûõ êîîðäèíàò ïîìåõ.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåí ñëó÷àé, êîãäà ñòåïåíü ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ìíîãîìåðíûõ êî-
îðäèíàò ïîìåõ íåäîñòàòî÷íà, ïîýòîìó ôóíêöèÿ ðåëüåôà âûäàåò íå îòäåëüíûå ïèêè, à «ñòå-
íó». Â ýòîì ñëó÷àå ïî ôóíêöèè ðåëüåôà îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû ïîìåõ íåâîçìîæíî.
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Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ ðåëüåôà äëÿ äâóõ ïîìåõ. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ïîìåõ
ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, òî, êàê ìû âèäèì, îíè ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïè-
êàì ôóíêöèè ðåëüåôà.

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíà ôóíêöèÿ ðåëüåôà äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïîìåõ, êîãäà ñòåïåíü ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè ìíîãîìåðíûõ êîîðäèíàò ïîìåõ íåäîñòàòî÷íà. Êàê è äëÿ òðåõ ïîìåõ â ýòîì
ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ «ñòåíà», è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ïîìåõ óñòàíîâèòü íåâîçìîæíî.

Ðèñ. 1

Êîîðäèíàòû 

ÀÏ 

Ñîáñòâåííûå 

÷èñëà 
3

1

λρ
λ

=
 

25 31 

23 30 

24 29 

ë1 = 6.197e10 

ë2 = 3.141e10 

ë3 = 4.018e9 

0.065 

Frel  

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Êîîðäèíàòû 

ÀÏ 

Ñîáñòâåííûå 

÷èñëà 
3

1

λρ
λ

=
 

25 31 

23 31 

24 31 

ë1 = 9.462e10 

ë2 = 2.357e9 

ë3 = 4.844e6 
5.12*10

�5
 

Frel  

Êîîðäèíàòû 

ÀÏ 

Ñîáñòâåííûå 

÷èñëà 

ñ 

27 31 

22 31 

ë1 = 5.086e10 

ë2 = 1.297e10 
0.255 

Frel  
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Abstract

Mathematical investigation and the investigation by means  of computer simulation for
Capon algorithm is done. In particular, some conditions for linear independence and for the
orthogonality of   signal vectors and the vectors of obstacles coordinates.

Keywords: radio-location, Capon algorithm, covariation matrix, relief function,
independent coordinates, orthogonal vectors, eigenvalues, eigenvectors,  grating, statistical
simulation.
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Ðèñ. 4

Êîîðäèíàòû 

ÀÏ 

Ñîáñòâåííûå 

÷èñëà 

Ñ 

24.5 31 

24 31 

ë1 = 6.46e10 

ë2 = 1.5e8 
2.321*10

�3
 

Frel  

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ïîìåõ âàæíû êîîðäèíàòû ïèêîâ
ôóíêöèè ðåëüåôà è íå âàæíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðåëüåôà â ýòèõ òî÷êàõ.


