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Àííîòàöèÿ

Â ïðåäûäóùåé ñòàòüå àâòîðà [1] áûëî ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà äëÿ ïðîñòîãî æåñòêîãî ìàÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì è äàíî íàãëÿäíîå
ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà.
Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ â òàêîé ñèñòåìå ñóáãàðìîíè÷åñ-
êèõ ðåçîíàíñîâ, îáñóæäàåòñÿ èõ ñâÿçü ñ äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèåé ïåðåâåðíóòîãî
ìàÿòíèêà è ïîëó÷åí óòî÷íåííûé êðèòåðèé ñòàáèëèçàöèè. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü âåðõíåãî
ïðåäåëà óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ñ ÿâëåíèåì ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàí-
ñà, òî åñòü ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå
ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû è àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âçàèìíî äîïîëíÿþò è îáîãàùàþò
äðóã äðóãà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàÿòíèê Êàïèöû, ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê, ïàðàìåòðè÷åñêèé ðå-
çîíàíñ, äèíàìè÷åñêàÿ ñòàáèëèçàöèÿ, êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè.

ÓÄÊ 534

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïðåäûäóùåé ñòàòüå àâòîðà [1] î ìàÿò-
íèêå, ïîäâåñ êîòîðîãî ñîâåðøàåò ïðèíóäè-
òåëüíûå êîëåáàíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè, áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå íåîáû÷-
íûå âèäû äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà. Â ÷àñòíîñòè,
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì,
êîãäà ïåðèîä êîëåáàíèé îñè ðàâåí ïðèáëèçè-
òåëüíî ïîëîâèíå ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé ìàÿòíèêà. Ïðè ýòîì ïåðâîíà÷àëüíî
ñêîëü óãîäíî ìàëûå êîëåáàíèÿ íà÷èíàþò ïðî-
ãðåññèâíî íàðàñòàòü. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåò-
ñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì.

Äðóãîé âîçìîæíûé âèä ðåãóëÿðíîãî ïî-
âåäåíèÿ ìàÿòíèêà � ýòî ïîëíûå ïåðåâîðîòû
â îäíîì íàïðàâëåíèè, ñèíõðîíèçèðîâàííûå
ñ îñöèëëÿöèÿìè ïîäâåñà. Ïåðèîä òàêîãî íå-
ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ ëèáî ðàâåí ïåðèî-
äó âîçáóæäåíèÿ, ëèáî â öåëîå ÷èñëî ðàç áîëü-

øå. Áëàãîäàðÿ ñèíõðîíèçàöèè ïåðåâîðîòîâ
ñ îñöèëëÿöèÿìè ïîäâåñà (áëàãîäàðÿ òàê íà-
çûâàåìîìó «ôàçîâîìó çàõâàòó») îáåñïå÷èâà-
åòñÿ ïîäïèòêà ìàÿòíèêà ýíåðãèåé, íåîáõî-
äèìàÿ äëÿ êîìïåíñàöèè ïîòåðü èç-çà òðåíèÿ.
Áîëåå ñëîæíûå âèäû ðåãóëÿðíûõ óñòàíîâèâ-
øèõñÿ äâèæåíèé ìàÿòíèêà ïðè ïàðàìåòðè-
÷åñêîì âîçáóæäåíèè ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ
êîëåáàíèé, ÷åðåäóþùèõñÿ ñ ïåðåâîðîòàìè â
òó èëè äðóãóþ ñòîðîíó, òàêæå ñèíõðîíèçè-
ðîâàííûõ ñ îñöèëëÿöèÿìè ïîäâåñà. Ðàçëè÷-
íûå êîíêóðèðóþùèå ìåæäó ñîáîé âèäû äâè-
æåíèé ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü ïðè îäíèõ è
òåõ æå çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êî-
ëåáàíèé ïîäâåñà. Ýòî ñâîéñòâî íåëèíåéíûõ
ñèñòåì íàçûâàþò ìóëüòèñòàáèëüíîñòüþ.
Êàêîå èìåííî äâèæåíèå èç íåñêîëüêèõ âîç-
ìîæíûõ óñòàíîâèòñÿ ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïå-
ðåõîäíîãî ïðîöåññà, çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé: êàæäîìó óñòàíîâèâøåìóñÿ ðåæè-
ìó ñîîòâåòñòâóåò ñâîé «áàññåéí ïðèòÿæå-
íèÿ» íà ïëîñêîñòè íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé.
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 Êîãäà àìïëèòóäà ïðèíóäèòåëüíûõ îñ-
öèëëÿöèé ïîäâåñà äîñòàòî÷íî âåëèêà, à èõ
÷àñòîòà ëåæèò â íåêîòîðûõ îïðåäåëåííûõ
èíòåðâàëàõ, ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà ìîæåò áûòü
íåðåãóëÿðíûì, õàîòè÷åñêèì, íåñìîòðÿ íà
ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð âîçáóæäàþ-
ùåãî âîçäåéñòâèÿ. Ýòî ïðèìåð òàê íàçûâàå-
ìîãî äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, êîãäà íåðåãóëÿð-
íîå, íèêîãäà íå ïîâòîðÿþùååñÿ âî âðåìåíè
ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñî÷åòàåòñÿ ñ ïîëíûì
äåòåðìèíèçìîì åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ: ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðå-
øåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííî. Äèíàìè÷åñêèé
õàîñ â ïðîñòûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ñòàë
ïðåäìåòîì èíòåíñèâíîãî èçó÷åíèÿ íà ïðî-
òÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé. Ìàÿòíèê
ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì äàåò ïðåêðàñ-
íûé ïðèìåð ôèçè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé êàê õàîòè÷åñêèõ,
òàê è ðàçíîîáðàçíûõ ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé
â ïðîñòûõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñ-
òåìàõ.

Â ýòîé ñòàòüå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ íåäàâíî îòêðûòûå âèäû ïåðèîäè÷åñêèõ
äâèæåíèé æåñòêîãî ìàÿòíèêà ñ îñöèëëèðó-
þùèì ïîäâåñîì � òàê íàçûâàåìûå ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñû. Ðàññ÷èòàíû óñëîâèÿ
âîçíèêíîâåíèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàí-
ñîâ, îáñóæäàåòñÿ èõ ñâÿçü ñ äèíàìè÷åñêîé
ñòàáèëèçàöèåé. Ïîëó÷åí óòî÷íåííûé êðèòå-
ðèé ñòàáèëèçàöèè, ñïðàâåäëèâûé â áîëåå
øèðîêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû,
âêëþ÷àÿ ñðàâíèòåëüíî íèçêèå ÷àñòîòû è
áîëüøèå àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ. Óñòàíîâ-
ëåíà ãåíåòè÷åñêàÿ ñâÿçü âåðõíåãî ïðåäåëà
óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ñ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì, òî åñòü ñ ïîòå-
ðåé óñòîé÷èâîñòè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ.

2.  ÌÎÄÅËÈÐÓÅÌÀß
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÀß  ÑÈÑÒÅÌÀ

Êàê è â ñòàòüå [1], ìû ðàññìàòðèâàåì ìà-
ÿòíèê â âèäå ëåãêîãî æåñòêîãî ñòåðæíÿ äëè-
íîé l ñ ãðóçîì (òî÷å÷íîé ìàññîé) m íà êîí-
öå, ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî èìåííî çäåñü
ñîñðåäîòî÷åíà âñÿ ìàññà ìàÿòíèêà. Ñèëà òÿ-
æåñòè mg ñîçäàåò âîçâðàùàþùèé ìîìåíò �
mgl sin ϕ, ïðîïîðöèîíàëüíûé ñèíóñó óãëà

îòêëîíåíèÿ ϕ ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ. Êîãäà ïîäâåñ ìàÿòíèêà íåïîäâè-
æåí, ýòîò ìîìåíò çàñòàâëÿåò îòêëîíåííûé
ìàÿòíèê ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëü-
íî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíî-
âåñèÿ. Åñëè æå ïîäâåñ ïðèíóäèòåëüíî äâè-
æåòñÿ ñ íåêîòîðûì óñêîðåíèåì, ïîâåäåíèå
ìàÿòíèêà óäîáíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ íå-
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé
ñ ïîäâåñîì. Èç-çà óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ òà-
êîé ñèñòåìû îòñ÷åòà íà ìàÿòíèê äåéñòâóåò,
íàðÿäó ñ ñèëîé òÿæåñòè, åùå è ñèëà èíåð-
öèè, íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâîïîëîæíî óñêîðå-
íèþ ñèñòåìû îòñ÷åòà. Äîïóñòèì, ÷òî ïîä-
âåñ îñöèëëèðóåò âäîëü âåðòèêàëè è åãî êî-
îðäèíàòà z(t) èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî ãàð-
ìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ íåêîòîðîé ÷àñòîòîé ω
è àìïëèòóäîé a:

z(t) = a cosωt èëè z(t) = a sinωt. (1)

Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ðåøàåìîé
çàäà÷è â (1) ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíûì ëèáî
ïåðâûé, ëèáî âòîðîé âûáîð íà÷àëüíîé ôàçû
îñöèëëÿöèé ïîäâåñà. Ïðèëîæåííàÿ ê ãðóçó
ìàÿòíèêà ñèëà èíåðöèè Fin(t) òàêæå çàâèñèò
îò âðåìåíè ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó:

 )()(
)(

)( 2
2

2

in tzmtzm
dt

tzd
mtF ω=−=−= && . (2)

Ñèëà èíåðöèè íàïðàâëåíà âíèç â òå÷å-
íèå òåõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè, êîãäà îñöèëëè-
ðóþùèé ïîäâåñ íàõîäèòñÿ íèæå ñâîåãî ñðåä-
íåãî ïîëîæåíèÿ, òî åñòü êîãäà z(t) < 0. Ýòî
íåïîñðåäñòâåííî âèäíî èç âûðàæåíèÿ (2)
äëÿ Fin(t), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò
âðåìåíè òàê æå, êàê è z-êîîðäèíàòà ïîäâåñà.
Ïîýòîìó íà ïðîòÿæåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé
ïîëîâèíû ïåðèîäà êîëåáàíèé ïîäâåñà äåé-
ñòâèå ñèëû èíåðöèè ðàâíîñèëüíî íåêîòîðî-
ìó óâåëè÷åíèþ ñèëû òÿæåñòè. Íà ïðîòÿæå-
íèè äðóãîé ïîëîâèíû ïåðèîäà, êîãäà ïîäâåñ
íàõîäèòñÿ âûøå ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ (êîãäà
z(t) > 0), ñèëà èíåðöèè íàïðàâëåíà ââåðõ, ÷òî
ðàâíîñèëüíî óìåíüøåíèþ ñèëû òÿæåñòè.

Ïðèâîäèìûå â ýòîé ñòàòüå ãðàôèêè è
ôàçîâûå òðàåêòîðèè äëÿ ðàçíûõ ðåæèìîâ
ïîâåäåíèÿ ìàÿòíèêà ïîëó÷åíû ÷èñëåííûì
èíòåãðèðîâàíèåì òî÷íîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ (t) ìà-
ÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì. Â ýòî
óðàâíåíèå, íàðÿäó ñ ìîìåíòîì mg sinϕ  ñèëû
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òÿæåñòè mg (çäåñü g � óñêîðåíèå ñâîáîäíî-
ãî ïàäåíèÿ), âêëþ÷åí ìîìåíò ñèëû èíåðöèè
Fin(t), êîòîðûé ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè t:

0sin)cos(2 2 =−++ ϕωωϕγϕ t
l

a

l

g
&&& . (3)

Âòîðîé ÷ëåí â (3) ó÷èòûâàåò ìîìåíò
ñèëû òðåíèÿ, êîòîðûé â ýòîé ìîäåëè ïðèíÿò
ïðîïîðöèîíàëüíûì ìãíîâåííîìó çíà÷åíèþ

óãëîâîé ñêîðîñòè ìàÿòíèêà ϕ& . Ïîñòîÿííàÿ
çàòóõàíèÿ γ  îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà äîá-
ðîòíîñòè Q, êîòîðóþ îáû÷íî èñïîëüçóþò
äëÿ õàðàêòåðèñòèêè çàòóõàíèÿ ìàëûõ ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì âÿçêîãî

òðåíèÿ: γω 20=Q , ãäå lg=0ω  � ÷àñòî-
òà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïðåäåëüíî ìàëîé
àìïëèòóäû â îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèé ïîäâåñà.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â [1], êîëåáàíèÿ îêî-
ëî ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ôîð-
ìàëüíî îïèñûâàòü òåì æå ñàìûì äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì (3) ñ îòðèöàòåëüíû-
ìè çíà÷åíèÿìè g. Èíûìè ñëîâàìè, â óðàâíå-
íèè (3) óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïðàâëÿþùèé ïà-
ðàìåòð, èçìåíåíèå êîòîðîãî ôèçè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíî èçìåíåíèþ äåéñòâóþùåé íà ìà-
ÿòíèê ñèëû òÿæåñòè. Êîãäà ýòîò ïàðàìåòð
óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ è äàëüøå â îáëàñòü
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, ìîìåíò ñèëû òÿ-
æåñòè â óðàâíåíèè (3) ñíà÷àëà îáðàùàåòñÿ
â íóëü, à çàòåì èçìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûé. Ïîäîáíàÿ îáðàùåííàÿ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ «ñèëà òÿæåñòè» ñòðåìèòñÿ ïðèâåñòè
ìàÿòíèê â ïåðåâåðíóòîå ïîëîæåíèå ϕ = π, îò-
÷åãî (â îòñóòñòâèå âèáðàöèé ïîäâåñà) îíî ñòà-
íîâèòñÿ óñòîé÷èâûì, à ïîëîæåíèå ϕ = 0 �
íåóñòîé÷èâûì: ïðè g < 0 âåðõíåå ïîëîæåíèå
ìàÿòíèêà â óðàâíåíèè (3) ýêâèâàëåíòíî íèæ-
íåìó ïîëîæåíèþ ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà-
÷åíèè g.

Â ïðåäûäóùåé ñòàòüå [1] áûëî ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ îòíîñèòåëü-
íûõ àìïëèòóäàõ la  è âûñîêèõ îòíîñèòåëü-
íûõ ÷àñòîòàõ 0ωω  âûíóæäåííûõ îñöèë-
ëÿöèé ïîäâåñà äâèæåíèå ìàÿòíèêà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñðàâíèòåëüíî ìåäëåí-
íûõ êîëåáàíèé, èñêàæåííûõ íàëîæåíèåì
íåáîëüøèõ áûñòðûõ (âûñîêî÷àñòîòíûõ) êî-
ëåáàíèé.

=−=+= ψψδψϕ sin
)(

)()()()(
l

tz
tttt

t
l

a
t ωψψ cossin)( −= . (4)

Ìåäëåííóþ êîìïîíåíòó äâèæåíèÿ ìàÿò-
íèêà )(tψ  óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü êàê äâèæå-
íèå ÷àñòèöû â ýôôåêòèâíîì ïîòåíöèàëüíîì
ïîëå, îïèñûâàåìîì ôóíêöèåé U = U(ψ ).
Ãðàôèê ýòîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïîêà-
çàí íà ðèñ. 1.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïîäðîáíî ðàññìîòðåí-
íûé â [1] êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåð-
íóòîãî ìàÿòíèêà

gla 222 >ω  èëè 2
0

>⋅
ω
ω

l

a
, (5)

ïîëíûé ïîòåíöèàë U = U(ψ ) èìååò (ïîìè-
ìî àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà ïðè ψ = 0, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî íèæíåìó ïîëîæåíèþ ðàâ-
íîâåñèÿ) îòíîñèòåëüíûå ìèíèìóìû ïðè

πψ ±= . Ýòè äîïîëíèòåëüíûå ìèíèìóìû
ñîîòâåòñòâóþò ïåðåâåðíóòîìó ïîëîæåíèþ
ìàÿòíèêà. Êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû, çàõâà÷åííîé
â òàêîì ìèíèìóìå, îïèñûâàþò óñðåäíåííîå
ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà â îêðåñòíîñòè äèíàìè-
÷åñêè ñòàáèëèçèðîâàííîãî ïåðåâåðíóòîãî
ïîëîæåíèÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ äâè-
æåíèÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå U = U(ψ ), òî
åñòü äëÿ ìåäëåííîé êîìïîíåíòû ψ (t) èìååò
âèä:

     ψψωψωψ sincos
2

1
sin 2

2

2
2
0

l

a−−=&& .  (6)

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëå
òÿæåñòè Ugr(ψ), ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Uin(ψ),
ñîîòâåòñòâóþùåé ìîìåíòó ñðåäíåé ñèëû èíåðöèè,
è ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(ψ) = Utot(ψ)

äëÿ ìàÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì
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Ìåäëåííûå êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû,
ïðîèñõîäÿùèå âáëèçè äíà êàæäîé èç ïîòåí-
öèàëüíûõ ÿì ïîòåíöèàëà U = U(ψ ), áóäóò
ïî÷òè ãàðìîíè÷åñêèìè. Â ñòàòüå [1] áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (6) ÷àñòóòû
ωdown è ωup êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñîîòâåò-
ñòâåííî îêîëî íèæíåãî (ψ = 0) è âåðõíåãî

( πψ ±= ) ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè ìàëîì
ðàçìàõå ýòèõ êîëåáàíèé äàþòñÿ ñëåäóþùè-
ìè âûðàæåíèÿìè:

2
02

22
2
down

2
ωωω +=

l

a
,

2
02

22
2
up

2
ωωω −=

l

a
. (7)

3.  ÑÓÁÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ  ÐÅÇÎÍÀÍÑÛ
ÂÛÑØÈÕ  ÏÎÐßÄÊÎÂ

È  ÓÒÎ×ÍÅÍÍÛÉ  ÊÐÈÒÅÐÈÉ
ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

ÏÅÐÅÂÅÐÍÓÒÎÃÎ  ÌÀßÒÍÈÊÀ

Îãðàíè÷åííàÿ ïðèìåíèìîñòü èñïîëüçî-
âàííîãî â [1] ìåòîäà óñðåäíåíèÿ, îñíîâàí-
íîãî íà ðàçäåëåíèè áûñòðûõ è ìåäëåííûõ
äâèæåíèé, îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå âïðàâå îæè-
äàòü îò íåãî èñ÷åðïûâàþùåãî îïèñàíèÿ ïî-
âåäåíèÿ ìàÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâå-
ñîì âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Òåì íå ìåíåå, ïðèìå-
íåíèå ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ îïèñà-
íèÿ ìåäëåííîé êîìïîíåíòû äâèæåíèÿ ïîçâî-
ëÿåò íàì ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå
î íåêîòîðûõ íåîáû÷íûõ îñîáåííîñòÿõ èçó-
÷àåìîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, âêëþ÷àÿ äèíà-
ìè÷åñêóþ ñòàáèëèçàöèþ ïåðåâåðíóòîãî ïî-
ëîæåíèÿ ìàÿòíèêà, ñóáãàðìîíè÷åñêèå ðåçî-
íàíñû (ñì. íèæå) è òàêèå ñóãóáî íåëèíåé-
íûå ñâîéñòâà, êàê çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ìåä-
ëåííûõ êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû.

Êîãäà ÷àñòîòà è àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ
îñöèëëÿöèé ïîäâåñà ëåæàò â îïðåäåëåííûõ
èíòåðâàëàõ, ìàÿòíèê, âìåñòî ñîâåðøåíèÿ
çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé è ïîñòåïåííîãî ïðè-
áëèæåíèÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ (äèíà-
ìè÷åñêè ñòàáèëèçèðîâàííîìó âåðõíåìó èëè
îáû÷íîìó íèæíåìó), ìîæåò îêàçàòüñÿ çàõ-
âà÷åííûì â n-ïåðèîäè÷åñêèé ïðåäåëüíûé
öèêë. Îäèí ïåðèîä òàêèõ íåçàòóõàþùèõ êî-
ëåáàíèé ìàÿòíèêà îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì â
òî÷íîñòè n öèêëàì îñöèëëÿöèé ïîäâåñà. Æå-

ñòêàÿ ñâÿçü ôàç óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà è îñöèëëÿöèé ïîäâåñà («ôàçîâûé
çàõâàò») îáåñïå÷èâàåò ïîñòîÿííóþ «ïîäïèò-
êó» ìàÿòíèêà ýíåðãèåé äëÿ êîìïåíñàöèè ïî-
òåðü íà òðåíèå. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàìûêà-
åòñÿ ïîñëå çàâåðøåíèÿ n ïåðèîäîâ âîçáóæ-
äåíèÿ T. Ïîñêîëüêó ïåðèîä òàêèõ êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà ðàâåí nT, à ÷àñòîòà îñíîâíîé ãàð-
ìîíèêè ñîñòàâëÿåò 1/n îò ÷àñòîòû âîçáóæ-
äåíèÿ, ýòî ÿâëåíèå ìîæíî íàçâàòü ñóáãàðìî-
íè÷åñêèì ðåçîíàíñîì n-ãî ïîðÿäêà.

Ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òàêîãî òèïà
îêîëî äèíàìè÷åñêè ñòàáèëèçèðîâàííîãî ïå-
ðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ áûëè âïåðâûå îïè-
ñàíû â 1995 ãîäó Ä. À÷åñîíîì [2], êîòîðûé
íàçâàë èõ «multiple-nodding oscillations», ÷òî
ìîæíî ïåðåâåñòè êàê «êîëåáàíèÿ ñ íåñêîëü-
êèìè êèâêàìè». Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâà-
íèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äâèæåíèå ìàÿòíèêà ïðè
ýòîì íàïîìèíàåò ñâîåîáðàçíûé òàíåö. Â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè òàêèå êîëåáàíèÿ ñ «ïðèòàí-
öîâûâàíèåì» ìîãóò ïðîèñõîäèòü è îêîëî
íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå è â
îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè îêîëî êàæäîãî èç
äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ äèíàìè÷åñêè ñòàáèëè-
çèðîâàííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ [3]. Ïðè-
ìåð ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå
ñèëû òÿæåñòè, ïåðèîä êîòîðûõ ðàâåí 8 öèê-
ëàì îñöèëëÿöèé ïîäâåñà, ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Íà ðèñ. 2 ââåðõó ñëåâà ïîêàçàíà ïðî-
ñòðàíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ ãðóçà ìàÿòíèêà,
âíèçó ñëåâà � çàìêíóòàÿ ïåòëåîáðàçíàÿ ôà-
çîâàÿ òðàåêòîðèÿ íà ïëîñêîñòè ( ϕϕ &, ). Ñïðà-
âà ïîêàçàíû ãðàôèêè )(tϕ  è )(tϕ&  è èõ ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ, à òàêæå ãðàôè-
êè îñöèëëÿöèé ïîäâåñà. Â ñïåêòðå äîìèíè-
ðóåò îñíîâíàÿ ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé 8ω ,
ïåðèîä êîòîðîé ðàâåí 8 ïåðèîäàì ïîäâåñà. Å¸
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóáãàðìîíèêó îñ-
öèëëÿöèé ïîäâåñà. Èìåííî ýòà ãàðìîíèêà
îïèñûâàåò ïëàâíóþ êîìïîíåíòó )(tψ  ñîñòàâ-
íîãî 8-ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðèáëèæåííûé ïîäõîä ê
îïèñàíèþ ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ, îñíîâàí-
íûé íà ýôôåêòèâíîì ïîòåíöèàëå Utot(ψ ) (ñì.
ðèñ. 1), äàåò ïðîñòîå êà÷åñòâåííîå îáúÿñíå-
íèå òàêîìó íåîáû÷íîìó íà ïåðâûé âçãëÿä è
ïðîòèâîðå÷àùåìó èíòóèöèè ïîâåäåíèþ ìà-
ÿòíèêà. Áîëåå òîãî, äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ðåçîíàíñîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ñ n >> 1 ýòîò
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ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò íåïëîõîå êîëè÷åñòâåí-
íîå ñîãëàñèå. Â ñàìîì äåëå, åñòåñòâåííî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çàõâàò ìàÿòíèêà â ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ ïîðÿäêà n ìîæåò ïðî-
èçîéòè, åñëè ïåðèîä ìåäëåííîãî (ñëàáî çà-
òóõàþùåãî) ñîáñòâåííîãî êîëåáàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ âáëèçè ìèíèìóìà ýôôåêòèâíîãî
ïîòåíöèàëà ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî n ïå-
ðèîäîâ âîçáóæäåíèÿ, òî åñòü êîãäà ÷àñòîòà
âîçáóæäåíèÿ ω  áëèçêà ê öåëîìó êðàòíîìó n
÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ ìåäëåííûõ êîëåáàíèé
ëèáî âáëèçè ïåðåâåðíóòîãî, ëèáî íèæíåãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: upωω n=  èëè

dounωω n= . Â òàêèõ óñëîâèÿõ ìîæåò ïðî-
èçîéòè ñèíõðîíèçàöèÿ (ôàçîâûé çàõâàò) êî-
ëåáàíèé ìàÿòíèêà è îñöèëëÿöèé ïîäâåñà, òàê
÷òî îäèí öèêë ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ áóäåò
â òî÷íîñòè ñîâïàäàòü ñ n ïåðèîäàìè âîçáóæ-
äåíèÿ, è âåñü ïðîöåññ ñòàíåò ñòðîãî ïåðèî-
äè÷åñêèì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âíà÷à-
ëå ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàÿòíèêà ñ âèáðèðóþùèì
ïîäâåñîì â îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè èëè, ÷òî
â ñóùíîñòè òî æå ñàìîå, ïðåäåëüíûé ñëó-
÷àé î÷åíü âûñîêîé ÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ
ω >> 0ω ( ∞→0ωω ). Â ýòîì ïðåäåëüíîì
ñëó÷àå îáà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (îáû÷íîå
è ïåðåâåðíóòîå) ýêâèâàëåíòíû, è îòíîñè-
òåëüíàÿ àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ïîäâåñà

m = la  ñòàíîâèòñÿ åäèíñòâåííûì ôèçè÷åñ-
êèì ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì èñêîìîå
óñëîâèå âîçìîæíîñòè ñóáãàðìîíè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà ïîðÿäêà n. Ïðè 0ω = 0 (òî åñòü â
îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè) ÷àñòîòà ìåäëåí-
íûõ êîëåáàíèé, êàê ñëåäóåò èç (7), ðàâíà

2slow ωω m= . Îòñþäà äëÿ ìèíèìàëüíîãî
(ïîðîãîâîãî) çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé àìï-
ëèòóäû, ïðè êîòîðîì îäèí ïåðèîä ìåäëåí-
íîãî äâèæåíèÿ ñîñòàâëÿåò n öèêëîâ âîçáóæ-
äåíèÿ, ïîëó÷àåì:

nm 22 slow
min ==

ω
ω

. (8)

Äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 8
ïîðÿäêà (ðèñ. 2) n = 8 è (8) äàåò

82min =m  = 0.177. Ýòî çíà÷åíèå äîñòàòî÷-

íî õîðîøî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäå-
ëèðóþùåãî ýêñïåðèìåíòà â ñëó÷àå ìàëûõ
êîëåáàíèé (m = la = 0.173) è ñ ïðåäñêàçà-
íèåì ïîðîãà äàííîé ìîäû â ðàìêàõ áîëåå
òî÷íîé òåîðèè, îñíîâàííîé íà ëèíåàðèçîâàí-
íîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ñèñòåìû
(ñì. óðàâíåíèå (13) íèæå), êîòîðîå ïðè n = 8
äàåò äëÿ îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû òî æå
çíà÷åíèå la = 0.173.

Ìåäëåííûå n-ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
áîëüøîãî ðàçìàõà, êîãäà îòêëîíåíèÿ ìàÿò-
íèêà ïðîñòèðàþòñÿ çà ïðåäåëû ïàðàáîëè÷åñ-

Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèÿ â ïðîñòðàíñòâå, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñ ñå÷åíèÿìè Ïóàíêàðå
è ãðàôèêè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 8-ãî ïîðÿäêà.

Òîíêèìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ãðàôèêè îòäåëüíûõ ãàðìîíèê. Â ñïåêòðå äîìèíèðóåò
îñíîâíàÿ ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé 8ω . Àìïëèòóäû 7-é è 9-é ãàðìîíèê ïî÷òè îäèíàêîâû
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êîé ÷àñòè ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà (ñì.
ðèñ. 1), çàõâàòûâàÿ åãî ïîëîãèå ñêëîíû, óæå
íå áóäóò ãàðìîíè÷åñêèìè è õàðàêòåðèçóþò-
ñÿ óâåëè÷åííûì ïåðèîäîì ïî ñðàâíåíèþ ñ
ìàëûìè êîëåáàíèÿìè âáëèçè äíà ïîòåíöè-
àëüíîé ÿìû. Ïîýòîìó äëÿ íàáëþäåíèÿ áîëü-
øèõ êîëåáàíèé òðåáóþòñÿ çíà÷èòåëüíî áóëü-
øèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé ïîä-
âåñà. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2 êî-
ëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé 80° ïðîèñõîäÿò ïðè

la = 0.265 (ñðàâíèòå ñ ïîðîãîâûì çíà÷åíè-
åì la = 0.173). Çàâèñèìîñòü ðàçìàõà êîëå-
áàíèé îò ïðåâûøåíèÿ íàä ïîðîãîì îáñóæ-
äàåòñÿ íèæå.

Ïðè íàëè÷èè ñèëû òÿæåñòè äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ìèíèìàëüíîé îòíîñèòåëüíîé àìïëè-
òóäû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà, íåîáõîäèìîé äëÿ
âîçáóæäåíèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
n-ãî ïîðÿäêà, íóæíî ïîëîæèòü nωω =downup,

(òî åñòü n öèêëîâ âîçáóæäåíèÿ äîëæíû óê-
ëàäûâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî ïåðèîäà
ìåäëåííûõ êîëåáàíèé). Èñïîëüçóÿ âûðàæå-
íèÿ (7) äëÿ downup,ω , ïîëó÷àåì ïîðîãîâûå çíà-
÷åíèÿ minm  ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íèæíåãî è
ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèé:







=

2

2
0

2min
1

2
ω
ω

m

n
m . (9)

Ìèíèìàëüíàÿ àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé
ïîäâåñà, îáåñïå÷èâàþùàÿ äèíàìè÷åñêóþ
ñòàáèëèçàöèþ ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà,ñîîò-
âåòñòâóåò ïîðîãó âîçáóæäåíèÿ ñóáãàðìîíè-
÷åñêèõ êîëåáàíèé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà è
ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (9) â ïðåäåëü-
íîì ñëó÷àå ∞→n : ωω0min 2=m . Ýòî âû-
ðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì âûøå ïðè-
áëèæåííûì êðèòåðèåì (5) ñòàáèëèçàöèè ïå-
ðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà.

4.  ÑÏÅÊÒÐ  È  ÃÐÀÍÈÖÛ
ÑÓÁÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ  ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

Â óñëîâèÿõ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàí-
ñà n-ãî ïîðÿäêà ìåäëåííàÿ êîìïîíåíòà äâè-
æåíèÿ ìàÿòíèêà ψ (t), êàê õîðîøî âèäíî èç
ðèñ. 2, èìååò ïðàêòè÷åñêè ñèíóñîèäàëüíóþ
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñ ÷àñòîòîé nω :

)sin()( ntAt ωψ = . Ïðè íåáîëüøèõ ïðåâû-
øåíèÿõ àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà íàä

ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì ðàçìàõ êîëåáàíèé ìà-
ÿòíèêà ìàë, ÷òî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü
sin ψ  íà ψ  â âûðàæåíèè (4) äëÿ ìãíîâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ óãëà îòêëîíåíèÿ )(tϕ :

≈−≈ ttlatt ωψψϕ cos)(sin)()()(

ttmt ωψψ cos)()( −≈ , lam = . (10)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñïåêòð n-ïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû ñîñòîèò èç îñ-
íîâíîé ãàðìîíèêè )sin( ntA ω  ñ ÷àñòîòîé

nω  è äâóõ âûñøèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêîâ n � 1
è n + 1 ñ ðàâíûìè àìïëèòóäàìè:

=−= tt
n

mAt
n

At ωωωϕ cos)sin()sin()(

−−+= )
1

sin(
2

)sin( t
n

nmA
t

n
A ωω

)
1

sin(
2

t
n

nmA ω+− . (11)

Òàêîé ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ â ãëàâíîì
ïîäòâåðæäàåòñÿ ãðàôèêàìè íà ðèñ. 2, ïîëó-
÷åííûìè ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì òî÷-
íîãî óðàâíåíèÿ (3). Äîìèíèðóþùàÿ îñíîâ-
íàÿ ãàðìîíèêà ñ ïåðèîäîì nT ( ωπ2=T  �
ïåðèîä âîçáóæäåíèÿ) îïèñûâàåò ìåäëåííóþ
êîìïîíåíòó äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà. Ìîæåò ïî-
êàçàòüñÿ ñòðàííûì, ÷òî ãàðìîíèêà ïîðÿäêà
n ñ ÷àñòîòîé âîçáóæäåíèÿ ω  îòñóòñòâóåò â
ñïåêòðå. Îäíàêî ýòà îñîáåííîñòü ëåãêî
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî áûñòðàÿ êîìïîíåíòà
cosω t âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ )(tϕ  óìíî-
æåííîé íà )()(sin tt ψψ ≈ , òî åñòü èìååò ìåä-
ëåííî èçìåíÿþùóþñÿ àìïëèòóäó, êîòîðàÿ
ìåíÿåò çíàê êàæäûé ðàç, êîãäà ìàÿòíèê ïå-
ðåñåêàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Ýòî çíà÷èò,
÷òî êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé ω  íå ÿâëÿåòñÿ ãàð-
ìîíèêîé )(tϕ , òàê êàê ãàðìîíèêè ïåðèîäè-
÷åñêîé ôóíêöèè äîëæíû èìåòü ïîñòîÿííûå
àìïëèòóäû.

Êîãäà ìàÿòíèê ïåðåñåêàåò ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ, âûñøèå ãàðìîíèêè ïîðÿäêîâ
n � 1 è n + 1 ñêëàäûâàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ôàçàõ è ïî÷òè íå èñêàæàþò ãðàôèê ïëàâ-
íîãî äâèæåíèÿ, îïèñûâàåìîãî îñíîâíîé ãàð-
ìîíèêîé. Â ìîìåíòû ìàêñèìàëüíûõ îòêëî-
íåíèé ìàÿòíèêà ôàçû âûñøèõ ãàðìîíèê ñî-
âïàäàþò, è çäåñü ýòè ãàðìîíèêè âíîñÿò íàè-
áîëüøèå èñêàæåíèÿ â ìåäëåííóþ êîìïîíåí-
òó äâèæåíèÿ.
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Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (11) îáå âûñøèå ãàð-
ìîíèêè â )(tϕ  èìåþò ðàâíûå àìïëèòóäû

2mA . Îäíàêî èç ãðàôèêîâ íà ðèñ. 2 ïðè
áîëüøîì ðàçìàõå êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ìîæ-
íî çàìåòèòü, ÷òî ýòè àìïëèòóäû íåìíîãî ðàç-
ëè÷àþòñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî óëó÷øèòü òåîðå-
òè÷åñêóþ îöåíêó ïîðîãà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ðåçîíàíñîâ (9), ïðåäïîëîæèâ, ÷òî áîëåå òî÷-
íîå ðåøåíèå )(tϕ  óðàâíåíèÿ (3) õàðàêòåðè-
çóåòñÿ àíàëîãè÷íûì ñïåêòðîì, íî ñ íåðàâ-
íûìè àìïëèòóäàìè An�1 è An+1 âûñøèõ ãàð-

ìîíèê (äëÿ n > 2, ñëó÷àé n = 2 áóäåò ðàññìîò-
ðåí îòäåëüíî):

+−−= − )
1

sin()sin()( 11 t
n

n
At

n
At n ωωϕ

)
1

sin(1 t
n

n
An ω++ + . (12)

Â óñëîâèÿõ ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ àìïëèòóäó êîëåáà-
íèé ìàÿòíèêà ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî
ìàëîé, ÷òî ïîçâîëÿåò â òî÷íîì óðàâíåíèè (3)
ïîëîæèòü ϕϕ ≈sin . Â ðåçóëüòàòå (3) ñâîäèò-
ñÿ ê óðàâíåíèþ Ìàòüå:

0)cos(2 2 =−++ ϕωωϕγϕ tmlg&&& ,

( lam = ). (13)

Ïîäñòàâëÿÿ )(tϕ  èç (12) â óðàâíåíèå (13)
ñ  γ = 0 è âûïîëíÿÿ ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäå-
íèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷à-
åì ñèñòåìó ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé äëÿ
àìïëèòóä A1, An�1 è An+1 ãàðìîíèê ïðîáíîé
ôóíêöèè )(tϕ :

0)1(2 1
2

1
2

1
2 =−+− +− nn AmnAmnAkn ,

0]12)1([2 1
2

1
2 =−+−+ −nAnknAmn , (14)

0]12)1([2 1
2

1
2 =−−−+− +nAnknAmn .

Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå
)( 2ωlgk = . Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-

íèé (14) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè
å¸ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Ýòî óñëîâèå
äàåò óðàâíåíèå äëÿ ìèíèìàëüíîãî (ïîðîãî-
âîãî) çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé ïîä-
âåñà mmin, ïðè êîòîðîé ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
n-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, îïèñûâàåìîå
ôóíêöèåé )(tϕ  èç (12). Ðåøàÿ óðàâíåíèå, ïî-
ëó÷àåì:

]1)1([

]1)23()13()1([2
2

22426

4
2
min +−

−+++−−=
kn

knknkkn

n
m

Îòíîñèòåëüíûå àìïëèòóäû âûñøèõ ãàð-
ìîíèê 11 AAn−  è 11 AAn+  äëÿ çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ n ìîæíî íàéòè êàê ðåøåíèÿ îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (14) ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè â íåå mmin èç (15). Âûðàæàåìàÿ
ñîîòíîøåíèåì (15) îòíîñèòåëüíàÿ àìïëè-
òóäà ïîäâåñà  mmin = la  êàê ôóíêöèÿ ïàðà-

ìåòðà )( 2ωlgk =  (êâàäðàòà îáðàòíîé îòíî-
ñèòåëüíîé ÷àñòîòû ïîäâåñà) â óñëîâèÿõ ïî-
ðîãà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ íåñêîëü-
êèõ ïîðÿäêîâ n äàåòñÿ êðèâûìè íà ðèñ. 3.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êîëåáàíèÿì îêîëî
ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ôîðìàëüíî ñîîò-
âåòñòâóþò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ g â óðàâ-
íåíèÿõ (3) è (13), êàê åñëè áû ñèëà òÿãîòå-
íèÿ áûëà íàïðàâëåíà ââåðõ. Ïîýòîìó äëÿ ïå-
ðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà â (15) íóæíî ïîëî-
æèòü 0)( 2 <−= ωlgk . Ïðèáëèæåííûé êðè-
òåðèé (5) äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðå-
âåðíóòîãî ìàÿòíèêà ÷åðåç ýòîò ïàðàìåòð k
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

    k
l

a
m 2min

min −== ,  0
2

<−=
ωl

g
k . (16)

Ðèñ. 3. Îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà ïîäâåñà
lam=  êàê ôóíêöèÿ )( 2ωlgk =  (êâàäðàòà

îáðàòíîé îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ïîäâåñà) â
óñëîâèÿõ ïîðîãà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ

íåñêîëüêèõ ïîðÿäêîâ n. Ãðàíèöå îáëàñòè
äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî

ìàÿòíèêà ñîîòâåòñòâóåò ëåâàÿ êðèâàÿ, îáîçíà-
÷åííàÿ êàê n → ∞ (ñì. ïîäðîáíîñòè â òåêñòå)

.    (15)
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Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî
ìàÿòíèêà ìîæíî ñâÿçàòü ñ óñëîâèåì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé â
îêðåñòíîñòè πϕ ±= , ïîðÿäîê êîòîðûõ n ñòðå-
ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó óëó÷øåííîå
çíà÷åíèå äëÿ mmin ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèáëè-
æåííûì êðèòåðèåì (16) ìîæíî ïîëó÷èòü èç
(15) êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïðè n → ∞:

)1(2min kkm −−= ,  0
2

<−=
ωl

g
k . (17)

Ëåâàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 3 (n → ∞ ), öåëèêîì
ëåæàùàÿ â îáëàñòè k < 0, ñîîòâåòñòâóåò óòî÷-
íåííîìó êðèòåðèþ (17) äèíàìè÷åñêîé ñòàáè-
ëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. Îíà ïîêà-
çûâàåò ìèíèìàëüíóþ (ïîðîãîâóþ) îòíîñè-
òåëüíóþ àìïëèòóäó ïîäâåñà lam minmin =  â
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà )( 2ωlgk −= .
Äðóãèå êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå ïðè k < 0
ïðàâåå ýòîé ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè, ïîêàçû-
âàþò çàâèñèìîñòü îò k ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé
àìïëèòóäû ïîäâåñà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ðåçîíàíñîâ íåñêîëüêèõ ïîðÿäêîâ ïåðåâåðíó-
òîãî ìàÿòíèêà (íà÷èíàÿ ñ n = 6 äî n = 2 ñëå-
âà íàïðàâî).1

Êðèâàÿ ñ n = 2 íà ðèñ. 3 â îáëàñòè k < 0
äàåò âåðõíþþ ãðàíèöó äèíàìè÷åñêîé ñòàáè-
ëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà: êàê áóäåò
ïîêàçàíî íèæå, ïðè ïðåâûøåíèè ýòîé ãðà-
íèöû ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê òåðÿåò óñòîé-
÷èâîñòü è ïåðåõîäèò â ñòàöèîíàðíûé ðåæèì
êîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì 2T (ôëàòòåð-ìîäà).
Ñóáãàðìîíè÷åñêèì ðåçîíàíñàì ðàçíûõ ïî-
ðÿäêîâ ñîîòâåòñòâóþò êðèâûå, çàêëþ÷åííûå
ìåæäó íèæíåé (n → ∞) è âåðõíåé (n = 2) ãðà-
íèöàìè äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè. Âîç-
ìîæíîñòü âîçáóæäåíèÿ òàêèõ êîëåáàíèé íå
âëèÿåò íà êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåð-
íóòîãî ïîëîæåíèÿ, ïîñêîëüêó ìàÿòíèê ìî-
æåò áûòü çàõâà÷åí â n-ïåðèîäè÷åñêèé ïðå-
äåëüíûé öèêë òîëüêî ïðè îïðåäåëåííîì íà-
÷àëüíîì âîçáóæäåíèè: íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
äîëæíî ïðèíàäëåæàòü áàññåéíó ïðèòÿæåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî àòòðàêòîðà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê â êîíöå êîí-
öîâ ïðèõîäèò â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ.

Ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ î÷åíü âûñîêîé ÷à-
ñòîòû âîçáóæäåíèÿ ( ∞→= 0ωωω gl ,

êîãäà ñèëà òÿæåñòè ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæè-
ìîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèëîé èíåðöèè (èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, ñëó÷àþ ìàÿòíèêà â îòñóòñòâèå
ñèëû òÿæåñòè, òî åñòü 00 =ωω ) ñîîòâåò-
ñòâóåò çíà÷åíèå k = 0 . Ýòî òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ êðèâûõ íà ðèñ. 3 ñ âåðòèêàëüíîé m-îñüþ.
Ïðîäîëæåíèÿ ýòèõ êðèâûõ ÷åðåç k = 0 â îá-
ëàñòü ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé 2

0 )( ωω=k
îïèñûâàþò ïåðåõîä ÷åðåç íåâåñîìîñòü îò
«ñèëû òÿãîòåíèÿ», íàïðàâëåííîé ââåðõ, ê
îáû÷íîé ñèòóàöèè, òî åñòü äàþò ïîðîãîâûå
àìïëèòóäû ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ
íåïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. Ñóáãàðìîíè÷åñ-
êèå êîëåáàíèÿ íåêîòîðîãî ïîðÿäêà n (ïðè
n > 2 ) âîçìîæíû ïðè çíà÷åíèÿõ k < 1/n2, òî
åñòü ïðè ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ 0ωω n> . Êðè-
âûå íà ðèñ. 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óìåíüøå-
íèè ïàðàìåòðà k îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
1/n2 ê íóëþ (òî åñòü ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòî-
òû ω  çà ïðåäåëû çíà÷åíèÿ 0ωn , ïðè êîòî-
ðîì âîîáùå ñòàíîâÿòñÿ âîçìîæíûìè ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïîðÿäêà n), ïîðîãî-
âàÿ àìïëèòóäà âîçáóæäåíèÿ n-ïåðèîäè÷åñ-
êèõ êîëåáàíèé áûñòðî âîçðàñòàåò.

Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ðåæèìîâ ìàÿòíè-
êà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì îñëîæíÿåò-
ñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðè-
çóþùèõ ñèñòåìó ( 0ω , ω , a, γ ). Çíà÷èòåëü-
íîå óïðîùåíèå äîñòèãàåòñÿ, åñëè èñêëþ÷èòü
îäèí èç ïàðàìåòðîâ, à èìåííî ñîáñòâåííóþ
÷àñòîòó lg=0ω  ìàëûõ êîëåáàíèé, òî åñòü
ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ ìàÿòíèêà â îòñóòñòâèå
ñèëû òÿæåñòè. Òàêàÿ óïðîùåííàÿ ìîäåëü ïî-
ëåçíà òàêæå äëÿ êà÷åñòâåííîãî îáúÿñíåíèÿ
ïîâåäåíèÿ ìàÿòíèêà â ïîëå òÿæåñòè ïðè âû-
ñîêîé ÷àñòîòå è/èëè áîëüøîé àìïëèòóäå îñ-
öèëëÿöèé ïîäâåñà, êîãäà ñèëà òÿæåñòè èãðà-
åò ðîëü ìàëîé äîáàâêè ê ñèëå èíåðöèè. Ïðî-
èñõîæäåíèå ìíîãèõ ñëîæíûõ äâèæåíèé ìà-
ÿòíèêà, îáñóæäàåìûõ â ýòîé ñòàòüå, íå ñâÿçà-
íî ñ ñèëîé òÿæåñòè, è äëÿ èõ èçó÷åíèÿ ìîæíî
ðàññìîòðåòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé îñöèëëÿöèé
ïîäâåñà â íåâåñîìîñòè, êîòîðûé îïèñûâàåò-
ñÿ óðàâíåíèåì (3) ñ 0ω = 0.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ íà ðèñ. 3 ñ
îñüþ îðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðîãîâûì

1 Êðèâûå íà ðèñ. 3 ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûõ ôîðìóë ïî ñðàâíåíèþ ñ (15), êîòîðûå

ïîëó÷åíû ïðè âêëþ÷åíèè åùå äâóõ âûñîêî÷àñòîòíûõ ãàðìîíèê â ïðîáíóþ ôóíêöèþ )(tϕ .
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óñëîâèÿì â îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè (k = 0),
äàþò, â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (15), ñëå-
äóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ îòíîñèòåëüíîé àìï-
ëèòóäû âîçáóæäåíèÿ:

1

)1(2
22

2

min
+

−=
nn

n
m . (18)

Îòíîñèòåëüíûé âêëàä 11 AAn−  è 11 AAn+
íàèáîëåå âàæíûõ âûñøèõ ãàðìîíèê )(tϕ  â
(12) äàåòñÿ ïðè k = 0 ñëåäóþùèìè âûðàæå-
íèÿìè:

)1(12

1
2

1

1

−+

+=−

nn

n

A

An

,

)1(12

1
2

1

1

++

−=+

nn

n

A

An
.

(19)

Äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé âûñî-
êèõ ïîðÿäêîâ (n >>1) âûðàæåíèå (18) äàåò â
ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè ïðèáëèæåí-
íîå çíà÷åíèå nm 2min ≈ , êîòîðîå áûëî
ïîëó÷åíî âûøå (ñì. (8)) ñ ïîìîùüþ ïðî-
ñòîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ðàçäåëåíèè
áûñòðîãî è ìåäëåííîãî äâèæåíèé, èç óñëî-
âèÿ ñîâïàäåíèÿ n öèêëîâ âîçáóæäåíèÿ ñ îä-
íèì ïåðèîäîì ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ ìàÿò-
íèêà âáëèçè äíà ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèà-
ëà. Îòíîñèòåëüíûå âêëàäû âûñøèõ ãàðìî-
íèê 11 AAn−  è 11 AAn+ , îïðåäåëÿåìûå
ôîðìóëàìè (19), ïðè n >> 1 èìåþò ïî÷òè
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ñòðåìÿùèåñÿ ê

2)2(1 minmn =  â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæå-
íèåì (11), îïèñûâàþùèì n-ïåðèîäè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ êàê ñóïåðïîçèöèþ áûñòðîãî è
ìåäëåííîãî äâèæåíèé.

Äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé n ìû íå âïðàâå
îæèäàòü õîðîøèõ êîëè÷åñòâåííûõ ïðåäñêà-
çàíèé îò ïðîñòîãî ïîäõîäà, èñïîëüçóþùåãî
ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë, ïîòîìó ÷òî ïåðèîä
ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ ðàâåí ëèøü íåñêîëü-
êèì ïåðèîäàì îñöèëëÿöèé ïîäâåñà: «áûñò-
ðàÿ» êîìïîíåíòà â òàêèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåò-
ñÿ íåäîñòàòî÷íî áûñòðîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ õî-
ðîøèõ ðåçóëüòàòîâ ïðè óñðåäíåíèè. Ïðè ìà-
ëûõ n êðèòåðèè (17) è (18) äàþò áîëåå òî÷-
íûå òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ mmin, à âûðàæå-
íèÿ (19) äàþò óëó÷øåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ (íå-
ðàâíûõ) âêëàäîâ âûñøèõ ãàðìîíèê 11 AAn−
è 11 AAn+  â êîëåáàíèÿ ïåðèîäà nT (ïðè

0ω = 0). Òàê, äëÿ n = 8 ôîðìóëà (18)

ä à å ò 173.0)13032(63minmin === lam ,

à (19) äàåò äëÿ àìïëèòóä 7-é è 9-é ãàðìî-

íèê çíà÷åíèÿ 113.0)1307(917 ==AA ,

068.0)1309(719 ==AA . Ýòè òåîðåòè÷åñ-
êèå çíà÷åíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäà-
þò ñ ðåçóëüòàòàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ, îñíîâàííîãî íà ÷èñëåííîì èíòåã-
ðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (3).

Ïðèìåð n-ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ
íå÷åòíûì n = 5 ïðèâåäåí íà ðèñ. 4. Â ñïåêò-
ðå äîìèíèðóåò îñíîâíàÿ ãàðìîíèêà ñ ÷àñòî-
òîé 5ω . Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â )(tϕ  äàþò
4-ÿ è 6-ÿ ãàðìîíèêè.

Ïðè ïðåâûøåíèè ïîðîãà â ñïåêòðå ñóá-
ãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ïîÿâëÿþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå êîìïîíåíòû: îòìåòèì 3-þ
ãàðìîíèêó â ñïåêòðå êîëåáàíèé ñ n = 8 íà
ðèñ. 2 è 2-þ â ñïåêòðå êîëåáàíèé ñ n = 5 íà
ðèñ. 4. Ïðè íàëè÷èè ñèëû òÿæåñòè îáñóæäà-
åìûå çäåñü n-ïåðèîäè÷åñêèå «êèâàþùèå»
êîëåáàíèÿ («multiple-nodding oscillations»)
âîçìîæíû êàê äëÿ ïåðåâåðíóòîãî, òàê è íå-
ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà.

5.  ÑÎÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ
ÑÓÁÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ  ÐÅÇÎÍÀÍÑÎÂ

ÐÀÇÍÛÕ  ÏÎÐßÄÊÎÂ  n

Ïðåäñòàâëåíèå îá ýôôåêòèâíîì ïîòåí-
öèàëå, áóäó÷è ïðèìåíèìûì ê îïèñàíèþ ìåä-
ëåííûõ êîëåáàíèé áîëüøîãî ðàçìàõà, ïîçâî-
ëÿåò îáúÿñíèòü ñîñóùåñòâîâàíèå ñóáãàðìî-
íè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ ïðè
îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû è àìïëè-
òóäû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà. Ïðè îöåíêå óñ-
ëîâèé âîçíèêíîâåíèÿ n-ïåðèîäè÷åñêèõ êî-
ëåáàíèé ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (8) ïðåäïî-
ëàãàëîñü, ÷òî ìåäëåííîå äâèæåíèå ìàÿòíè-
êà â ÿìå ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå, ÷òî
ñïðàâåäëèâî òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî äâèæå-
íèå îãðàíè÷åíî ìàëîé îêðåñòíîñòüþ äíà ïî-
òåíöèàëüíîé ÿìû (ñì. ðèñ. 1). Ïîýòîìó óñ-
ëîâèå (18) äàåò ëèøü íèæíèé ïðåäåë àìï-
ëèòóäû âîçáóæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé âîç-
áóæäåíèþ n-ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé áåñ-
êîíå÷íî ìàëîé àìïëèòóäû. Ìåäëåííûå
n-ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ êîíå÷íîãî ðàç-
ìàõà, êîãäà îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà ïðîñòèðà-
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þòñÿ çà ïðåäåëû ïàðàáîëè÷åñêîé ÷àñòè ýô-
ôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà, çàõâàòûâàÿ åãî ïî-
ëîãèå ñêëîíû, óæå íå áóäóò ãàðìîíè÷åñêè-
ìè è õàðàêòåðèçóþòñÿ óâåëè÷åííûì ïåðèî-
äîì ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàëûìè êîëåáàíèÿìè
âáëèçè äíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû.

Äëÿ êîëåáàíèé áîëüøîãî ðàçìàõà, êàê
âèäíî èç ðèñ. 2, âêëàä òðåòüåé ãàðìîíèêè
ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì. Â ïðèáëèæåííîì ïîä-
õîäå, îñíîâàííîì íà ðàçäåëåíèè áûñòðîãî è
ìåäëåííîãî äâèæåíèé, ýòîò âêëàä îáúÿñíÿ-
åòñÿ îòêëîíåíèåì ôîðìû ýôôåêòèâíîãî ïî-
òåíöèàëà îò ïàðàáîëè÷åñêîé, òî åñòü àíãàð-
ìîíè÷íîñòüþ ìåäëåííûõ êîëåáàíèé áîëü-
øîãî ðàçìàõà. Ýôôåêòèâíîìó ïîòåíöèàëó

)(ψU  ñîîòâåòñòâóåò «ìÿãêàÿ» âîçâðàùàþ-

ùàÿ ñèëà, ïîýòîìó ïåðèîä êîëåáàíèé âîçðà-
ñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì èõ ðàçìàõà. Áëàãîäàðÿ
ýòîé çàâèñèìîñòè ïåðèîäà îò ðàçìàõà îêà-
çûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñîñóùåñòâîâàíèå ñòà-
öèîíàðíûõ n-ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ
ðàçíûìè n ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ àì-
ïëèòóäû è ÷àñòîòû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà. Íà-
ïðèìåð, îäèí öèêë ìåäëåííîãî êîëåáàíèÿ
íåêîòîðîãî ðàçìàõà ìîæåò îõâàòûâàòü 6 ïå-
ðèîäîâ âîçáóæäåíèÿ, à öèêë êîëåáàíèÿ íå-
ñêîëüêî áîëüøåãî ðàçìàõà â òîé æå íåïàðà-

áîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå � 8 ïåðèî-
äîâ âîçáóæäåíèÿ.

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû óñòàíîâèâøèåñÿ êî-
ëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì 6T, ñîñóùåñòâóþùèå ñ
ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 2 êîëåáàíèÿìè ïåðèî-
äà 8T ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñ-
òåìû. Â êàêîé èìåííî èç ýòèõ êîíêóðèðóþ-
ùèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ (àòòðàêòîðîâ)
áóäåò çàõâà÷åí ìàÿòíèê ïîñëå çàâåðøåíèÿ
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé. Ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé,
êîòîðîå â êîíöå êîíöîâ ïðèâîäèò ìàÿòíèê â
îïðåäåëåííûé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, îáðà-
çóåò «áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ» ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî àòòðàêòîðà. Ðåæèìàì íà ðèñ. 2 è 5 ñîîò-
âåòñòâóþò ðàçíûå áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ.

×òîáû îöåíèòü, êàê ðàçìàõ êîëåáàíèé
ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà n
çàâèñèò îò ïðåâûøåíèÿ minaa −  àìïëèòóäû
âîçáóæäåíèÿ a íàä ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì

mina , è êàê âêëàä òðåòüåé ãàðìîíèêè çàâè-
ñèò îò ðàçìàõà êîëåáàíèé, ìîæíî â äèôôå-
ðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (6, îïèñûâàþùåì
ìåäëåííóþ êîìïîíåíòó äâèæåíèÿ, ðàçëî-

æèòü ψsin   è ψ2sin  â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ψ  è

óäåðæàòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà:

Ðèñ. 4. Òðàåêòîðèÿ â ïðîñòðàíñòâå, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñ ñå÷åíèÿìè Ïóàíêàðå
è ãðàôèêè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 5-ãî ïîðÿäêà.

Òîíêèìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ãðàôèêè îòäåëüíûõ ãàðìîíèê. Â ñïåêòðå äîìèíèðóåò îñíîâíàÿ
ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé 5ω . Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â )(tϕ  äàþò 4-ÿ è 6-ÿ ãàðìîíèêè.
Ïðè áîëüøîì ðàçìàõå êîëåáàíèé âêëàä âòîðîé ãàðìîíèêè  2 5ω  òàêæå çàìåòåí
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±−= )
2

1
1(

2

1 2
1

222
updown, Am ωω

)
8

1
1( 2

1
2
0 A−± ω . (22)

Ýòî âûðàæåíèå ïåðåõîäèò â (7) ïðè

01 →A . Ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ
ïîðÿäêà n ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ìåäëåííûõ
êîëåáàíèé downω  èëè apω  â n ðàç ìåíüøå ÷à-
ñòîòû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà ω . Ïðèðàâíèâàÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ, íàõîäèì ïðè-
áëèæåííóþ çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû îñíîâ-
íîé ãàðìîíèêè A1 îò ïðåâûøåíèÿ àìïëèòó-
äû âîçáóæäåíèÿ íàä ïîðîãîì minmm− . Äëÿ
ñëó÷àÿ 00 =ω  (îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè)
ïîëó÷àåì:

≈−= 22
min1 12 mmA

mmmin12 −≈ . (23)

Ïîñëåäíåå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå ñïðà-
âåäëèâî, êîãäà àìïëèòóäà âîçáóæäåíèÿ lam =
ëèøü íåìíîãî ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå, òî åñòü êîãäà ( minmm− ) << minm .

Äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ïî-
ðÿäêîâ n = 8 è n = 6 çàâèñèìîñòü  A1 îò m (23)
ïîêàçàíà ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 6 ñëå-
âà âìåñòå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿ-
ìè A1 (òî÷êè), ïîëó÷åííûìè ïóòåì ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ òî÷-
íîãî óðàâíåíèÿ (3). Åñëè àìïëèòóäà m îñöèë-
ëÿöèé ïîäâåñà áîëüøå, ÷åì minm = 0.226 äëÿ
n = 6, ñòàöèîíàðíûå n-ïåðèîäè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ ñ n = 8 è n = 6 ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü
ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû.

Àìïëèòóäó A3 òðåòüåé ãàðìîíèêè â
óðàâíåíèè (21) ìîæíî îöåíèòü àíàëîãè÷-
íî, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíò ïðè

t13cos ω   ïîñëå ïîäñòàíîâêè ψ  èç (21) â
óðàâíåíèå (20). Óäîáíî ïðåäñòàâèòü A3
êàê ôóíêöèþ àìïëèòóäû A1 ìåäëåííîãî

äâèæåíèÿ: )716(
3

1 2
1

3
13 AAA −= . Ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ãðàôèê ïîêàçàí ñïëîøíîé ëèíè-

Ðèñ. 5. Òðàåêòîðèÿ â ïðîñòðàíñòâå, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñ ñå÷åíèÿìè Ïóàíêàðå
è ãðàôèêè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 6-ãî ïîðÿäêà.

Òîíêèìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ãðàôèêè îòäåëüíûõ ãàðìîíèê. Â ñïåêòðå äîìèíèðóåò
îñíîâíàÿ ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé  6ω . Çàìåòíûé âêëàä â )(tϕ  äàþò 5-ÿ è 7-ÿ ãàðìîíèêè
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åé íà ðèñ. 6 ñïðàâà. Òî÷êàìè ïîêàçàíû ðå-
çóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ
ðåçîíàíñà n = 8.

Òðåíèå âíîñèò íåêîòîðûé ñäâèã ôàç ìåæ-
äó âûíóæäåííûìè îñöèëëÿöèÿìè ïîäâåñà è
ãàðìîíèêàìè óñòàíîâèâøèõñÿ n-ïåðèîäè-
÷åñêèõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Áëàãîäàðÿ ýòî-
ìó ñäâèãó ôàç ìàÿòíèê ïîëó÷àåò ýíåðãèþ,
íåîáõîäèìóþ äëÿ êîìïåíñàöèè ïîòåðü ýíåð-
ãèè èç-çà òðåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûå òðàåêòîðèè ïðÿìîãî è îáðàò-
íîãî äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà íå ñîâïàäàþò è íà-
ðóøàåòñÿ ñèììåòðèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè îò-
íîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, ÷òî çàìåòíî íà ðèñ.
2 è 5 äàæå äëÿ äâèæåíèÿ ïðè î÷åíü ñëàáîì
òðåíèè.

6.  ÂÅÐÕÍßß  ÃÐÀÍÈÖÀ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ   ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ
È  ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ  ÐÅÇÎÍÀÍÑ

Åñëè àìïëèòóäà a ïðèíóäèòåëüíûõ îñ-
öèëëÿöèé ïîäâåñà ïðåâûøàåò îïðåäåëåííîå
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå maxa , äèíàìè÷åñêè
ñòàáèëèçèðîâàííûé ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê
óòðà÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü. Ïîñëå íåáîëüøî-
ãî âîçìóùåíèÿ ìàÿòíèê íå âîçâðàùàåòñÿ â
ïåðåâåðíóòîå ïîëîæåíèå äàæå ïðè ñêîëü
óãîäíî ìàëîì îòêëîíåíèè, à â êîíöå êîíöîâ
îêàçûâàåòñÿ çàõâà÷åííûì â ïðåäåëüíûé
öèêë, ñîâåðøàÿ ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ êî-
íå÷íîãî ðàçìàõà îêîëî ïåðåâåðíóòîãî ïîëî-
æåíèÿ. Ïåðèîä ýòèõ êîëåáàíèé ðàâåí äâóì
ïåðèîäàì âîçáóæäåíèÿ. Ðàçìàõ óñòàíîâèâ-

øèõñÿ êîëåáàíèé ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ïðå-
âûøåíèÿ àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà
íàä ïîðîãîì maxa .

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìà-
ÿòíèêà âïåðâûå îïèñàíà â 1992 ã. Áëýêáåð-
íîì è äð. [4] è ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà îïû-
òå â [5]. Àâòîðû íàçâàëè âîçáóæäàåìûå ïðè
ýòîì êîëåáàíèÿ «ôëàòòåð»-ìîäîé («flutter-
mode»), ÷òî ìîæíî ïåðåâåñòè êàê «ìàøó-
ùèå» èëè «òðåïåùóùèå» êîëåáàíèÿ. Ãðàôè-
êè òàêèõ êîëåáàíèé è õàðàêòåðíàÿ ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ ñ äâóìÿ «âìÿòèíàìè» ïîêàçàíû
íà ðèñ. 7.

Ýòîò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì êîëåáàíèé
ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ìîæíî, ðàçóìååòñÿ,
ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóáãàð-
ìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ, à èìåííî êàê ðåçî-
íàíñ ñ n = 2 . Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ñëó÷àå
ìàëûõ n äâèæåíèå ìàÿòíèêà íåâîçìîæíî
ïðåäñòàâèòü êîððåêòíî â âèäå ñóïåðïîçèöèè
áûñòðîé è ìåäëåííîé ñîñòàâëÿþùèõ. Àìï-
ëèòóäà ïîäâåñà maxa , ïðè êîòîðîé âîçìîæ-
íû òàêèå êîëåáàíèÿ, íå ìàëà ïî ñðàâíåíèþ
ñ äëèíîé ìàÿòíèêà l. Ïîýòîìó äàííûé ðåæèì
êîëåáàíèé îêàçûâàåòñÿ çà ïðåäåëàìè ïðèìå-
íèìîñòè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ, òî åñòü ïðèáëè-
æåíèÿ, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè ýô-
ôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ìàÿòíèêà ñ îñ-
öèëëèðóþùèì ïîäâåñîì. Òàêîé ïîäõîä íå â
ñîñòîÿíèè îáúÿñíèòü êàê äåñòàáèëèçàöèþ
ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà, òàê è ïîòåðþ óñ-
òîé÷èâîñòè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
ïðîèñõîäÿùóþ â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî ðåçîíàíñà (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå àìïëèòó-

Ðèñ. 6. Àìïëèòóäà îñíîâíîé ãàðìîíèêè â ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñàõ ïîðÿäêîâ n = 8 è n = 6
êàê ôóíêöèÿ àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ m = a/l (ñëåâà) è àìïëèòóäà A3 òðåòüåé ãàðìîíèêè

â ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà n = 8 êàê ôóíêöèÿ àìïëèòóäû îñíîâíîé ãàðìîíèêè A1.
Êðèâûå � ïðèáëèæåííàÿ òåîðèÿ (ïîäðîáíîñòè â òåêñòå), òî÷êè � êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå



Ìàÿòíèê ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì (ñóáãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ)
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äà ïîäâåñà ìîæåò áûòü è ìàëîé, íî ÷àñòîòà
åãî îñöèëëÿöèé íåäîñòàòî÷íî âåëèêà äëÿ
ðàçäåëåíèÿ áûñòðîãî è ìåäëåííîãî äâèæå-
íèé).

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå (ñì. ðèñ. 7)
ïîêàçûâàåò î÷åíü ïðîñòîé ñïåêòðàëüíûé
ñîñòàâ ôëàòòåð-êîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì 2T,
ïðîèñõîäÿùèõ ïðè ïðåâûøåíèè âåðõíåé
ãðàíèöû äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè: ýòî
îñíîâíàÿ ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé 2ω , è íå-

áîëüøàÿ ïðèìåñü òðåòüåé ãàðìîíèêè ñ ÷àñ-
òîòîé 23ω . Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûì ñïåêò-
ðîì õàðàêòåðèçóþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ êîëå-
áàíèÿ íåïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà â óñëîâèÿõ
îáû÷íîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (ñì.
ðèñ. 8). Ýòî ñõîäñòâî íå ñëó÷àéíî: îñíîâíîé
ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ íåïåðåâåðíóòî-
ãî ìàÿòíèêà, âîçáóæäàþùèéñÿ ïðè 02ωω ≈ ,
è ôëàòòåð-ìîäà, ðàçðóøàþùàÿ äèíàìè÷åñ-
êóþ óñòîé÷èâîñòü ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà,

Ðèñ. 7. Ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ñ ïåðèîäîì 2T («ôëàòòåð»-ìîäà),
ïðîèñõîäÿùèå ïðè ïðåâûøåíèè âåðõíåé ãðàíèöû äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè.

Ñïåêòð ñîñòîèò èç îñíîâíîé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé 2ω  è òðåòüåé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé 23ω

Ðèñ. 8. Òðàåêòîðèÿ â ïðîñòðàíñòâå, ôàçîâàÿ îðáèòà è ãðàôèêè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà
ñ ïåðèîäîì 2T (ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ). Ñïåêòð ñîñòîèò èç îñíîâíîé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé

2ω  è òðåòüåé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé 23ω , ãðàôèêè êîòîðûõ ïîêàçàíû òîíêèìè ëèíèÿìè
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ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå âåòâè ñòàöèî-
íàðíûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþ-
ùèì ïîäâåñîì, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ ïîðÿä-
êà n = 2. Ïîýòîìó âåðõíÿÿ ãðàíèöà äèíàìè-
÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíè-
êà ìîæåò áûòü íàéäåíà íåïîñðåäñòâåííî èç
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3)
òåì æå ìåòîäîì, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
íàõîæäåíèÿ óñëîâèé ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè îáû÷íîãî ìàÿòíèêà (ñì., íàïðè-
ìåð [6]). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì
(13), ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå äèíàìè÷åñêîé
ñòàáèëèçàöèè àìïëèòóäà êîëåáàíèé áåñêî-
íå÷íî ìàëà. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (13), ñîîòâåòñòâóþùåå èñêîìîé ãðà-
íèöå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçè-
öèè îñíîâíîé ãàðìîíèêè, ÷àñòîòà êîòîðîé

2ω  ðàâíà ïîëîâèíå ÷àñòîòû îñöèëëÿöèé
ïîäâåñà, è òðåòüåé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé

23ω :

)23sin()2sin()( 31 tAtAt ωωϕ += . (24)

Ôàçû ãàðìîíèê â (24) ñîîòâåòñòâóþò îñ-
öèëëÿöèÿì ïîäâåñà â âèäå tatz ωcos)( = .
Ïîäñòàâëÿÿ ïðîáíóþ ôóíêöèþ )(tϕ  èç (24)
â ëèíåàðèçîâàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå (13) ñ 0=γ  è ðàçëàãàÿ ïðîèçâå-
äåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïðè-
õîäèì ê óðàâíåíèþ, â êîòîðîì íóæíî ïðè-

ðàâíÿòü íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè )2sin( tω
è )23sin( tω . Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì
ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ A1 è A3, êîòîðàÿ èìååò íåòðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå, åñëè å¸ îïðåäåëèòåëü ðàâåí
íóëþ. Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê êâàäðàòíîìó
óðàâíåíèþ äëÿ èñêîìîé êðèòè÷åñêîé àìïëè-
òóäû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà maxmax mla = , ðå-
ëåâàíòíûé êîðåíü êîòîðîãî â ñëó÷àå 00 =ω
(îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè èëè ïðåäåëüíî âû-
ñîêàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿöèé ïîäâåñà) ðàâåí

454.04)313(3max =−=m . Ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ýòîìó êîðíþ îòíîøåíèå àìïëèòóä
òðåòüåé è îñíîâíîé ãàðìîíèê ðàâíî

101.06)313(13 =−=AA .
Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîå âû÷èñëåíèå, â

êîòîðîì ó÷èòûâàþòñÿ ãàðìîíèêè ïðîáíîé
ôóíêöèè )(tϕ  âïëîòü äî 7-é, äàåò äëÿ maxm
è 13 AA  çíà÷åíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ ïðèâå-
äåííûìè âûøå (â ïðåäåëàõ ïðèíÿòîé çäåñü
òî÷íîñòè). Ýòè çíà÷åíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþò-
ñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ â îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè ( 00 =ω )
ïðè ìàëûõ óãëîâûõ îòêëîíåíèÿõ ìàÿòíèêà.
Êîãäà àìïëèòóäà âîçáóæäåíèÿ lam =  ïðå-
âûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå 454.0max =m ,
ðàçìàõ êîëåáàíèé ôëàòòåð-ìîäû (àìïëèòó-
äà îñíîâíîé ãàðìîíèêè  A1) ðàñòåò ïðîïîð-
öèîíàëüíî êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ýòîãî ïðå-

âûøåíèÿ:  A1 ~ maxaa − . Òàêàÿ çàâèñè-
ìîñòü ñëåäóåò èç íåëèíåéíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìàÿòíèêà (3), åñëè â
íåì ϕsin  àïïðîêñèìèðîâàòü ðàçëîæåíèåì

63ϕϕ − , è ïîäòâåðæäàåòñÿ êîìïüþòåð-
íûì ìîäåëèðîâàíèåì âïëîòü äî àìïëèòóä
45 ° (ðèñ. 9).

Ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû a îñöèë-
ëÿöèé ïîäâåñà âûøå çíà÷åíèÿ 0.555 l ïðî-
èñõîäèò áèôóðêàöèÿ íàðóøåíèÿ ñèììåò-
ðèè: ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà
â îäíó è äðóãóþ ñòîðîíó ñòàíîâÿòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè, ÷òî ðàçðóøàåò ñèììåòðèþ êîëå-
áàíèé â ïðîñòðàíñòâå è ñèììåòðèþ ôàçî-
âîé òðàåêòîðèè. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷å-
íèè àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà, ïîñ-
ëå äîñòèæåíèÿ çíà÷åíèÿ la  = 0.565, ñèñ-
òåìà ïðåòåðïåâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áè-
ôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà è íàêîíåö, ïðè

Ðèñ. 9. Àìïëèòóäà A1 îñíîâíîé ãàðìîíèêè
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ôëàòòåð-ìîäû

ïðè ïðåâûøåíèè âåðõíåé ãðàíèöû
äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè
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la  = 0.56622  (äëÿ Q = 20), êîëåáàòåëüíîå
äâèæåíèå ìàÿòíèêà ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíî-
ãî õàîòè÷åñêîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ñìå-
íÿåòñÿ îäíîíàïðàâëåííûì âðàùåíèåì ñ ïå-
ðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó âîçáóæäåíèÿ.

Àíàëîãè÷íîå, õîòÿ è áîëåå ñëîæíîå òåî-
ðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ãðàíèö ðåæèìîâ
óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ïðè
íàëè÷èè ñèëû òÿæåñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé (äåñòàáèëèçèðóþ-
ùåé) àìïëèòóäû ïîäâåñà m îò ÷àñòîòû âîç-
áóæäåíèÿ ω . Ýòó çàâèñèìîñòü óäîáíî âû-

ðàçèòü, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòð )( 2ωlgk = :

)4980232117(
4

1 2
max kkkm +−+−= ,

2ωl
g

k = . (25)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíèöà ïîêàçàíà íà
ðèñ. 3 êðèâîé, îáîçíà÷åííîé êàê n = 2. Êðè-
òè÷åñêàÿ àìïëèòóäà âîçáóæäåíèÿ ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ ïðè k → 1/4 (ïðè 02ωω → ). Ýòî
óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðè÷åñêîìó
ðåçîíàíñó ìàÿòíèêà â íèæíåì ïîëîæåíèè:
ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ ïîäâåñà ðåçîíàíñ íà-
áëþäàåòñÿ, êîãäà ÷àñòîòà âîçáóæäåíèÿ âäâîå
áîëüøå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Åñëè ω  ïðå-
âûøàåò 02ω  (òî åñòü åñëè k < 0.25), äëÿ âîç-
íèêíîâåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé àì-
ïëèòóäà âîçáóæäåíèÿ äîëæíà áûòü êîíå÷íîé
äàæå â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.

Êðèâàÿ n = 2 ïåðåñåêàåò îñü îðäèíàò

ïðè 454.04)313(3 =−=m . Ýòîò ñëó÷àé

(k = 0) ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó âûñîêîé ÷àñ-
òîòû âîçáóæäåíèÿ ( ∞→0ωω ) èëè îòñóò-
ñòâèþ ñèëû òÿæåñòè ( 00 =ω ), òàê ÷òî
m = 0.454 äàåò âåðõíèé ïðåäåë óñòîé÷èâî-
ñòè êàæäîãî èç äâóõ äèíàìè÷åñêè ñòàáèëè-
çèðîâàííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ: åñëè m
>  0.454 ïðè g = 0, âîçáóæäàåòñÿ ôëàòòåð-
ìîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Ïðîäîëæåíèå
êðèâîé n = 2 â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà-
÷åíèé )( 2ωlgk =  ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó
îò îáû÷íîé (íàïðàâëåííîé âíèç) ñèëû òÿæå-
ñòè ÷åðåç «íåâåñîìîñòü» ê îòðèöàòåëüíîé
(íàïðàâëåííîé ââåðõ) «ñèëå òÿæåñòè», ÷òî
ýêâèâàëåíòíî ïåðåâåðíóòîìó ìàÿòíèêó â
îáû÷íîì (íàïðàâëåííîì âíèç) ïîëå òÿæåñ-
òè. Òàêèì îáðàçîì, îäíà è òà æå ôîðìóëà (25)
äàåò àìïëèòóäó âîçáóæäåíèÿ êàê ôóíêöèþ

÷àñòîòû ω , ïðè êîòîðîé íèæíåå ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì áëà-
ãîäàðÿ îáû÷íîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçî-
íàíñó, è ïåðåâåðíóòîå (äèíàìè÷åñêè ñòàáè-
ëèçèðîâàííîå) ïîëîæåíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñ-
òîé÷èâûì áëàãîäàðÿ âîçáóæäåíèþ ôëàòòåð-
ìîäû êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Êàê óæå îòìå÷à-
ëîñü, îáà ÿâëåíèÿ ïðèíàäëåæàò îäíîé âåòâè
ðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ìàÿòíèêà, òî åñòü
òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è èìåþò îáùóþ
ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó. Âñå êðèâûå, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñóáãàðìîíè÷åñêèì ðåçîíàíñàì
âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (n > 2), ëåæàò ìåæäó ýòîé
êðèâîé n = 2 è íèæíåé ãðàíèöåé äèíàìè÷åñ-
êîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà
(êðèâàÿ ∞→n  íà ðèñ. 3).

Â äåéñòâèòåëüíîñòè âûðàæåíèå (25) äàåò
îáå ãðàíèöû èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè, îê-
ðóæàþùåãî îñíîâíîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðå-
çîíàíñ, êîòîðûé èìååò ìåñòî ïðè  k = 41 ,
òî åñòü ïðè 02ωω = . Â îáëàñòè  k > 41
( 02ωω < ) âûðàæåíèå (25) äàåò îòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ m, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîòî-
ðûõ lam =  ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíûì
êîëåáàíèÿì íà âòîðîé ãðàíèöå èíòåðâàëà íå-
óñòîé÷èâîñòè (ñïðàâà îò k = 0.25, ñì. ðèñ. 3).
Ýòè êîëåáàíèÿ òîæå ñîäåðæàò äâå ãàðìîíè-
êè ñ ÷àñòîòàìè 2ω  è 23ω , íî èõ ôàçû áó-
äóò èíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ôàçàìè ãàðìî-
íèê â (24) � ýòî ãàðìîíèêè êîñèíóñîèäàëü-
íîãî òèïà (ïðè m > 0). Ïðè îòðèöàòåëüíûõ
m, ÷òî ôèçè÷åñêè îçíà÷àåò ïðîñòî èçìåíå-
íèå ôàçû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà íà ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ, ãàðìîíèêè êîëåáàíèé íà âòîðîé
ãðàíèöå áóäóò, êàê è â (24), ñèíóñîèäàëüíî-
ãî òèïà.

Íà ðèñ. 10 êðèâûå 1 è 2 ïîêàçûâàþò ãðà-
íèöû îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè ( 02ωω ≈ ) êàê ôóíêöèè ÷à-
ñòîòû âîçáóæäåíèÿ 0ωω  (â îòëè÷èå îò áî-
ëåå óäîáíîãî äëÿ çàïèñè ôîðìóë, íî ôèçè-
÷åñêè ìåíåå îñìûñëåííîãî ïàðàìåòðà

2
0

2 )()( ωωω == lgk , èñïîëüçîâàííîãî íà
ðèñ. 3. Êðèòè÷åñêàÿ àìïëèòóäà ïîäâåñà ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà ÷àñòîòà ïðèáëèæàåòñÿ
ê 02ω  ñ ëþáîé ñòîðîíû. Êðèâàÿ 3 ïîêàçû-
âàåò íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ( 0ωω ,  la )
ãðàíèöó îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé-
÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ (äëÿ
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0.520 == γωQ ). Êîãäà ïîäâåñ îñöèëëèðó-
åò ñ ÷àñòîòîé 02ω , íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, åñëè îòíîñè-
òåëüíàÿ àìïëèòóäà ýòèõ îñöèëëÿöèé lam =
ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå Q21 . Êðè-
âàÿ 3 ïî÷òè ñëèâàåòñÿ ñ êðèâûìè 1 è 2, êàê
òîëüêî ÷àñòîòà ω  íåìíîãî îòêëîíÿåòñÿ îò
ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ 02ω  (äåòàëüíîå îá-
ñóæäåíèå ðîëè òðåíèÿ ïðèâåäåíî íèæå). Â
ïðåäåëüíîì ñëó÷àå âûñîêîé ÷àñòîòû ω , êîã-
äà ðîëü ñèëû òÿæåñòè ñòàíîâèòñÿ ïðåíåá-
ðåæèìîé, îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà ïîäâå-
ñà la  ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ 0.454, ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó äåñòàáèëèçàöèè êàæäîãî èç äâóõ
ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ.

Êðèâàÿ 4 íà ðèñ.10 ñîîòâåòñòâóåò äåñòà-
áèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà â ðåçóëü-
òàòå âîçáóæäåíèÿ ôëàòòåð-ìîäû. ×åì íèæå
÷àñòîòà îñöèëëÿöèé ïîäâåñà, òåì áîëüøå
êðèòè÷åñêàÿ àìïëèòóäà, ïðè êîòîðîé âåðõ-
íåå ïîëîæåíèå ìàÿòíèêà ñòàíîâèòñÿ íåóñ-
òîé÷èâûì. Ôàêòè÷åñêè êðèâàÿ 4 âîçáóæäå-
íèÿ ôëàòòåð-ìîäû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
äîëæåíèå (÷åðåç áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå ÷àñ-
òîòû ω ) êðèâîé 2 (èëè êðèâîé 3 â ïðèñóò-
ñòâèè òðåíèÿ), òî åñòü ïðàâîé ãðàíèöû îñ-
íîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Âçà-
èìîñâÿçü ýòèõ ÿâëåíèé ñòàíîâèòñÿ î÷åâèä-

íîé, åñëè ñîïîñòàâèòü êðèâûì 4 è 2 ýêâèâà-
ëåíòíûå èì ÷àñòè åäèíîé êðèâîé n = 2 íà äè-
àãðàììå 3 â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ è ïîëî-
æèòåëüíûõ çíà÷åíèé k ñîîòâåòñòâåííî.

Êðèâàÿ 5 íà äèàãðàììå 10 ïîêàçûâàåò íà
ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ íèæíþþ ãðàíèöó äè-
íàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî
ìàÿòíèêà, çàäàâàåìóþ êðèòåðèåì (17). Òà-
êèì îáðàçîì, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåð-
íóòîãî ìàÿòíèêà çàíèìàåò çàòåíåííóþ ÷àñòü
ýòîé ïëîñêîñòè ìåæäó êðèâûìè 5 è 4.

7.  ÂËÈßÍÈÅ  ÒÐÅÍÈß

Ïðè ìàëûõ è óìåðåííûõ àìïëèòóäàõ îñ-
öèëëÿöèé ïîäâåñà îñíîâíîé ïàðàìåòðè÷åñ-
êèé ðåçîíàíñ ïðîèñõîäèò ïðè ÷àñòîòå âîç-
áóæäåíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî âäâîå ïðåâîñõî-
äÿùåé ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó: 02ωω ≈ . Ïî-
ðîã ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ïðè

02ωω =  ìîæíî ðàññ÷èòàòü, ïðèðàâíèâàÿ
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ñèëîé èíåðöèè çà ïå-
ðèîä óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà,
ýíåðãèè, ðàññåèâàåìîé èç-çà òðåíèÿ. Ïðè
ýòîì äâèæåíèå ïîäâåñà óäîáíî ñ÷èòàòü ïðî-
èñõîäÿùèì ïî çàêîíó tatz ωsin)( −=  âìåñ-
òî (1), âûáðàâ íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè ñî-
îòâåòñòâóþùèì îáðàçîì. Ïðè òàêîì âûáî-
ðå ìàëûå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ â óñ-
ëîâèÿõ ïîðîãà ïðèáëèæåííî îïèñûâàþòñÿ

Ðèñ. 10. Ãðàíèöû ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè: àìïëèòóäà ïîäâåñà
êàê ôóíêöèÿ ÷àñòîòû îñöèëëÿöèé. Êðèâûå 1 è 2 � ãðàíèöû îñíîâíîãî èíòåðâàëà ( 02ωω ≈ )

äëÿ íåïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ; 3 � òî æå ñàìîå ñ òðåíèåì (Q = 5.0);
êðèâûå 4 è 5 � âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà.

Ñïðàâà ïîêàçàíà êðèâàÿ 3 â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå
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êîñèíóñîèäàëüíîé ôóíêöèåé âðåìå-
íè: 2cos)( 1 tCt ωϕ = .

Ìîìåíò ñèëû èíåðöèè ðàâåí ϕsinin lF ,

à ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà dW, ñîâåðøàåìàÿ ýòèì
ìîìåíòîì çà áåñêîíå÷íî ìàëîå âðåìÿ dt
ðàâíà

== dtlFdlF ϕϕϕϕ &sinsin inin

=−= dtt
l

a
I ϕϕωω &sinsin2

dtt
l

a
I ϕϕωω &sin2−= . (26)

Çäåñü I � ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà. Èíòåã-
ðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé

ìàÿòíèêà T = 02 ωπ = ωπ4 , íàõîäèì âëî-

æåíèå ∆E â ïîëíóþ ýíåðãèþ E íà ïðîòÿæå-
íèè äâóõ öèêëîâ îñöèëëÿöèé ïîäâåñà:
∆E = πωω 2)(2

1
2 laCI . Ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ

çà òî æå âðåìÿ îïðåäåëÿåò ðàññåèâàåìóþ
ýíåðãèþ. Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ
çà dt ðàâíà dtI 2)(2 ϕγ &− . Èíòåãðèðóÿ ïî ïå-

ðèîäó êîëåáàíèé, ïîëó÷àåì πωγ 22
12 CI− .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êàê ïîòåðè ýíåðãèè
èç-çà òðåíèÿ, òàê è ïîñòóïëåíèå ýíåðãèè çà
ñ÷åò îñöèëëÿöèé ïîäâåñà ïðîïîðöèîíàëüíû
êâàäðàòó àìïëèòóäû êîëåáàíèé C1. Ïîýòîìó
ïðè ïðåâûøåíèè ïîðîãà ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà òðåíèå íå â ñîñòîÿíèè îãðàíè÷èòü
ðîñò àìïëèòóäû. Ïðèðàâíèâàÿ âëîæåíèå
ýíåðãèè ïîòåðÿì, íàõîäèì γω 2)( =la . Ïî-
ñêîëüêó â óñëîâèÿõ ðåçîíàíñà 02ωω ≈ , ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå âûðàæå-
íèå äëÿ ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé
àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà:

Ql

a
m

2

1

0

thres
thres ===

ω
γ

. (27)

Åñëè àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ïðåâûøàåò
ýòî ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, ïàðàìåòðè÷åñêèé
ðåçîíàíñ âîçìîæåí â íåêîòîðîì èíòåðâàëå
÷àñòîò âîçáóæäåíèÿ ïî îáå ñòîðîíû îò ðåçî-

íàíñíîé ÷àñòîòû 0res 2ωω = . Ïðè çàäàííîé

àìïëèòóäå âîçáóæäåíèÿ ýòîò èíòåðâàë òåì
øèðå, ÷åì ìåíüøå òðåíèå. ×òîáû íàéòè ãðà-
íèöû èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé-
÷èâîñòè â ïðèñóòñòâèè òðåíèÿ, íóæíî âêëþ-
÷èòü ÷ëåí ϕγ &2  â ëèíåàðèçîâàííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìàÿòíèêà (13). Ïðè

ó÷åòå òðåíèÿ ðåøåíèå  )(tϕ  ýòîãî óðàâíå-
íèÿ, â îòëè÷èå îò (24), âêëþ÷àåò êàê ñèíóñî-
èäàëüíûå, òàê è êîñèíóñîèäàëüíûå ÷ëåíû:

++= )23sin()2sin()( 31 tAtAt ωωϕ

)23cos()2cos( 31 tBtB ωω ++ . (28)

Ïîäñòàâëÿÿ  )(tϕ  èç (28) â óðàâíåíèå
(13), ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ïðèáëè-
æåííûõ óðàâíåíèé äëÿ A1, A3, è Â1, Â3. Èñ-
êîìûå ãðàíèöû èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñè-
ñòåìû. Ïîëó÷àþùèåñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ãðà-
íèö îêàçûâàþòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèìè è ïî-
ýòîìó çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ãðàôèê â ñëó÷àå Q = 5 ïîêàçàí êàê êðè-
âàÿ 3 íà äèàãðàììå 10. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óìå-
ðåííîå òðåíèå çàìåòíûì îáðàçîì âëèÿåò íà
ãðàíèöû èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè òîëüêî â íåïîñðåäñòâåííîé îê-
ðåñòíîñòè 02ωω = , òî åñòü ïðè ìàëûõ çíà-
÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû îñöèëëÿ-
öèé ïîäâåñà lam= . Äåòàëüíàÿ ñòðóêòóðà
ãðàíèö èíòåðâàëà â îêðåñòíîñòè 02ωω =  ïî-
êàçàíà òðåìÿ «ÿçûêàìè» íà ðèñ. 10 ñïðàâà
äëÿ çíà÷åíèé Q = 5, Q = 10 è äëÿ îòñóòñòâèÿ
òðåíèÿ ( ∞→Q ). Òîíêèå êðèâûå ïîñòðîåíû
ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå (29), ñïðàâåäëè-

âîé ïðè ìàëûõ lam =  << 1 äëÿ ãðàíèö èí-

òåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè â îêðåñòíîñòè

02ωω = :

   0
222

2,1 )27)2(122( ωω mQm +−±= .

(29)

Åñëè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ëåæàò âíóò-
ðè ýòèõ «ÿçûêîâ», ïîñòóïëåíèå ýíåðãèè çà
ñ÷åò îñöèëëÿöèé ïîäâåñà ïðåâîñõîäèò äèñ-
ñèïàöèþ. Íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, è ìàÿòíèê ïîêè-
äàåò åãî ïðè ìàëåéøåì âîçìóùåíèè. Ïðè
ýòîì ðîñò àìïëèòóäû îãðàíè÷åí íåëèíåéíû-
ìè ýôôåêòàìè. Óâåëè÷åíèå ïåðèîäà ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ïðè áîëüøèõ
àìïëèòóäàõ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óñëîâèÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé ðàñêà÷êè � äâà öèêëà îñöèë-
ëÿöèé ïîäâåñà çà îäèí ïåðèîä ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé � ñ ðîñòîì àìïëèòóäû ìàÿòíèêà
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ïåðåñòàþò âûïîëíÿòüñÿ, è â ðåçóëüòàòå ïîñ-
ëå çàòóõàíèÿ ïåðåõîäíûõ áèåíèé óñòàíàâëè-
âàåòñÿ êîëåáàíèå îãðàíè÷åííîãî ðàçìàõà.

Íî áëàãîäàðÿ òåì æå íåëèíåéíûì ñâîé-
ñòâàì ìàÿòíèêà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòàöèîíàð-
íûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ óãëîâîé
àìïëèòóäîé, ïðèáëèæàþùåéñÿ ê 180°, â ñè-
ñòåìå ñ ìàëûì òðåíèåì âîçìîæíû äàæå ïðè
íåáîëüøîé àìïëèòóäå îñöèëëÿöèé ïîäâåñà.
Ïðèìåð òàêèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé
ïðèâåäåí íà ðèñ. 11. Èç-çà óâåëè÷åíèÿ ñîá-
ñòâåííîãî ïåðèîäà ìàÿòíèêà ïðè áîëüøèõ
àìïëèòóäàõ ñèíõðîíèçàöèÿ åãî êîëåáàíèé ñ
îñöèëëÿöèÿìè ïîäâåñà (ôàçîâûé çàõâàò)
ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè 02ωω < . Äëÿ ýòîãî
ïðè àìïëèòóäå 167° ÷àñòîòà âîçáóæäåíèÿ ω
äîëæíà áûòü âñåãî 0.88 0ω  (ñðàâíèòå ñ óñ-
ëîâèåì ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà

02ωω =  ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ). Ïî õàðàê-
òåðó ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íà
ðèñ. 11 î÷åíü áëèçêè ê íåëèíåéíûì ñîá-
ñòâåííûì íåçàòóõàþùèì êîëåáàíèÿì áîëü-
øîãî ðàçìàõà [7]. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü
ýòî ñõîäñòâî, íà íèæíåì ãðàôèêå òîíêîé ëè-
íèåé ïîêàçàíà äëÿ ñðàâíåíèÿ óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü )(nat tϕ&  ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé òàêî-
ãî æå ðàçìàõà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Êàê âèä-
íî, ïåðèîä íåçàòóõàþùèõ ñîáñòâåííûõ êî-
ëåáàíèé â òî÷íîñòè ðàâåí ïåðèîäó ïàðàìåò-

ðè÷åñêèõ êîëåáàíèé, è ôîðìà ãðàôèêîâ
)(nat tϕ&  è )(tϕ&  ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò. Â ýòîì

ñëó÷àå ðîëü îñöèëëÿöèé ïîäâåñà ñâîäèòñÿ ê
ïîäïèòêå ìàÿòíèêà ýíåðãèåé äëÿ êîìïåíñà-
öèè ïîòåðü íà òðåíèå. Â öåëîì òàêèå ïàðà-
ìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ èìåþò ìíîãî îáùå-
ãî ñ òàê íàçûâàåìîé «ìîäîé çâîíàðÿ» («bell-
ringer mode»), êîòîðóþ ìîæíî íàáëþäàòü
ïðè âîçáóæäåíèè æåñòêîãî ìàÿòíèêà ñèíó-
ñîèäàëüíûì âíåøíèì ìîìåíòîì [8].

8.  ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ  ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîé ÷àñòîòå è ìà-
ëîé àìïëèòóäå îñöèëëÿöèé ïîäâåñà ìíîãèå
çàìå÷àòåëüíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ìà-
ÿòíèêà, â ÷àñòíîñòè äèíàìè÷åñêóþ ñòàáèëè-
çàöèþ ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ, óäàåòñÿ íà-
ãëÿäíî îáúÿñíèòü íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî
Ï.Ë. Êàïèöåé ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ áûñòðûõ è
ìåäëåííûõ äâèæåíèé. Ýòîò ïîäõîä è ñâÿçàí-
íàÿ ñ íèì êîíöåïöèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîòåí-
öèàëà îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè è ïðè èçó÷å-
íèè íåäàâíî îòêðûòûõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ðåçîíàíñîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ïîçâîëÿÿ
îáúÿñíèòü ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû èõ âîçíèê-
íîâåíèÿ è ñîñóùåñòâîâàíèå ðåçîíàíñîâ ðàç-
íûõ ïîðÿäêîâ ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàí-

Ðèñ. 11. Òðàåêòîðèÿ â ïðîñòðàíñòâå, ôàçîâàÿ îðáèòà è ãðàôèêè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà
ïðè 02ωω < . Ñïåêòð ñîñòîèò èç îñíîâíîé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé 2ω  è òðåòüåé ãàðìîíèêè

ñ ÷àñòîòîé 23ω , ãðàôèêè êîòîðûõ ïîêàçàíû òîíêèìè ëèíèÿìè
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Abstract

A simple physical explanation is suggested for parametric resonance caused by constrained
vertical oscillations of the pivot. The phenomenon of dynamic stabilization of the inverted
pendulum whose pivot is constrained to oscillate with a high frequency is considered in detail.
A computer program simulating the physical system aids the analytical investigation of the
subject in a manner that is mutually reinforcing.

Keywords: oscillations, parametric resonance, inverted pendulum, dynamic stabilization,
stability criterium, effective potential.
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íîìó ïðèáëèæåíèþ êîëè÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ
äàåò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòàòü ñïåêòðàëüíûé
ñîñòàâ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ è óñ-
òàíîâèòü ãðàíèöû èõ ñóùåñòâîâàíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.

Óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ðåçîíàíñîâ ñ ÿâëåíèåì ñòàáèëèçàöèè ïåðå-
âåðíóòîãî ìàÿòíèêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
óòî÷íåííûé êðèòåðèé äèíàìè÷åñêîé ñòàáè-
ëèçàöèè (17), ñïðàâåäëèâûé â øèðîêîé îá-
ëàñòè çíà÷åíèé ÷àñòîòû è àìïëèòóäû îñöèë-
ëÿöèé ïîäâåñà, â òîì ÷èñëå è ïðè òåõ çíà÷å-
íèÿõ, ê êîòîðûì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé
íåïðèìåíèì.

Îòîæäåñòâëåíèå ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðå-
çîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îáû÷íûì ïàðà-
ìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì äàåò ôèçè÷åñêîå
îáúÿñíåíèå íåäàâíî îòêðûòîìó ÿâëåíèþ
äåñòàáèëèçàöèè (äèíàìè÷åñêè ñòàáèëèçèðî-

âàííîãî) ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ: ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ àìïëèòóäàõ îñöèëëÿöèé
ïîäâåñà ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê ïåðåõîäèò â
ðåæèì «ôëàòòåð»-ìîäû êîëåáàíèé ñ ïåðèî-
äîì 2T. Ýòî ÿâëåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî
ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Óñòàíîâëåííàÿ
çäåñü ïðèíàäëåæíîñòü îñíîâíîãî ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà è «ôëàòòåð»-ìîäû ê îä-
íîé è òîé æå âåòâè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáà-
íèé ìàÿòíèêà ïîçâîëÿåò íàéòè êðèòåðèé ïî-
òåðè óñòîé÷èâîñòè (25) äëÿ äèíàìè÷åñêè
ñòàáèëèçèðîâàííîãî âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ òåì æå ìåòîäîì, ÷òî è äëÿ íèæ-
íåãî ïîëîæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ
ðàñ÷åòîâ ãðàíèö ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòî-
ãî ìàÿòíèêà ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàþòñÿ
êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì.


