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1 Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ
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2 Â äàëüíåéøåì îáùåïðèíÿòàÿ òåðìèíîëîãèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ âåñüìà âîëüíî, èáî ýòî íå âåäåò ê íåäîðà-
çóìåíèÿì è ñîêðàùàåò èçëîæåíèå.

Ñèìïëèöèàëüíûå ïîäðàçäåëåíèÿ (ðàç-
áèåíèå íà ñèìïëåêñû) øèðîêî èñïîëüçó-
þòñÿ â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ),
êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âñòðå÷àþùèõñÿ íà
ïðàêòèêå (ñì. [1, 2]). Ïðè ðåøåíèè ýòèõ
çàäà÷ òðåáóåòñÿ ïîäðàçäåëèòü çàäàííóþ
îáëàñòü íà ñèìïëåêñû òàê, ÷òîáû óãëû
ìåæäó èõ ðåáðàìè áûëè îãðàíè÷åíû ñíè-
çó íåêîòîðûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, íå
çàâèñÿùèì îò ìåëêîñòè ïîäðàçäåëåíèÿ.
Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû, èñïîëüçóþ-
ùèå ñèìïëèöèàëüíûå ïîäðàçäåëåíèÿ Äå-
ëîíå (ñì. [3, 4, 5]). Â ðàáîòàõ [6, 7] ïîñò-
ðîåíû ñòðóêòóðèðîâàííûå (ãåêñàýäðàëü-
íûå) ñåòêè â òð¸õìåðíûõ îáëàñòÿõ ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäîâ îòîáðàæåíèé, ó÷èòûâàþ-
ùèõ ôîðìó ÿ÷ååê.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïðåäëîæèòü íî-
âûå âàðèàíòû èçìåëü÷åíèÿ ñèìïëèöèàëü-
íîãî ïîäðàçäåëåíèÿ âáëèçè ãðàíèöû îá-
ëàñòè ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà íåâûðîæ-
äåííîñòè. Çäåñü äà¸òñÿ îïèñàíèå àëãîðèò-
ìîâ ñèìïëèöèàëüíîãî òîïîëîãè÷åñêè ïðà-
âèëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà

ïðè èçìåëü÷åíèè ñèìïëåêñîâ ñ ïðèáëèæå-
íèåì ê îäíîìó èç åãî îñíîâàíèé, ïðè ýòîì
óãëû ñèìïëåêñîâ ñîäåðæàòñÿ â èíòåðâàëå
(ε, π � ε), ãäå ÷èñëî ε ∈ (0, π / 4) ôèêñèðî-
âàíî. Ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçäåëåíèå íà-
çûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ïðàâèëüíûì, åñëè
åãî âåðøèíû íå ëåæàò âíóòðè ðåáåð èëè
âíóòðè ãðàíåé ïîäðàçäåëåíèÿ2. Îñîáåí-
íîñòü ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ â òîì, ÷òî
ðåçóëüòèðóþùåå ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçäå-
ëåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî íåêîìïàêòíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå
(ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî ñèìïëåêñîâ; òàêèì îá-
ðàçîì, ïîëó÷àåìûé ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ áåñêîíå÷åí. Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåà-
ëèçàöèè àëãîðèòìîâ êðèòåðèåì îñòàíîâêè
ïðîöåññà èçìåëü÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ òà èëè èíàÿ
îöåíêà òðåáóåìîé òî÷íîñòè (ïðè àïïðîê-
ñèìàöèè ãðàíèöû îáëàñòè, ïðè àïïðîêñè-
ìàöèè ôóíêöèè, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìå-
òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ò. ä.); êðèòå-
ðèé îñòàíîâêè ïðîöåññà â äàííîé ðàáîòå
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íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå íåâûðîæäåííîãî òîïîëîãè÷åñêè ïðàâèëü-
íîãî (èçìåëü÷àþùåãîñÿ ê ãðàíèöå) ñèìïëèöèàëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ïîãðàíè÷íîé ïîëî-
ñû â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíîé îáëàñòè ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ïðîèçâîäèòñÿ ãëàä-
êèì îòîáðàæåíèåì îïèñûâàåìîãî çäåñü ñèìïëèöèàëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïîñêîëüêó ïîëó÷àåìîå â ðåçóëüòàòå êðèâîëèíåéíîå ñèìïëèöè-
àëüíîå ïîäðàçäåëåíèå íåóäîáíî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ (äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, äëÿ àïïðîêñèìàöèè, äëÿ èíòåðïîëÿöèè è ò. ä.), òî óïîìÿíóòîå êðèâîëèíåéíîå
ïîäðàçäåëåíèå îïðåäåëåííîé ìîäèôèêàöèåé çàìåíÿåòñÿ íà òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íîå ïðÿìîëèíåéíîå ïîäðàçäåëåíèå; óêàçàííûå ïîñòðîåíèÿ â ñëó÷àå ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû
äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíîé îáëàñòè ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé áóäóò äàíû â äðóãîì ìåñòå.

1. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÕ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä

}0,0,),,{( ** zzyySxSzyx ≤<≤≤<≤−=Π (1.1)

è äàäèì îïèñàíèå àëãîðèòìà åãî ñèìïëèöèàëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ñ èçìåëü÷åíèåì ñèì-
ïëåêñîâ âäîëü z; çäåñü S, y*, z* � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Â äàííîé ðàáîòå ïàðàëëåëåïèïåä áóäåì íàçûâàòü ïîëîñîé (ýòî îòíîñèòñÿ ê ïàðàë-
ëåëåïèïåäó Π  è ê äðóãèì ïàðàëëåëåïèïåäàì, âñòðå÷àþùèìñÿ â äàëüíåéøåì).

Ââåäåì ïëîñêèå ñëîè (ïðÿìîóãîëüíèêè)

}2,0,),,{( **
i

i zzyySxSzyx =<<<≤−=Λ ,

ðàçáèâàþùèå ïîëîñó Π  íà ÷àñòè (i = 0, 1, ...):

}22,0,),,{( *
1

**
ii

i zzzyySxSzyx <<<<<≤−=Π +

Ó ïîëîñû iΠ  áóäåì ðàçëè÷àòü âåðõíåå îñíîâàíèå � ñëîé iΛ  è íèæíåå îñíîâàíèå �
ñëîé 1+Λ i .

Îïèøåì ïðåäâàðèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ ïîëîñû ∏0 (äëÿ îñòàëüíûõ ïîëîñ ïîñòðîå-
íèå àíàëîãè÷íî).

Ðàçîáü¸ì ñëîé 0Λ  íà òðåóãîëüíèêè â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì
(A) Âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ ëåæàò òîëüêî íà ïðÿìûõ

},,),,{( **

def1
0 zzyySxSzyx ==<≤−=λ   è  },0,),,{( *

def2
0 zzySxSzyx ==<≤−=λ

(â ýòîì ñëó÷àå ó êàæäîãî òðåóãîëüíèêà äâå âåðøèíû ëåæàò íà îäíîé èç óïîìÿíóòûõ
ïðÿìûõ, à îäíà âåðøèíà � íà äðóãîé, ñì. ðèñ. 1).

Òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ äâå âåðøèíû ëåæàò íà ïðÿìîé 1
0λ , íàçîâåì íå÷åòíûìè

òðåóãîëüíèêàìè òðèàíãóëèðîâàííîãî
ñëîÿ 0Λ , à îñòàëüíûå òðåóãîëüíèêè (òî
åñòü òðåóãîëüíèêè ñ îäíîé âåðøèíîé
íà 1

0λ ) � ÷åòíûìè òðåóãîëüíèêàìè ýòî-
ãî ñëîÿ. Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøè-
íû, ëåæàùèå íà ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ, íà-
çîâåì âíóòðåííèìè, à îñòàëüíûå � âíå-
øíèìè îòðåçêàìè ñëîÿ 0Λ .

 Ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ (A), ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ê ÷åòíûì òðåóãîëüíèêàì ïî âíóò-
ðåííèì îòðåçêàì ïðèìûêàþò íå÷åòíûå
òðåóãîëüíèêè, à ê íå÷åòíûì ïî âíóò-
ðåííèì îòðåçêàì ïðèìûêàþò ÷åòíûå
òðåóãîëüíèêè,

Ðèñ. 1. Ôðàãìåíò ñèìïëèöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ
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2) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëîå èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó, îäèí
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, à äðóãîé � íå÷åòíûì,

3) ÷åòíûå è íå÷åòíûå òðåóãîëüíèêè ÷åðåäóþòñÿ.
Ñïðîåöèðóåì âåðøèíû ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ íà ñëåäóþùèé ñëîé 1Λ  ïàðàë-

ëåëüíî z. Ñîåäèíèì âåðøèíû è èõ ïðîåêöèè; â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàçáèåíèå ïîëîñû

0Π  íà ïðÿìûå òðåóãîëüíûå ïðèçìû, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè (x, y),
à îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû îñè z. Ñ ïîëîñîé 0Π  ñâÿæåì êîìïëåêñ 0Π , ñîñòîÿùèé èç
ïðÿìûõ òðåóãîëüíûõ ïðèçì, îïèñàíûõ âûøå.

Òðåóãîëüíûå ïðèçìû, îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûå òðåóãîëüíèêè, íà-
çîâ¸ì íå÷åòíûìè òðåóãîëüíûìè ïðèçìàìè êîìïëåêñà 0Π , à ïðèçìû ñ ÷åòíûìè òðåó-
ãîëüíèêàìè â îñíîâàíèè � ÷åòíûìè òðåóãîëüíûìè ïðèçìàìè ýòîãî êîìïëåêñà. Íåòðóä-
íî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ê ÷åòíûì òðåóãîëüíûì ïðèçìàì ïî âíóòðåííèì ãðàíÿì ïðèìûêàþò íå÷åòíûå
òðåóãîëüíûå ïðèçìû, à ê íå÷åòíûì ïî âíóòðåííèì ãðàíÿì ïðèìûêàþò ÷åòíûå òðåóãîëü-
íûå ïðèçìû,

2) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëîå èç äâóõ òðåóãîëüíûõ ïðèçì, èìåþùèõ îáùóþ ãðàíü,
îäíà ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, à äðóãàÿ � íå÷åòíîé,

3) ÷åòíûå è íå÷åòíûå òðåóãîëüíûå ïðèçìû ÷åðåäóþòñÿ.
Äàëüøå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ñèìïëèöèàëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ óïîìÿíóòîãî âûøå

êîìïëåêñà, â êîòîðîì êàæäàÿ èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèçì ðàçáèâàåòñÿ íà ñèìïëåê-
ñû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçäåëåíèå áûëî òîïîëîãè-
÷åñêè ïðàâèëüíûì.

2. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß È ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü a è b � ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R3;
÷åðåç (a, b) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê (èñêëþ÷àÿ åãî êîíöû), ñîåäèíÿ-
þùèé òî÷êè a è b. Ðàññìîòðèì â R3 åùå òî÷êó c, íå ëåæàùóþ íà îäíîé ïðÿìîé ñ
òî÷êàìè a è b; ÷åðåç (a, b, c) îáîçíà÷èì (îòêðûòûé â òîïîëîãèè äâóìåðíîé åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè) ïðÿìîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè a, b è c (òàêèì îáðàçîì, (a, b, c) �
óïîìÿíóòûé âûøå òðåóãîëüíèê ñ èñêëþ÷åíèåì ãðàíèöû). Íàêîíåö, åñëè òî÷êà d ∈ R3

íå ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè ñ òî÷êàìè a, b è c, òî ÷åðåç (a, b, c, d) îáîçíà÷àåòñÿ
îòêðûòûé â R3 ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè a, b, c è d. Ïîëó÷åííûå îáúåêòû a, (a, b) è
(a, b, c) èíîãäà íàçûâàþò íóëüìåðíûì, îäíîìåðíûì è äâóìåðíûì ñèìïëåêñàìè ñîîò-
âåòñòâåííî. Â äàëüíåéøåì îðèåíòàöèÿ ñèìïëåêñîâ íå èñïîëüçóåòñÿ, òàê ÷òî âåðøèíû â
ñêîáêàõ ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè.

2.1. ÏÎÄÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÀ

Îáîçíà÷èì âåðøèíû òðåóãîëüíèêà d′, d ′′ , d ′′′ ; òîãäà, ñîãëàñíî ââåäåííûì îáîçíà÷å-
íèÿì, òðåóãîëüíèê ñ ýòèìè âåðøèíàìè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ( d′ , d ′′ , d ′′′ ). Ñ÷èòàÿ, ÷òî
íà êàæäîé ñòîðîíå ýòîãî òðåóãîëüíèêà âûáðàíà îäíà òî÷êà, à èìåííî d ′,′′ ∈ (d ′, d ′′ ),
d ′′,′′′ ∈ ( d ′′ , d ′′′ ), d ′,′′′ ∈ ( d′, d ′′′ ), è ñîåäèíÿÿ óïîìÿíóòûå òî÷êè îòðåçêàìè, ïîëó÷èì
ðàçáèåíèå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà (d ′, d′,′′, d′,′′′),
(d′,′′, d ′′, d′′,′′′), (d′,′′′, d′′,′′′, d ′′′), (d ′,′′, d′′,′′′, d′,′′′); ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâèì â
âèäå îòîáðàæåíèÿ ñòðîêè ( d′ , d ′′ , d ′′′ ) â òàáëèöó ðàçìåðîì 4 × 3 (êàæäàÿ ñòðîêà ïîñ-
ëåäíåé ïðåäñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèé òðåóãîëüíèê ðàçáèåíèÿ):

  (d ′, d′,′′, d′,′′′)
 (d′,′′, d ′′, d′′,′′′)
 (d′,′′′, d′′,′′′, d ′′′)   . (2.1)
(d ′,′′, d ′′,′′′, d ′,′′′)

⇒′′′′′′ ),,( ddd
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   Â ýòîé òàáëèöå ìîæíî ìåíÿòü ñòðîêè ìåñòàìè, à òàêæå ïåðåñòàâëÿòü ýëåìåíòû âíóòðè
êàæäîé ñòðîêè.

2.2. ÏÎÄÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ ÍÅ×ÅÒÍÎÉ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÎÉ ÏÐÈÇÌÛ

Ïóñòü ),,( uuu ′′′′′′  è ),,( ddd ′′′′′′  � îñíîâàíèÿ «íå÷åòíîé» òðåóãîëüíîé ïðèçìû ñ ðåá-
ðàìè ),( du ′′ , ),( du ′′′′ , ),( du ′′′′′′ ; åå îáîçíà÷èì









′′′
′′′

′′
′′

′
′

d

u

d

u

d

u
. (2.2)

Êâàäðàòíûå ñêîáêè â ýòîé òàáëèöå îçíà÷àþò, ÷òî çäåñü ìîæíî ìåíÿòü ñòîëáöû è
ñòðîêè, íî ïðîèçâîëüíî ìåíÿòü ýëåìåíòû â ñòðîêàõ íåëüçÿ (èáî ñòîëáöû îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþò «áîêîâûå» ðåáðà ïðèçìû). Ïîäðàçäåëåíèå ýòîé ïðèçìû íà ñèìïëåêñû ïîëó-
÷àåòñÿ ñîåäèíåíèåì âåðøèíû d′  ñ âåðøèíîé u ′′ , âåðøèíû d′  ñ âåðøèíîé u ′′′  è âåðøè-
íû d ′′′  ñ âåðøèíîé u ′′ ; â ðåçóëüòàòå îáðàçóþòñÿ ñèìïëåêñû ),,,( duuu ′′′′′′′ , ),,,( uddd ′′′′′′′′ ,

),,,( uudd ′′′′′′′′′ . Òàêèì îáðàçîì, ïîäðàçäåëåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå îòîáðàæåíèÿ

),,,(

),,,(

),,,(

uudd

uddd

duuu

d

u

d

u

d

u

′′′′′′′′′
′′′′′′′′
′′′′′′′

⇒







′′′
′′′

′′
′′

′
′

.

Ãðàíü ),,( ddd ′′′′′′  ñèìïëåêñà ),,,( uddd ′′′′′′′′  ïîäðàçäåëèì ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.1);
äîáàâëÿÿ ðåáðà (d ′,′′, u′′), (d ′,′′′, u′′), (d ′′,′′′, u′′), ïîëó÷èì ïîäðàçäåëåíèå ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ñèìïëåêñà íà ÷åòûðå ñèìïëåêñà ñ îáùåé âåðøèíîé u′′, òî åñòü

 ( d ′, d ′,′′, d ′,′′′, u′′)
 (d ′,′′, d ′′, d ′′,′′′, u′′)
 (d ′,′′′, d ′′,′′′, d ′′′, u′′)
 (d ′,′′, d ′′,′′′, d ′,′′′, u′′)

Äëÿ òîïîëîãè÷åñêè ïðàâèëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ äîáàâèì åù¸ ðåáðî (d ′,′′′, u′′′). Òà-
êèì îáðàçîì, ïðèçìà (2.2) ïîëó÷èò ñëåäóþùåå ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçäåëåíèå (ñì.
ðèñ. 1)

 ( u′, u ′′, u′′′, d ′)
 ( d ′, d ′,′′, d ′,′′′, u′′)
 (d ′,′′, d ′′, d ′′,′′′, u′′)
 (d ′,′′′, d ′′,′′′, d ′′′, u′′) (2.3)
 (d ′,′′, d ′′,′′′, d ′,′′′, u′′)
 ( d ′, d ′,′′′, u′′, u′′′)
 (d ′′′, d ′,′′′, u′′, u′′′)

2.3. ÏÎÄÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ ×ÅÒÍÎÉ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÎÉ ÏÐÈÇÌÛ

Ðàññìîòðèì ïðèçìó

 










′′′′
′′′′

IV

IV

ddd

uuu
. (2.4)

 Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ïðèçìà èìååò îáùóþ (÷åòûðåõóãîëüíóþ) ãðàíü ñ ïðèçìîé (2.2).
Ñîåäèíÿÿ âåðøèíó d′  ñ âåðøèíîé u ′′′ , âåðøèíó IVd  ñ âåðøèíîé u′  è âåðøèíó

IVd  ñ âåðøèíîé u ′′′ , ïîëó÷èì ïîäðàçäåëåíèå ýòîé ïðèçìû íà ñèìïëåêñû; â ðåçóëüòàòå
èìååì îòîáðàæåíèå

),,,(

),,,(

),,,(

uudd

uddd

duuu

ddd

uuu

IV
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IVIV

IV

IV

′′′′′
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⇒


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′′′′
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.

⇒′′′′′′′′ ),,,( uddd .

⇒

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

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u

d

u

d

u
.



27

Àëãîðèòìû íåâûðîæäåííîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ñ èçìåëü÷åíèåì âáëèçè ãðàíèöû

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

Ãðàíü ),,( IVddd ′′′′  ñèìïëåêñà ),,,( uddd IV ′′′′′′′  ïîäðàçäåëèì àíàëîãè÷íî ïîäðàç-
äåëåíèþ (2.1); â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

 ( d ′, d′,IV, d ′,′′′ )
 (d′,IV, dIV, d IV,′′′)
 (d ′,′′′, dIV,′′′, d ′′′  )
 (d′,IV, dIV,′′′, d ′,′′′)

ãäå d ′,′′′ èìååò ïðåæíèé ñìûñë, à òî÷êè d ′,IV, d IV,′′′ ëåæàò íà ðåáðàõ ),( IVdd′ , ),( IVdd ′′′
ñîîòâåòñòâåííî. Äîáàâëÿÿ ðåáðà (d ′,IV, u′′′), (d ′,′′′, u′′′), (d IV,′′′, u′′′), ïîëó÷èì ïîäðàçäå-

ëåíèå äàííîãî ñèìïëåêñà íà ÷åòûðå ñèìïëåêñà ñ îáùåé âåðøèíîé u ′′′ . Äëÿ òîïîëîãè-
÷åñêè ïðàâèëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ äîáàâèì åù¸ ðåáðî (d ′,IV, u′). Òàêèì îáðàçîì, ïðè-
çìà (2.4) ïîëó÷èò ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçäåëåíèå (ñì. ðèñ. 1)

 ( u′, uIV, u′′′, d IV)
 ( d ′, d′,IV, d ′,′′′, u′′′)
 (d′,IV, dIV, dIV,′′′, u′′′)
 (d ′,′′′, dIV,′′′, d ′′′, u′′′) (2.5)
 (d′,IV, dIV,′′′, d ′,′′′, u′′′)
 ( d ′, d′,IV, u′, u′′′)
 ( dIV, d′,IV, u′, u′′′)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîäðàçäåëåíèÿ (2.3) è (2.5) ïðèçì (2.2) è (2.4) ñîãëàñîâàíû,

èáî èõ îáùàÿ ãðàíü 







′′′′
′′′′

dd

uu
 â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå ïîëó÷àåò îäíî è òî æå ïîäðàç-

äåëåíèå:

( u′, d ′, u′′′)
( d′, d ′,′′′, u′′′)
( d ′,′′′, d ′′′, u′′′)

3. ÑÈÌÏËÈÖÈÀËÜÍÎÅ ÏÎÄÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ ÏÎËÎÑÛ

Äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðèè (ïðÿìîëèíåéíîé) òðèàíãóëÿöèè íåêîòîðîé ïëîñêîé ìíî-
ãîóãîëüíîé îáëàñòè â ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) äîñòàòî÷íî èìåòü êîîðäèíàòû
âåðøèí, à òàêæå óêàçàòü ïåðå÷åíü âåðøèí, èíöèäåíòíûõ êàæäîìó òðåóãîëüíèêó òðèàí-
ãóëÿöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè ïåðåíóìåðîâàíû íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè 1, 2, ..., NV ; ïóñòü ïåðåíóìåðîâàíû òàêæå òðåóãîëüíèêè íàòóðàëüíûìè ÷èñëà-
ìè 1, 2, ..., NÒ .

Çàäàäèì òðèàíãóëÿöèþ â ïëîñêîñòè (x, y) äâóìÿ ïðÿìîóãîëüíûìè òàáëèöàìè:
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def

TTT
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V

vvv

vvv
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T
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′′′′′′

=
,

çäåñü xi è yi � êîîðäèíàòû i-îé âåðøèíû, à jv′ , jv ′′  è jv ′′′  � íîìåðà âåðøèí j-ãî

òðåóãîëüíèêà (i = 1, 2, ..., NV , j = 1, 2, ..., NÒ ).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðèè (ïðÿìîëèíåéíîãî) ñèìïëèöèàëüíî-

ãî êîìïëåêñà â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (x, y, z) áóäåì èñïîëüçîâàòü òàá-
ëèöû

ddd

uuu
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IV

⇒

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
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ãäå xi ,  yi è zi � êîîðäèíàòû i-îé âåðøèíû, à  jv′ , jv ′′ , jv ′′′  è IV
jv  � íîìåðà âåðøèí j-ãî

ñèìïëåêñà (i = 1, 2, ..., VN̂ , j = 1, 2, ..., SN̂ ).
Îïèøåì øàã àëãîðèòìà, ñîñòîÿùèé â ïîñòðîåíèè ñèìïëèöèàëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ

î÷åðåäíîé ïîëîñû; ïðè ýòîì îò êðóïíîé òðèàíãóëÿöèè âåðõíåãî ñëîÿ ïðîèñõîäèò ïå-
ðåõîä ê ìåëêîé òðèàíãóëÿöèè íèæíåãî ñëîÿ ýòîé ïîëîñû.

Ïóñòü äàíà òðèàíãóëÿöèÿ s-ãî ñëîÿ z= z* / 2s:
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= . (3.1)

3.1. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÊÎÌÏËÅÊÑÀ ÈÇ ÏÐÈÇÌ

Ñïðîåêòèðóåì òðèàíãóëÿöèþ (3.1) íà ïëîñêîñòü z= z* / 2s+1 ïàðàëëåëüíî îñè z; ïóñòü

j ∈ {1, 2, ..., T
s
N }, à òðåóãîëüíèê ),,(

s

j

s

j

s

j ddd ′′′′′′  ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîåêòèðîâàíèÿ

òðåóãîëüíèêà ),,(
s

j

s

j

s

j uuu ′′′′′′ .

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ 1
sΠ , ñîñòîÿùèé èç òðåóãîëüíûõ ïðèçì
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, j = 1, 2, ..., T

s
N .

3.2. ÑÈÌÏËÈÖÈÀËÜÍÛÅ ÏÎÄÐÀÇÄÅËÅÍÈß ÏÐÈÇÌ

Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðèçìà 
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 íå÷åòíàÿ, òî åå ñèìïëèöèàëüíîå ïîä-

ðàçäåëåíèå ïîëó÷èì ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.3); â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ
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ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

ãäå 
s
d j′

,′′ ∈ (
s

jd′ , 
s

jd ′′ ), 
s
d j′

,′′′ ∈ (
s

jd′ , 
s

jd ′′′ ), 
s
d j′′

,′′′ ∈ (
s

jd ′′ , 
s

jd ′′′ ). Åñëè æå ýòà ïðèçìà � ÷åòíàÿ,

òî äëÿ íåå ïîëó÷àåì ïîäðàçäåëåíèå ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (2.5); ñîîòâåòñòâóþùåå ñî-
îòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî (äëÿ êðàòêîñòè åãî íå âûïèñûâàåì).

3.3. ÑÈÌÏËÈÖÈÀËÜÍÛÅ ÏÎÄÐÀÇÄÅËÅÍÈß ÏÎËÎÑÛ

Ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçäåëåíèå ïîëîñû ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñèìïëèöèàëüíûõ
ïîäðàçäåëåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèçì. Ïîñêîëüêó ïîñòðîåííûå ñèìïëèöèàëüíûå ïîä-
ðàçäåëåíèÿ ïðèçì ñîãëàñîâàíû (ñì. ïóíêò 2), òî îáúåäèíåíèå ýòèõ ïîäðàçäåëåíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâèëüíîå ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçäåëåíèå ïîëîñû. Ïðè ýòîì òàáëèöà

VŜ  ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì òàáëèö, ñòîÿùèõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé, ïîäîá-
íûõ ñîîòíîøåíèþ (3.2) äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ïðèçì, à òàáëèöà êîîðäèíàò CV̂  äîëæíà
ñîäåðæàòü êîîðäèíàòû âñåõ âåðøèí ïîëó÷åííîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ â
ïîðÿäêå èõ íóìåðàöèè.

3.4. ÒÐÈÀÍÃÓËßÖÈß ÍÈÆÍÅÃÎ ÎÑÍÎÂÀÍÈß ÏÎËÎÑÛ

Òðèàíãóëÿöèÿ 1+Λs  íèæíåãî îñíîâàíèÿ 1+Λ s  ïîëîñû sΠ  óæå ïîëó÷åíà, áëàãîäàðÿ
ïðîâåäåííîìó ñèìïëèöèàëüíîìó ïîäðàçäåëåíèþ ýòîé ïîëîñû. ×èñëî òðåóãîëüíèêîâ êîì-
ïëåêñà 1+Λs  â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ êîìïëåêñà sΛ . Òàáëèöû,

îïðåäåëÿþùèå òðèàíãóëÿöèþ 1+Λs , ìîæíî èçâëå÷ü ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ïðàâîé ÷àñ-
òè ñîîòíîøåíèé âèäà (3.2) îòáðîñèòü ïîñëåäíèé ñòîëáåö è ðàññìîòðåòü âòîðóþ, òðåòüþ,

÷åòâåðòóþ è ïÿòóþ ñòðîêè; îáúåäèíåíèå ïîëó÷èâøèõñÿ òàáëèö äëÿ äëÿ j = 1, 2, ..., T
s
N

äàñò òàáëèöó V
s
T

1+
. Òàáëèöà C

s
V

1+
 ïîëó÷èòñÿ èç óïîìÿíóòîé âûøå òàáëèöû êîîðäèíàò

âûáîðêîé ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ íîìåðàì âåðøèí, âñòðå÷àþùèõñÿ â òàáëèöå V
s
T

1+
.

4. ÍÅÂÛÐÎÆÄÅÍÍÎÅ ÑÈÌÏËÈÖÈÀËÜÍÎÅ ÏÎÄÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ

Òåïåðü êîíêðåòèçèðóåì ñïîñîá ïîäðàçäåëåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ (2.1). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå

 (B) Òî÷êè d ′,′′, d ′,′′′,  d ′′,′′′ âûáèðàþòñÿ â ñåðåäèíàõ ñòîðîí ),( dd ′′′ , ),( dd ′′′′  è

),( dd ′′′′′  ñîîòâåòñòâåííî.
Â ýòîì ïóíêòå ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì ïðåäïîëîæåíèå (B) íà âñåõ ýòàïàõ ïîñòðîå-

íèÿ ñèìïëèöèàëüíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ (òî åñòü êàæäîå ïîäðàçäåëåíèå òðåóãîëüíèêà íà
÷åòûðå òðåóãîëüíèêà ïðîèçâîäèòñÿ ïðîâåäåíèåì ñðåäíèõ ëèíèé).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îïèñàííîå â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ ïîñòðîåíèå ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé (A) è (B) ñíà÷àëà ïðèâåäåò ê êîìïëåêñó 0Π , ñîñòîÿùåìó èç òðåó-
ãîëüíûõ ïðèçì, à çàòåì � ê ñèìïëèöèàëüíîìó ïîäðàçäåëåíèþ ïîëîñû 0Π . Ïðè ýòîì
íèæíåå îñíîâàíèå 1Λ  ïîëîñû 0Π  ïîëó÷èò â ÷åòûðå ðàçà áîëåå ìåëêóþ òðèàíãóëÿöèþ,
÷åì âåðõíåå îñíîâàíèå 0Λ ; ââèäó âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (B) äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà,
èç òðèàíãóëÿöèè 1Λ  íèæíåãî îñíîâàíèÿ íàéäåòñÿ ïîäîáíûé åìó òðåóãîëüíèê èç òðèàí-
ãóëÿöèè 0Λ  âåðõíåãî îñíîâàíèÿ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (èç-çà óñëîâèé (A) è (B)) ïîñëå îðòîãî-
íàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ òðèàíãóëÿöèè 1Λ  íà ñëîé 2Λ  ñîåäèíåíèåì âåðøèí èç 1Λ  ñ
èõ ïðîåêöèÿìè ïîëó÷àåòñÿ êîìïëåêñ èç òðåóãîëüíûõ ïðèçì, êîòîðûé ðàñïàäàåòñÿ íà
äâà êîìïëåêñà 00Π  è 01Π ; èõ ñòðóêòóðà àíàëîãè÷íà ñòðóêòóðå êîìïëåêñà 0Π : â êàæ-
äîì èç íèõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ÷åòíûå è íå÷åòíûå ïðèçìû. Ïîñòðîèì ñèìïëèöèàëü-

íîå ïîäðàçäåëåíèå êîìïëåêñà 00Π , çàòåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòðîèì ñèìïëèöè-
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Abstract

New variants of nongenerate refinement  for simplicial subdivision near the boundary
of  region are discussed. Construction  of refinement is offered.

Keywords: algorithm, simplicial  complex, subdivision, nondegeneracy,  refinement,
binary tree.

àëüíîå ïîäðàçäåëåíèå êîìïëåêñà 01Π . Îáúåäèíåíèå ýòèõ ïîäðàçäåëåíèé äàåò ïðàâèëü-

íîå ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçäåëåíèå ïîëîñû 1Π .
Ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïðîöåññà ïðèâåäåò íà s-ì øàãå ê ïîÿâëåíèþ êîìïëåêñîâ αΠ ,

ñîñòîÿùèõ èç òðåóãîëüíûõ ïðèçì: â êàæäîì èç íèõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ÷åòíûå è

íå÷åòíûå ïðèçìû; çäåñü )...,,,( 21 sαααα =  � äâîè÷íûé âåêòîð, }1,0{∈iα , i = 1, 2, ..., s.

Ôàêòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ áèíàðíîå äåðåâî óêàçàííûõ êîìïëåêñîâ, ñîãëàñîâàííûå ñèìï-
ëèöèàëüíûå ïîäðàçäåëåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíå-
íèåì îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà ñèìïëèöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ïîëîñû. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíîå ñèìïëèöèàëüíîå ïîäðàçäåëåíèå ñëîÿ sΠ , ãäå êàæäûé òðåóãîëü-
íèê ïîäîáåí íåêîòîðîìó òðåóãîëüíèêó ïðåäûäóùåãî ñëîÿ ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 2.

Èòàê, óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A), (B) è óãëû òðåóãîëüíèêîâ ñèìïëèöèàëüíîãî
ïîäðàçäåëåíèÿ ïîëîñû 0Π  ëåæàò â èíòåðâàëå (ε, π � ε), ãäå ε ∈ (0, π / 4), òî óãëû
òðåóãîëüíèêîâ ñèìïëèöèàëüíûõ ïîäðàçäåëåíèé ïîëîñ sΠ  òàêæå ëåæàò â ýòîì èíòåðâà-
ëå ïðè ëþáîì s = 1, 2, 3, ...

Àðñåíòüåâà Åâãåíèÿ Ïåòðîâíà,
àñïèðàíòêà ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòå ÑÏáÃÓ,
Evgeniya.Arsentyeva@gmail.com

Äåìüÿíîâè÷ Þðèé Êàçèìèðîâè÷,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîð, çàâåäóþùèé
êàôåäðîé ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ
ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ,
Yuri.Demjanovich@JD16531.spb.edu


