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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ïðèâåäåíî íàãëÿäíîå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàí-
ñà, âûçûâàåìîãî ïðèíóäèòåëüíûìè âåðòèêàëüíûìè êîëåáàíèÿìè òî÷êè ïîäâåñà ìàÿòíè-
êà. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî ÿâëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿò-
íèêà ïðè áûñòðûõ îñöèëëÿöèÿõ ïîäâåñà. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèòè÷åñ-
êîå èññëåäîâàíèå âçàèìíî äîïîëíÿþò è îáîãàùàþò äðóã äðóãà, ñïîñîáñòâóÿ ïîíèìàíèþ
ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ ìàÿòíèêà.
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äèíàìè÷åñêàÿ ñòàáèëèçàöèÿ, êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè, ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë.
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Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáû÷-
íûé æåñòêèé ìàÿòíèê, ïîäâåñ êîòîðîãî
ñîâåðøàåò ïðèíóäèòåëüíûå êîëåáàíèÿ â
âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ýòà ñðàâíè-
òåëüíî ïðîñòàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà äå-
ìîíñòðèðóåò, â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû è
àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé òî÷-
êè ïîäâåñà, áîëüøîå ÷èñëî ðàçíîîáðàç-
íûõ âèäîâ äâèæåíèÿ. Íåêîòîðûå äâèæå-
íèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåñüìà íåîáû÷íûìè
è ïðîòèâîðå÷àò íàøåé èíòóèöèè.

Êîãäà ÷àñòîòà âûíóæäåííûõ îñöèëëÿ-
öèé òî÷êè ïîäâåñà ïðèáëèçèòåëüíî âäâîå
áîëüøå ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà, íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì: àìïëèòóäà ïåð-
âîíà÷àëüíî ñêîëü óãîäíî ìàëûõ êîëåáà-
íèé ìàÿòíèêà íà÷èíàåò ïðîãðåññèâíî íà-
ðàñòàòü ñî âðåìåíåì. Ýòî õîðîøî èçâåñò-
íîå ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì
ðåçîíàíñîì.

Èíòåðåñíàÿ ÷åðòà â ïîâåäåíèè æåñò-
êîãî ìàÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâå-
ñîì çàêëþ÷àåòñÿ â äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëè-
çàöèè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ. Ïðè äîñ-
òàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû è
àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé ïîäâåñà ïðèâåäåí-
íûé â ïåðåâåðíóòîå ïîëîæåíèå ìàÿòíèê
íå îáíàðóæèâàåò òåíäåíöèè ê îïðîêèäû-
âàíèþ. Áîëåå òîãî, ïðè óìåðåííûõ îòêëî-
íåíèÿõ îò âåðòèêàëè ìàÿòíèê ñòðåìèòñÿ ê
ýòîìó ïåðåâåðíóòîìó ïîëîæåíèþ. Åñëè
ìàÿòíèê îòêëîíèòü îò âåðòèêàëè, îí áó-
äåò ñîâåðøàòü ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííûå
êîëåáàíèÿ îêîëî ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæå-
íèÿ íà ôîíå áûñòðûõ îñöèëëÿöèé ïîäâå-
ñà. Òåîðåòè÷åñêîå ïðåäñêàçàíèå ýòîãî óäè-
âèòåëüíîãî ÿâëåíèÿ âïåðâûå áûëî ñäåëà-
íî Ñòåôåíñîíîì [1] åùå â 1908 ãîäó. Ôè-
çè÷åñêîå îáúÿñíåíèå äèíàìè÷åñêîé ñòà-
áèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà áûëî
ïðåäëîæåíî àêàäåìèêîì Ïåòðîì Ëåîíèäî-
âè÷åì Êàïèöåé â 1951 ãîäó, âûïîëíèâøèì
òàêæå è äåòàëüíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èñ-
ñëåäîâàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ (ñì. [2, 3]).
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Ðèñ. 1. Äåìîíñòðàöèÿ äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè
ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà

Ïðèâåäåì öèòàòó èç ñòàòüè Êàïèöû, îïóá-
ëèêîâàííîé â æóðíàëå «Óñïåõè ôèçè÷åñ-
êèõ íàóê» [3]:

«Äåìîíñòðàöèÿ ÿâëåíèÿ êîëåáàíèÿ ïå-
ðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà âåñüìà ýôôåêòíà,
áûñòðûå ìåëêèå ïåðåäâèæåíèÿ, âûçâàííûå
âèáðàöèÿìè, íå çàìåòíû íà-ãëàç, ïîýòîìó
ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà â ïåðåâåðíóòîì ïî-
ëîæåíèè ïðîèçâîäèò íà çðèòåëÿ íåîæèäàí-
íîå âïå÷àòëåíèå... Åñëè îñòîðîæíî ïðè-
êàñàòüñÿ ïàëüöåì ê ñòåðæíþ ìàÿòíèêà è
îòâîäèòü åãî â ñòîðîíó, òî ïàëåö ÷óâñòâó-
åò äàâëåíèå, ïðîèçâîäèìîå âèáðàöèîííûì
ìîìåíòîì. Ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ íà îïûòå
ñ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ ìàÿòíèêà
â ïåðåâåðíóòîì ïîëîæåíèè òðóäíî íå
ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî îíà òàê æå ïîó÷è-
òåëüíà, êàê è äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
âîë÷êà, è åé òàêæå ñëåäóåò çàíÿòü ïî÷åò-
íîå ìåñòî â ëåêòîðèè íà äåìîíñòðàöèÿõ
ïî ìåõàíèêå».

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýòîãî ÿâëåíèÿ ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ñòàðóþ ýëåêòðîáðèòâó
âèáðàöèîííîãî òèïà, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 1. Ê âèáðàòîðó ïðèêðåïëåí óäëèíè-
òåëü äëÿ óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé
ïîäâåñà ìàÿòíèêà. Ëåãêèé æåñòêèé ñòåð-
æåíü ìàÿòíèêà ñîåäèíåí ñ êîíöîì óäëèíè-
òåëÿ ÷åðåç øàðíèð. Êîðïóñ áðèòâû óäåð-
æèâàåòñÿ ðóêîé â òàêîì ïîëîæåíèè, ÷òîáû
âèáðàöèÿ îñè ïðîèñõîäèëà â âåðòèêàëüíîì
íàïðàâëåíèè. Åñëè ñòåðæåíü ìàÿòíèêà ïðè-
âåñòè â âåðòèêàëüíîå ïåðåâåðíóòîå ïîëî-
æåíèå, îí îñòàåòñÿ â ýòîì ïîëîæåíèè äî
òåõ ïîð ïîêà îñü âèáðèðóåò. Åñëè ñòåð-
æåíü ìàÿòíèêà íåìíîãî îòâåñòè â ñòîðî-
íó è îòïóñòèòü, íàáëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ
îêîëî ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ.

Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ýòà èíòðèãóþùàÿ
ñèñòåìà (ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå «ìàÿòíèê
Êàïèöû») ïðèâëåêëà çàòåì âíèìàíèå ìíî-
ãèõ èññëåäîâàòåëåé. Ïîýòîìó ìîæåò ñëî-
æèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî òåîðèÿ ÿâëåíèÿ
õîðîøî ðàçðàáîòàíà (ñì., íàïðèìåð, êóðñ
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè Ë.Ä. Ëàíäàó è
Å.Ì. Ëèôøèöà [4]). Ïîäðîáíóþ áèáëèî-
ãðàôèþ èññëåäîâàíèé íà ýòó òåìó, íàñ÷è-
òûâàþùóþ ñîòíè íàèìåíîâàíèé, ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè È.È. Áëåõ-
ìàíà [5]. Îäíàêî âî âñåé äîñòóïíîé ëèòå-
ðàòóðå àâòîðó íå óäàëîñü íàéòè äîñòàòî÷-
íî ïðîñòîå è ÿñíîå îáúÿñíåíèå ñòàáèëè-
çàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. Ýòî ÿâëå-
íèå íåñîìíåííî áðîñàåò âûçîâ íàøåé
ôèçè÷åñêîé èíòóèöèè. Ãëàâíàÿ öåëü äàí-
íîé ñòàòüè � ïðåäëîæèòü íàãëÿäíîå ôèçè-
÷åñêîå îáúÿñíåíèå äèíàìè÷åñêîé ñòàáè-
ëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. Ìû òàê-
æå ñîñðåäîòî÷èì çäåñü âíèìàíèå íà ïðè-
áëèæåííîé êîëè÷åñòâåííîé òåîðèè (ïðè-
âîäÿùåé ê èçâåñòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ îá
ýôôåêòèâíîì ïîòåíöèàëå äëÿ ìåäëåííîãî
äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
ðàçâèòà íà îñíîâå îáñóæäàåìîãî çäåñü
ïîäõîäà ê ïðîáëåìå.

Íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé
â íàó÷íîé ïå÷àòè ðåãóëÿðíî ïîÿâëÿþòñÿ
ñîîáùåíèÿ î âñå íîâûõ ÷åðòàõ â ïîâåäå-
íèè ýòîé ïðîñòîé, íî ïîèñòèíå íåèñ÷åð-
ïàåìîé ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, [6�16]).
Ñðåäè ñðàâíèòåëüíî íåäàâíèõ îòêðûòèé
ìîæíî âûäåëèòü äåñòàáèëèçàöèþ (äèíàìè-
÷åñêè ñòàáèëèçèðîâàííîãî) ïåðåâåðíóòîãî
ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêà ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ àìïëèòóäàõ âèáðàöèè ïîäâåñà [6�7].
Ýòà äåñòàáèëèçàöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ êàê âîç-

áóæäåíèå òàê íàçûâàåìîé
«ôëàòòåð»-ìîäû êîëåáàíèé
ñ ïåðèîäîì, âäâîå ïðåâû-
øàþùèì ïåðèîä âûíóæäåí-
íûõ îñöèëëÿöèé ïîäâåñà.
Äðóãîå çàñëóæèâàþùåå
âíèìàíèÿ îòêðûòèå � ðåãó-
ëÿðíûå n-ïåðèîäè÷åñêèå
ìîäû «êèâàþùèõ» êîëåáà-
íèé («multiple-nodding»
oscillations) [8].
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Â ñëåäóþùåé ñòàòüå ìû ïîêàæåì, ÷òî
ïðîèñõîæäåíèå «ôëàòòåð»-ìîäû êîëåáà-
íèé òåñíî ñâÿçàíî ñ îáû÷íûì ïàðàìåòðè-
÷åñêèì ðåçîíàíñîì, òî åñòü ñ õîðîøî èç-
âåñòíûì ÿâëåíèåì ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè íåïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. Ìû
òàêæå ïîêàæåì, ÷òî «êèâàþùèå» n-ïåðè-
îäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê ñóáãàðìîíè÷åñêèå ïàðàìåòðè-
÷åñêèå ðåçîíàíñû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ïðè
ýòîì áóäåò ïîëó÷åí áîëåå òî÷íûé (è ïðè-
ìåíèìûé â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè ïàðà-
ìåòðîâ ñèñòåìû) êðèòåðèé ñòàáèëèçàöèè
ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. Òåîðåòè÷åñêîå
èçó÷åíèå äîïîëíÿåòñÿ êîìïüþòåðíûì ìî-
äåëèðîâàíèåì, èëëþñòðèðóþùèì ðàçëè÷-
íûå ýêçîòè÷åñêèå ðåæèìû ïîâåäåíèÿ ìà-
ÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì [17].
Êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó, ìîäåëèðóþùóþ
ìàÿòíèê Êàïèöû, ìîæíî íàéòè íà ïðèëà-
ãàåìîì ê æóðíàëó äèñêå.

2. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÐÅÇÎÍÀÍÑ

Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàòü ìà-
ÿòíèê â âèäå ëåãêîãî æåñòêîãî ñòåðæíÿ äëè-
íîé l ñ ãðóçîì (òî÷å÷íîé ìàññîé) m íà êîí-
öå, ñ÷èòàÿ, ÷òî èìåííî çäåñü ñîñðåäîòî÷åíà
âñÿ ìàññà ìàÿòíèêà. Ñèëà òÿæåñòè mg ñî-
çäàåò âîçâðàùàþùèé ìîìåíò �mgl sin ϕ,
ïðîïîðöèîíàëüíûé ñèíóñó óãëà îòêëîíå-
íèÿ ϕ ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ. Êîãäà ïîäâåñ ìàÿòíèêà íåïîäâèæåí,
ýòîò ìîìåíò çàñòàâëÿåò îòêëîíåííûé ìà-
ÿòíèê ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî
íèæíåãî ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíî-
âåñèÿ. Åñëè æå ïîäâåñ ïðèíóäèòåëüíî äâè-
æåòñÿ ñ íåêîòîðûì óñêîðåíèåì, ïîâåäå-
íèå ìàÿòíèêà óäîáíî îïèñûâàòü ñ ïîìî-
ùüþ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿ-
çàííîé ñ ïîäâåñîì. Èç-çà óñêîðåííîãî
äâèæåíèÿ òàêîé ñèñòåìû îòñ÷åòà íà âñå
òåëà, íàðÿäó ñ «îáû÷íûìè» ñèëàìè, äåé-
ñòâóåò åùå è ñèëà èíåðöèè («ïñåâäîñè-
ëà»), íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâîïîëîæíî óñ-
êîðåíèþ ñèñòåìû îòñ÷åòà. Äîïóñòèì, ÷òî
ïîäâåñ îñöèëëèðóåò âäîëü âåðòèêàëè è åãî
êîîðäèíàòà z(t) èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì
ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ íåêîòîðîé
÷àñòîòîé ω è àìïëèòóäîé a:

z(t) = a cosωt èëè z(t) = a sinωt. (1)

Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ðåøàåìîé
çàäà÷è â (1) ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíûì òîò
èëè èíîé âûáîð íà÷àëüíîé ôàçû îñöèëëÿ-
öèé ïîäâåñà (âûáîð íà÷àëà îòñ÷åòà âðå-
ìåíè). Ïðèëîæåííàÿ ê ãðóçó ìàÿòíèêà ñèëà
èíåðöèè Fin(t) òàêæå çàâèñèò îò âðåìåíè
ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó:

   )()(
)(

)( 2
2

2

in tzmtzm
dt

tzd
mtF ω=−=−= && . (2)

Ýòà ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùàÿñÿ ñèëà
èíåðöèè ýêâèâàëåíòíà ìîäóëÿöèè ñèëû
òÿæåñòè. Â ñàìîì äåëå, Fin(t) íàïðàâëåíà
âíèç â òå÷åíèå òåõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè,
êîãäà îñöèëëèðóþùèé ïîäâåñ íàõîäèòñÿ
íèæå ñâîåãî ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ, òî åñòü
êîãäà z(t) < 0. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî âèä-
íî èç âûðàæåíèÿ (2) äëÿ Fin(t), ïðàâàÿ ÷àñòü
êîòîðîãî çàâèñèò îò âðåìåíè òàê æå, êàê
è z-êîîðäèíàòà ïîäâåñà. Ïîýòîìó íà ïðî-
òÿæåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëîâèíû ïå-
ðèîäà êîëåáàíèé ïîäâåñà äåéñòâèå ñèëû
èíåðöèè ðàâíîñèëüíî íåêîòîðîìó óâåëè-
÷åíèþ ñèëû òÿæåñòè. Íà ïðîòÿæåíèè äðó-
ãîé ïîëîâèíû ïåðèîäà, êîãäà ïîäâåñ íà-
õîäèòñÿ âûøå ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ (êîã-
äà z(t) > 0), ñèëà èíåðöèè íàïðàâëåíà
ââåðõ, ÷òî ðàâíîñèëüíî óìåíüøåíèþ ñèëû
òÿæåñòè.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òàêîå ïåðèî-
äè÷åñêîå èçìåíåíèå (ìîäóëÿöèþ) ýôôåê-
òèâíîé ñèëû òÿæåñòè, ëåãêî ïîíÿòü ïðè-
÷èíó ðàñêà÷êè ìàÿòíèêà ïðè ïàðàìåòðè-
÷åñêîì ðåçîíàíñå, êîãäà äâà öèêëà ìîäó-
ëÿöèè ïðîèñõîäÿò íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî
ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé (ðèñ. 2).
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ïðè äâèæåíèè ìàÿò-
íèêà ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ îò òî÷êè
íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ (ýòî ÷åòâåðòü
ñîáñòâåííîãî ïåðèîäà) îñöèëëèðóþùèé
ïîäâåñ âñå âðåìÿ íàõîäèòñÿ íèæå ñðåäíå-
ãî ïîëîæåíèÿ, òî åñòü z(t) < 0 (÷òî çàíè-
ìàåò ïîëîâèíó ïåðèîäà îñöèëëÿöèé). Áëà-
ãîäàðÿ óâåëè÷åíèþ ýôôåêòèâíîé ñèëû òÿ-
æåñòè ìàÿòíèê ïðèäåò ê ïîëîæåíèþ ðàâ-
íîâåñèÿ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì â îò-
ñóòñòâèå îñöèëëÿöèé ïîäâåñà. Â ìîìåíò
ïðîõîæäåíèÿ ìàÿòíèêîì âåðòèêàëüíîãî
ïîëîæåíèÿ äâèæóùèéñÿ ââåðõ ïîäâåñ ïå-
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ðåñåêàåò ñâîå ñðåäíåå ïîëîæåíèå. Ïðè
äâèæåíèè ìàÿòíèêà ê òî÷êå íàèáîëüøåãî
îòêëîíåíèÿ îñöèëëèðóþùèé ïîäâåñ íàõî-
äèòñÿ âûøå ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ (z(t) > 0,
ðèñ. 2), ÷òî, êàê ìû âèäåëè, ðàâíîñèëüíî
óìåíüøåíèþ ñèëû òÿæåñòè. Â ðåçóëüòàòå
ìàÿòíèê îòêëîíèòñÿ íà áîëüøèé óãîë, ÷åì
ïðè íåïîäâèæíîì ïîäâåñå. Ïðè îáðàòíîì
äâèæåíèè ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ýôôåê-
òèâíàÿ ñèëà òÿæåñòè îïÿòü óâåëè÷èâàåòñÿ,
è ìàÿòíèê íàáèðàåò åùå áóëüøóþ ñêî-
ðîñòü, è ò. ä. Äëÿ íàèáîëåå èíòåíñèâíîé
ðàñêà÷êè ÷àñòîòà ïðèíóäèòåëüíûõ îñöèë-
ëÿöèé ïîäâåñà äîëæíà áûòü âäâîå áîëüøå
÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíè-
êà, è ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû áûòü
òàêèìè, ÷òîáû â ìîìåíòû ïðîõîæäåíèÿ
ìàÿòíèêîì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîäâåñ
äâèãàëñÿ ââåðõ è ïåðåñåêàë ñâîå ñðåäíåå
ïîëîæåíèå.

Óâåëè÷åíèå ýíåðãèè ìàÿòíèêà ïðîèñ-
õîäèò çà ñ÷åò ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé èñ-
òî÷íèêîì, âîçáóæäàþùèì îñöèëëÿöèè ïîä-
âåñà. Ðàçìàõ êîëåáàíèé ðàñòåò, åñëè âëî-
æåíèå ýíåðãèè çà ïåðèîä ïðåâîñõîäèò
ïîòåðè èç-çà òðåíèÿ, òî åñòü êîãäà àìïëè-

òóäà ïðèíóäèòåëüíûõ îñöèëëÿöèé ïîäâåñà
ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷å-
íèå. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ðåçîíàíñà,
âîçáóæäàåìîãî ïðÿìûì âîçäåéñòâèåì ïå-
ðèîäè÷åñêîé ñèëû è ïðîèñõîäÿùåãî ïðè
ñîâïàäåíèè åå ÷àñòîòû ñ ñîáñòâåííîé ÷à-
ñòîòîé ìàÿòíèêà, ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì
ðåçîíàíñå òðåíèå íå â ñîñòîÿíèè îãðàíè-
÷èòü ðîñò àìïëèòóäû. Ðàçìàõ óñòàíîâèâ-
øèõñÿ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà îêàçûâàåòñÿ
êîíå÷íûì èç-çà òîãî, ÷òî ñ ðîñòîì àìïëè-
òóäû â ýòîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå âîçðàñ-
òàåò ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïðè
íåèçìåííîì ïåðèîäå îñöèëëÿöèé òî÷êè
ïîäâåñà âîçðàñòàíèå ñîáñòâåííîãî ïåðè-
îäà ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ óñëîâèé ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Àìïëèòóäà íà-
÷èíàåò óáûâàòü, óñëîâèÿ ðåçîíàíñà ñíîâà
âîññòàíàâëèâàþòñÿ, ÷òî îïÿòü ïðèâîäèò ê
ðîñòó àìïëèòóäû, è òàê äàëåå. Èç-çà òðå-
íèÿ òàêèå ïåðåõîäíûå áèåíèÿ ïîñòåïåí-
íî çàòóõàþò, è â êîíöå êîíöîâ óñòàíàâëè-
âàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íåèçìåí-
íîãî ðàçìàõà.

Â íèæíåé ÷àñòè ðèñ. 2 ñëåâà ïðèâåäå-
íà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ðåçîíàíñíîé ðàñ-

Ðèñ. 2. Ãðàôèê óãëà îòêëîíåíèÿ, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ (c ñå÷åíèÿìè Ïóàíêàðå)
è òðàåêòîðèÿ ãðóçà ìàÿòíèêà â ïðîñòðàíñòâå ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå.

Øêàëà âðåìåíè ïðîãðàäóèðîâàíà â ïåðèîäàõ ïðèíóäèòåëüíûõ îñöèëëÿöèé ïîäâåñà
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êà÷êè ìàÿòíèêà. Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå íà íåé
ïîêàçûâàþò ñîñòîÿíèå ìàÿòíèêà â ìîìåí-
òû âðåìåíè, êîãäà îñöèëëèðóþùèé ïîä-
âåñ íàõîäèòñÿ â êðàéíåì íèæíåì ïîëîæå-
íèè. Â ïðîöåññå óñòàíîâëåíèÿ êîëåáàíèé
ðàñêðó÷èâàþùàÿñÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
ïðèáëèæàåòñÿ ê çàìêíóòîé êðèâîé � ïðå-
äåëüíîìó öèêëó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ïåðè-
îäè÷åñêîìó ïðîöåññó, à ìíîæåñòâî ñå÷å-
íèé Ïóàíêàðå ñòÿãèâàåòñÿ ê äâóì íåïîä-
âèæíûì òî÷êàì íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.
Âíèçó ñïðàâà íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà òðàåêòî-
ðèÿ ãðóçà ìàÿòíèêà â ïðîñòðàíñòâå äëÿ
ïðîöåññà ïàðàìåòðè÷åñêîé ðàñêà÷êè.

Ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2 ãðàôèê è ôàçî-
âàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëó÷åíû ÷èñëåííûì èí-
òåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ äëÿ óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ (t) ìàÿòíèêà
ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì. Â ýòî óðàâ-
íåíèå, íàðÿäó ñ ìîìåíòîì ñèëû òÿæåñòè
mg (g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ),
âêëþ÷åí ìîìåíò ñèëû èíåðöèè Fin(t), êî-
òîðûé ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè t:

0sin)cos(2 2 =−++ ϕωωϕγϕ t
l

a

l

g
&&& . (3)

Âòîðîé ÷ëåí â (3) ó÷èòûâàåò ìîìåíò
ñèëû òðåíèÿ, êîòîðûé â ýòîé ìîäåëè ïðè-
íÿò ïðîïîðöèîíàëüíûì ìãíîâåííîìó çíà-

÷åíèþ óãëîâîé ñêîðîñòè ìàÿòíèêà ϕ& . Ïî-

ñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ γ îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíà äîáðîòíîñòè Q, êîòîðóþ îáû÷-
íî èñïîëüçóþò äëÿ õàðàêòåðèñòèêè çàòó-
õàíèÿ ìàëûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïîä

äåéñòâèåì âÿçêîãî òðåíèÿ: γω 20=Q , ãäå

lg=0ω  � ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëå-

áàíèé ïðåäåëüíî ìàëîé àìïëèòóäû â îò-
ñóòñòâèå îñöèëëÿöèé ïîäâåñà.

Îòìåòèì, ÷òî êîëåáàíèÿ îêîëî ïåðå-
âåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ôîðìàëüíî
îïèñûâàòü òåì æå ñàìûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì (3) ñ îòðèöàòåëüíûìè
çíà÷åíèÿìè g. Èíûìè ñëîâàìè, â óðàâíå-
íèè (3) óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïðàâëÿþùèé
ïàðàìåòð, èçìåíåíèå êîòîðîãî ôèçè÷åñ-
êè ýêâèâàëåíòíî èçìåíåíèþ äåéñòâóþùåé
íà ìàÿòíèê ñèëû òÿæåñòè. Êîãäà ýòîò ïà-
ðàìåòð óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ è äàëüøå â

îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, íå çà-
âèñÿùèé îò âðåìåíè (îáóñëîâëåííûé ñè-
ëîé òÿæåñòè) ìîìåíò â óðàâíåíèè (3) ñíà-
÷àëà îáðàùàåòñÿ â íóëü, à çàòåì èçìåíÿåò
çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ïîäîáíàÿ îá-
ðàùåííàÿ ïî íàïðàâëåíèþ «ñèëà òÿæåñ-
òè» ñòðåìèòñÿ ïðèâåñòè ìàÿòíèê â ïåðå-
âåðíóòîå ïîëîæåíèå ϕ = π, îò÷åãî (â îò-
ñóòñòâèå âèáðàöèé ïîäâåñà) îíî ñòàíîâèòñÿ
óñòîé÷èâûì, à ïîëîæåíèå ϕ = 0 � íåóñ-
òîé÷èâûì: ïðè g < 0 âåðõíåå ïîëîæåíèå
ìàÿòíèêà â óðàâíåíèè (3) ýêâèâàëåíòíî
íèæíåìó ïîëîæåíèþ ïðè ïîëîæèòåëüíîì
çíà÷åíèè g.

3. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß
ÏÅÐÅÂÅÐÍÓÒÎÃÎ ÌÀßÒÍÈÊÀ

Äëÿ ôèçè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ ýôôåêòà
äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòî-
ãî ìàÿòíèêà ïðè áûñòðûõ îñöèëëÿöèÿõ
ïîäâåñà íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå äåé-
ñòâèå íà ìàÿòíèê ñèëû èíåðöèè, óñðåä-
íåííîå ïî ïåðèîäó ýòèõ áûñòðûõ îñöèë-
ëÿöèé. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2) ñèëà èíåð-
öèè èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî ñèíóñîè-
äàëüíîìó çàêîíó, å¸ ñðåäíåå çà ïåðèîä
çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîìåíòà ýòîé ñèëû îò-
íîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ ìàÿòíèêà îòëè÷-
íî îò íóëÿ. Èìåííî ñðåäíèé ìîìåíò ñèëû
èíåðöèè îòâå÷àåò çà íåîáû÷íîå, ïðîòèâî-
ðå÷àùåå íàøåé èíòóèöèè ïîâåäåíèå ìà-
ÿòíèêà.

×òîáû áûëî ïðîùå ïîíÿòü âëèÿíèå
ñèëû èíåðöèè íà ìàÿòíèê, çàáóäåì íà íå-
êîòîðîå âðåìÿ î ñèëå òÿæåñòè. Íà÷íåì
íàø àíàëèç ñî ñëó÷àÿ, êîãäà ñòåðæåíü ìà-
ÿòíèêà îòêëîíåí â ãîðèçîíòàëüíîå ïîëî-
æåíèå, òî åñòü îðèåíòèðîâàí ïîä ïðÿìûì
óãëîì 2πψ =  ê íàïðàâëåíèþ îñöèëëÿöèé
ïîäâåñà (ñì. ðèñ. 3 à). Åñëè íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü ãðóçà ðàâíà íóëþ, òî â èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà â îòñóòñòâèå ñèëû
òÿæåñòè îí áóäåò îñòàâàòüñÿ íà òîì æå
óðîâíå, â òî âðåìÿ êàê îñü A îñöèëëèðóåò
ìåæäó êðàéíèìè òî÷êàìè 1 è 2. Ïðè ýòîì
ñòåðæåíü ìàÿòíèêà ïîâîðà÷èâàåòñÿ âíèç
è ââåðõ íà íåáîëüøîé óãîë, êàê ïîêàçàíî
â âåðõíåé ÷àñòè ðèñ. 3 à. Â íåèíåðöèàëü-
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íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñüþ
ìàÿòíèêà, ýòî æå äâèæåíèå ñòåðæíÿ ìàÿò-
íèêà ïîêàçàíî â íèæíåé ÷àñòè ðèñ. 3à:
ãðóç ìàÿòíèêà äâèæåòñÿ ââåðõ-âíèç ïî äóãå
è îêàçûâàåòñÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ, êîãäà
îñü çàíèìàåò ïîëîæåíèÿ 1 è 2. Â ïîëîæå-
íèè 1 ïðèëîæåííàÿ ê ãðóçó ñèëà èíåðöèè
F1 íàïðàâëåíà ââåðõ, à â äðóãîì êðàéíåì
ïîëîæåíèè 2 òàêàÿ æå ïî âåëè÷èíå ñèëà
F2 íàïðàâëåíà âíèç. Ïëå÷î ñèëû èíåðöèè
â ïîëîæåíèÿõ 1 è 2 îäèíàêîâî, ïîýòîìó
ìîìåíò ýòîé ñèëû, óñðåäíåííûé çà ïåðè-
îä îñöèëëÿöèé îñè, ðàâåí íóëþ. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî â îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè òàêàÿ
îðèåíòàöèÿ ñòåðæíÿ ìàÿòíèêà (ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ê íàïðàâëåíèþ îñöèëëÿöèé îñè)
ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ äèíàìè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ (íåóñòîé÷èâîìó, êàê áóäåò ïî-
êàçàíî íèæå).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñòåð-
æåíü ìàÿòíèêà â ñðåäíåì îòêëîíåí íà ïðî-
èçâîëüíûé óãîë ψ îò íàïðàâëåíèÿ îñöèë-
ëÿöèé ïîäâåñà. Ïóñòü îñü A ïåðåìåùàåòñÿ
ìåæäó êðàéíèìè òî÷êàìè 1 è 2, êàê ïîêà-
çàíî â âåðõíåé ÷àñòè ðèñ. 3 á. Â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ
ïîäâåñîì, ãðóç ìàÿòíèêà äâèæåòñÿ ââåðõ-
âíèç ïî äóãå, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ
îñüþ A. Ãðóç îêàçûâàåòñÿ â êðàéíèõ òî÷-
êàõ, êîãäà îñü çàíèìàåò ïîëîæåíèÿ 1 è 2,
êàê ïîêàçàíî â íèæíåé ÷àñòè ðèñ. 3 á. Îò-
ìåòèì, ÷òî ìãíîâåííàÿ îðèåíòàöèÿ ñòåð-

æíÿ ìàÿòíèêà â ìîìåíò 1 îäèíàêîâà â îáå-
èõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Â ìîìåíò 2 (êàê è â
ëþáîé äðóãîé ìîìåíò) îðèåíòàöèÿ ñòåðæ-
íÿ òàêæå îäèíàêîâà. Êîãäà îñü ñìåùåíà
ââåðõ (â òî÷êó 1) èç ñâîåãî ñðåäíåãî ïî-
ëîæåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà ãðóç ìàÿòíèêà
ñèëà èíåðöèè F1 òàêæå íàïðàâëåíà ââåðõ.
Â äðóãîì êðàéíåì ïîëîæåíèè 2 ñèëà èíåð-
öèè F2 íàïðàâëåíà âíèç. Ñèëû èíåðöèè
F1 è F2 â êðàéíèõ ïîëîæåíèÿõ îñè îäèíà-
êîâû ïî âåëè÷èíå, íî ìîìåíò ñèëû èíåð-
öèè F1 â ïîëîæåíèè 1 áîëüøå, ÷åì ìî-
ìåíò ñèëû èíåðöèè F2 â ïîëîæåíèè 2, ïî-
ñêîëüêó ïëå÷î ñèëû F1 áîëüøå, ÷åì ñèëû
F2. Ýòî ëåãêî âèäåòü èç ðèñ. 3 á. Ïîýòîìó
â ñðåäíåì çà ïåðèîä îñöèëëÿöèé îñè ñèëà
èíåðöèè ñîçäàåò ìîìåíò, êîòîðûé ñòðå-
ìèòñÿ ïîâåðíóòü ìàÿòíèê ââåðõ, â âåðòè-
êàëüíîå ïåðåâåðíóòîå ïîëîæåíèå, â êîòî-
ðîì ñòåðæåíü ìàÿòíèêà îðèåíòèðîâàí
âäîëü íàïðàâëåíèÿ îñöèëëÿöèé îñè. Åñëè
áû ñòåðæåíü ìàÿòíèêà áûë îòêëîíåí íà
íåêîòîðûé (îñòðûé) óãîë îò íèæíåãî âåð-
òèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ, òî ñðåäíèé ìîìåíò
ñèëû èíåðöèè ñòðåìèëñÿ áû ïîâåðíóòü
ñòåðæåíü ìàÿòíèêà âíèç.

Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíò ñèëû èíåðöèè,
óñðåäíåííûé ïî ïåðèîäó áûñòðûõ îñöèë-
ëÿöèé îñè, ñòðåìèòñÿ óñòàíîâèòü ñòåðæåíü
ìàÿòíèêà ïî íàïðàâëåíèþ ïðèíóäèòåëü-
íûõ êîëåáàíèé ïîäâåñà. Ïðàâàÿ ÷àñòü
ðèñ. 3 á äàåò ïðåäåëüíî ïðîñòîå è ÿñíîå
îáúÿñíåíèå ïðîèñõîæäåíèÿ ýòîãî ìîìåí-
òà. Ï.Ë. Êàïèöà (ñì. [2, 3]) íàçâàë ýòîò
îðèåíòèðóþùèé ìîìåíò âèáðàöèîííûì, íî
â ðàâíîé ìåðå ñïðàâåäëèâî íàçûâàòü ýòîò
ìîìåíò èíåðöèîííûì, ïîòîìó ÷òî åãî ïðî-
èñõîæäåíèå îáóñëîâëåíî ñèëîé èíåðöèè,
âîçíèêàþùåé â ñâÿçàííîé ñ ïîäâåñîì ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà èç-çà áûñòðûõ îñöèëëÿöèé
îñè ìàÿòíèêà. Èìåííî ñðåäíèé ìîìåíò
ñèëû èíåðöèè äàåò íàãëÿäíîå îáúÿñíåíèå
ñóùåñòâîâàíèþ äâóõ óñòîé÷èâûõ ïîëîæå-
íèé ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ åãî îðèåíòàöèè âäîëü íàïðàâëåíèÿ
êîëåáàíèé îñè. Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ
÷àñòîòû è àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïîäâåñà
ýòîò ñðåäíèé ìîìåíò, êàê è ìîìåíò ñèëû
òÿæåñòè, çàâèñèò òîëüêî îò óãëà îòêëîíå-
íèÿ ìàÿòíèêà. Â ïîëå òÿæåñòè ïåðåâåðíó-

Ðèñ. 3. Ñèëû èíåðöèè F1 è F2,
äåéñòâóþùèå íà ìàÿòíèê â íåèíåðöèàëüíîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà, â ìîìåíòû âðåìåíè,
êîãäà îñöèëëèðóþùàÿ îñü A íàõîäèòñÿ

â êðàéíèõ ïîëîæåíèÿõ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî
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òûé ìàÿòíèê óñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ ê
ìàëûì îòêëîíåíèÿì îò âåðòèêàëè ïðè óñ-
ëîâèè, ÷òî ñðåäíèé ìîìåíò ñèëû èíåðöèè
áîëüøå, ÷åì îïðîêèäûâàþùèé ìîìåíò
ñèëû òÿæåñòè.

4. ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÀß ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅÍÍÀß
ÒÅÎÐÈß ÏÅÐÅÂÅÐÍÓÒÎÃÎ ÌÀßÒÍÈÊÀ

Íà îñíîâå ïðèâåäåííîé âûøå íàãëÿä-
íîé êàðòèíû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êî-
ëè÷åñòâåííûé êðèòåðèé äèíàìè÷åñêîé ñòà-
áèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà â ïîëå
òÿæåñòè. Áûñòðûå îñöèëëÿöèè ïîäâåñà
îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü ïåðåâåðíóòî-
ãî ìàÿòíèêà, åñëè ïðè ìàëûõ îòêëîíåíè-
ÿõ ìîìåíò ñèëû èíåðöèè, óñðåäíåííûé ïî
ïåðèîäó îñöèëëÿöèé (ýòîò ìîìåíò ñòðåìèò-
ñÿ âåðíóòü ìàÿòíèê â ïåðåâåðíóòîå ïîëî-
æåíèå), ïðåâîñõîäèò ìîìåíò ñèëû òÿæåñ-
òè, ñòðåìÿùèéñÿ îïðîêèíóòü ìàÿòíèê.

Ïðè áûñòðûõ îñöèëëÿöèÿõ òî÷êè ïîä-
âåñà äâèæåíèå ìàÿòíèêà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü, ñëåäóÿ Ï.Ë. Êàïèöå [2�3]}, êàê ñó-
ïåðïîçèöèþ äâóõ êîìïîíåíò: ìåäëåííîãî
äâèæåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî õàðàêòåðíî ìà-
ëîå èçìåíåíèå óãëà îðèåíòàöèè ñòåðæíÿ

çà ïåðèîä âûíóæäåííûõ îñöèëëÿöèé îñè,
è áûñòðîãî («âèáðàöèîííîãî») äâèæåíèÿ.
Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå íàáëþäàòåëÿ,
êîòîðûé íå çàìå÷àåò ìåëêîìàñøòàáíóþ è
ìàëîçàìåòíóþ äëÿ ãëàçà âèáðàöèîííóþ
ñîñòàâëÿþùóþ ýòîãî ñîñòàâíîãî äâèæåíèÿ
(èëè, ïî âûðàæåíèþ È.È. Áëåõìàíà [5],
«íå õî÷åò çàìå÷àòü»). Åñëè òàêîé íàáëþ-
äàòåëü áóäåò èñïîëüçîâàòü ñòðîáîñêîïè÷åñ-
êîå îñâåùåíèå ñ èíòåðâàëîì ìåæäó
âñïûøêàìè, ðàâíûì ïåðèîäó îñöèëëÿöèé
ïîäâåñà, îí ñìîæåò âèäåòü òîëüêî ìåäëåí-
íóþ êîìïîíåíòó äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà. Íàøà
îñíîâíàÿ çàäà÷à êàê ðàç è ñîñòîèò â íà-
õîæäåíèè ýòîé ìåäëåííîé êîìïîíåíòû.

Êîãäà ñòåðæåíü ìàÿòíèêà îòêëîíåí îò
íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñðåä-
íåì íà óãîë ψ , ìãíîâåííîå çíà÷åíèå óãëà
îòêëîíåíèÿ )(tϕ  èç-çà ïðèíóäèòåëüíûõ
îñöèëëÿöèé îñè ïîäâåðæåíî áûñòðûì ñè-
íóñîèäàëüíûì êîëåáàíèÿì ñ ÷àñòîòîé ω
îêîëî ýòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ )(tϕψ = .
Ýòî ÿñíî âèäíî èç ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòè
óãëà îòêëîíåíèÿ )(tϕ  îò âðåìåíè, ïîêà-
çàííûõ íà ðèñ. 4. Ïîýòîìó ìîæíî èñêàòü
ìãíîâåííîå çíà÷åíèå óãëà îòêëîíåíèÿ )(tϕ
êàê ñóììó ìåäëåííî èçìåíÿþùåéñÿ ôóí-

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ ω (t) ïðè êîëåáàíèÿõ ìàÿòíèêà îêîëî íèæíåãî è âåðõíåãî
ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ âìåñòå ñ ãðàôèêîì z(t) = �acoswt   âûíóæäåííûõ îñöèëëÿöèé îñè.

Ãðàôèêè ïîëó÷åíû ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3)
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êöèè )(tψ  è áûñòðîãî ñëàãàåìîãî )(tδ ,
ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî íóëþ.
Áûñòðûé ÷ëåí )(tδ  ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ
ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé ω ïðèíóäèòåëüíûõ êî-
ëåáàíèé îñè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 3 á, óãëî-
âàÿ àìïëèòóäà ýòèõ áûñòðûõ êîëåáàíèé
ïðîïîðöèîíàëüíà ñèíóñó ñðåäíåãî óãëà îò-
êëîíåíèÿ ψ:

=−=+= ψψδψϕ sin
)(

)()()()(
l

tz
tttt

t
l

a
t ωψψ cossin)( −= . (4)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå (1) äëÿ
ìãíîâåííîãî ïîëîæåíèÿ îñè z(t), â êîòî-
ðîì a � àìïëèòóäà ïðèíóäèòåëüíûõ êîëå-
áàíèé îñè, l � äëèíà ìàÿòíèêà. Çíàê âòî-
ðîãî ñëàãàåìîãî â (4) îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
÷òî êîãäà îñü íàõîäèòñÿ âûøå ñâîåãî
ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ, òî åñòü çíà÷åíèå z
ïîëîæèòåëüíî, äîïîëíèòåëüíûé óãîë

ψδ sin)( lz−=  îòðèöàòåëåí, è íàîáîðîò
(ñì. ðèñ. 3 á). Íèæå ìû ïîëó÷èì äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ èñêîìîé ìåä-
ëåííî èçìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè )(tψ , êî-
òîðàÿ îïèñûâàåò äâèæåíèå ìàÿòíèêà, óñ-
ðåäíåííîå ïî ïåðèîäó áûñòðûõ îñöèë-
ëÿöèé.

Ìîìåíò ñèëû èíåðöèè çàâèñèò îò åå

ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ tma ωω cos2  (ñì.

(2)) è îò ñèíóñà óãëà ϕ . Îñöèëëÿöèè îñè
ïðèâîäÿò ëèøü ê íåáîëüøèì îòêëîíåíè-
ÿì óãëà ϕ  îò åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ψ
(òî åñòü 1)( <<tδ  äëÿ ëþáîãî t), ïîýòîìó
äëÿ ñèíóñà óãëà ϕ  ìîæíî íàïèñàòü ñëåäó-
þùåå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå:

ψδψδψϕ cossin)sin(sin +≈+= . (5)

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå è ñ÷èòàÿ ψ
ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûì íà ïðîòÿæåíèè
ïåðèîäà îñöèëëÿöèé îñè, íàõîäèì ïðèáëè-
æåííîå çíà÷åíèå ìîìåíòà ñèëû òÿæåñòè
îòíîñèòåëüíî îñè ìàÿòíèêà, óñðåäíåííîå
ïî ïåðèîäó áûñòðûõ îñöèëëÿöèé îñè:

=+−=− )sin(sin δψϕ mglmgl

ψsinmgl−= . (6)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå

)(tδ  ðàâíî íóëþ: 0)( =tδ . Òàêèì îáðà-
çîì, ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîìåíòà ñèëû òÿ-

æåñòè áóäåò òàêèì æå, êàê â ñëó÷àå íå-
ïîäâèæíîãî ïîäâåñà: âòîðîé (îñöèëëèðó-
þùèé) ÷ëåí â âûðàæåíèè (4) äëÿ ìãíî-
âåííîãî çíà÷åíèÿ óãëà îòêëîíåíèÿ, áóäó-
÷è óìíîæåííûì íà ïîñòîÿííóþ (íå çàâè-
ñÿùóþ îò âðåìåíè) ñèëó òÿæåñòè, íå äàåò
âêëàäà â ñðåäíèé ìîìåíò ñèë. Íàïðîòèâ,
ïðè óñðåäíåíèè ïî âðåìåíè ìîìåíòà îñ-
öèëëèðóþùåé ñèëû èíåðöèè âêëàä ïåðâî-
ãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ (4) îáðàùàåòñÿ â íóëü,
íî âòîðîé ÷ëåí äàåò íåíóëåâîé âêëàä â
ñðåäíèé ìîìåíò. Òàê ïðîèñõîäèò áëàãî-
äàðÿ îäèíàêîâîé ñèíóñîèäàëüíîé çàâèñè-
ìîñòè îò âðåìåíè êàê )(tδ , òàê è ñèëû
èíåðöèè Fin(t)  (ñì. (2)):

=+ )sin()(in δψltF

=−= tlalma ωψψω 22 cossincos)(

=−= ψψω sincos
2

1 22ma

ψω 2sin
4

1 22ma−= . (7)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà-
÷åíèå êâàäðàòà êîñèíóñà ðàâíî 1/2:

21cos2 =tω . Â ñëó÷àå 2πψ >  ñðåäíèé

ìîìåíò ñèëû èíåðöèè ïîëîæèòåëåí: êîã-
äà ìàÿòíèê îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ íà-
ïðàâëåíèåì ââåðõ, ýòîò ìîìåíò ñòðåìèòñÿ
ïîâåðíóòü ñòåðæåíü ìàÿòíèêà â ïåðåâåð-
íóòîå ïîëîæåíèå. Ñðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñ-
òè âûðàæåíèé (6) è (7), ìîæíî íàéòè óñ-
ëîâèå, ïðè êîòîðîì ìîìåíò ñèëû èíåð-
öèè, äåéñòâóþùèé íà îòêëîíåííûé èç ïå-
ðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèê, ïðåâîñ-
õîäèò ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè, ñòðåìÿùåéñÿ
ïðèâåñòè ìàÿòíèê â íèæíåå ïîëîæåíèå:

gla 222 >ω . (8)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåâåðíóòîå ïîëîæå-
íèå ìàÿòíèêà óñòîé÷èâî, åñëè ìàêñèìàëü-
íàÿ ñêîðîñòü aω  îñöèëëèðóþùåé îñè

áîëüøå, ÷åì ñêîðîñòü gl2 , êîòîðóþ

òåëî, ñâîáîäíî ïàäàþùåå â ïîëå òÿæåñòè,
ïðèîáðåòàåò ïðè ïàäåíèè ñ âûñîòû, ðàâ-
íîé äëèíå ìàÿòíèêà l. Êðèòåðèé óñòîé÷è-
âîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà (8) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â äðóãîé ôîðìå, åñëè âîñïîëü-

çîâàòüñÿ âûðàæåíèåì lg=2
0ω  äëÿ ÷àñòî-
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òû ìàëûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿò-
íèêà (â îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèé ïîäâåñà).

Ïîäñòàâëÿÿ 2
0ωlg =  â (8), ïîëó÷àåì:

2
0

>⋅
ω
ω

l

a
. (9)

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ (9), ïðîèçâåäåíèå
áåçðàçìåðíîé îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû a/l
è îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû 0ωω  îñöèëëÿ-
öèé ïîäâåñà äîëæíî ïðåâûøàòü 2 . Íà-
ïðèìåð, äëÿ ìàÿòíèêà äëèíîé l = 20 ñì ïðè
÷àñòîòå âèáðàöèé îñè f = πω 2  = 100 Ãö
àìïëèòóäà a ýòèõ âèáðàöèé äîëæíà ïðå-
âûøàòü 3.2 ìì. Äëÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíè-
êà êðèòåðèé äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè
ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ äàåòñÿ òàêèìè
æå âûðàæåíèÿìè (8) èëè (9), åñëè â íèõ â
êà÷åñòâå l ïîäñòàâëÿòü ïðèâåäåííóþ äëè-
íó ìàÿòíèêà I/md, ãäå I � ìîìåíò èíåðöèè
îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, m � ìàññà
ìàÿòíèêà è d � ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùå-
íèÿ äî öåíòðà ìàññ. Îòìåòèì, ÷òî êðèòå-
ðèé (8) èëè (9) íå çàâèñèò îò òðåíèÿ.

Ïðè ìàëûõ îòíîñèòåëüíûõ àìïëèòóäàõ
a/l è âûñîêèõ îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîòàõ

0ωω  îñöèëëÿöèé ïîäâåñà êðèòåðèé (9)
ñîãëàñóåòñÿ ñ íèæíåé ãðàíèöåé óñòîé÷è-
âîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà, êîòîðóþ
ìîæíî íàéòè ïóòåì àïïðîêñèìàöèè íåëè-
íåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà (3) óðàâíåíèåì Ìà-
òüå, ñâîéñòâà ðåøåíèé êîòîðîãî äåòàëüíî
îïèñàíû â îáøèðíîé ëèòåðàòóðå ïî ýòîé
ïðîáëåìå (ñì., íàïðèìåð [8], [9] èëè [10]).
Îäíàêî èññëåäîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà óðàâ-
íåíèè Ìàòüå, äèàãðàììàõ Àéíñà�Ñòðýòòà
è áåñêîíå÷íûõ äåòåðìèíàíòàõ Õèëëà,
ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåîïðàâäàííî ñëîæíûìè
äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî,
îíè íå äàþò ÿñíîé ôèçè÷åñêîé êàðòèíû
äèíàìè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòî-
ãî ìàÿòíèêà è, ÷òî áîëåå âàæíî, ïðèìå-
íèìû ëèøü ïðè ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ
îò âåðòèêàëè. Íàïðîòèâ, ïðåäëîæåííûé
Ï.Ë. Êàïèöåé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàç-
äåëåíèè áûñòðîãî è ìåäëåííîãî äâèæåíèé
ìàÿòíèêà, äàåò î÷åíü ïðîñòîå è íàãëÿäíîå
îáúÿñíåíèå ýòîìó íåîæèäàííîìó ÿâëåíèþ.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îí ïðèìåíèì ëèøü ïðè
äîñòàòî÷íî âûñîêîé ÷àñòîòå è ìàëîé àìï-

ëèòóäå îñöèëëÿöèé ïîäâåñà, íî ñâîáîäåí
îò îãðàíè÷åíèÿ ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè
ìàÿòíèêà.

Äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû ω è
àìïëèòóäû a îñöèëëÿöèé ïîäâåñà, ïðè êî-
òîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå (8) èëè (9), ìîæ-
íî íàéòè ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷å-
íèå ñðåäíåãî îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò ïå-
ðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ 0max ψπθ −= , â
ïðåäåëàõ êîòîðîãî ìàÿòíèê áóäåò âîçâðà-
ùàòüñÿ â ïåðåâåðíóòîå ïîëîæåíèå. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü ïðàâûå ÷àñ-
òè âûðàæåíèé (6) è (7), êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþò ñðåäíèé ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè, ñòðå-
ìÿùèéñÿ îïðîêèíóòü ìàÿòíèê, è ñðåäíèé
ìîìåíò ñèëû èíåðöèè, ñòðåìÿùèéñÿ âåð-
íóòü ìàÿòíèê â ïåðåâåðíóòîå ïîëîæåíèå:
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Ýòî âûðàæåíèå äëÿ äîïóñòèìîãî óãëî-
âîãî îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò ïåðåâåðíó-
òîãî ïîëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèç-
âîëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèé ψ. ×åì áîëüøå
ïðîèçâåäåíèå ω a ÷àñòîòû è àìïëèòóäû
îñöèëëÿöèé ïîäâåñà, òåì áëèæå ê 2π
ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå îòêëîíåíèå ìà-
ÿòíèêà maxθ  îò ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ.
Åñëè ìàÿòíèê îòêëîíèòü íà óãîë, ìåíüøèé

maxθ , ìàÿòíèê áóäåò ñîâåðøàòü ñðàâíè-
òåëüíî ìåäëåííûå êîëåáàíèÿ îêîëî ïåðå-
âåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ. Ýòî ìåäëåííîå äâè-
æåíèå ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå ñîâìåñò-
íîãî äåéñòâèÿ ñðåäíåãî ìîìåíòà ñèëû
èíåðöèè è ñèëû òÿæåñòè. Íà ìåäëåííîå
äâèæåíèå ìàÿòíèêà íàëàãàþòñÿ áûñòðûå
êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé âûíóæäåííûõ îñ-
öèëëÿöèé ïîäâåñà (ðèñ. 4). Ïîä äåéñòâè-
åì òðåíèÿ ìåäëåííàÿ êîìïîíåíòà äâèæå-
íèå ïîñòåïåííî çàòóõàåò, è â êîíöå êîí-
öîâ ìàÿòíèê óñòàíàâëèâàåòñÿ â ïåðåâåð-
íóòîì ïîëîæåíèè.

Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà íà-
áëþäàåòñÿ è ïðè îòêëîíåíèè îò íèæíåãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íî â ýòîì ñëó÷àå
÷àñòîòà ìåäëåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà
áîëüøå, ÷åì îêîëî ïåðåâåðíóòîãî ïîëî-
æåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü â ýòîì ñëó÷àå
è ñðåäíèé ìîìåíò ñèëû èíåðöèè, è ìî-
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ìåíò ñèëû òÿæåñòè ñòðåìÿòñÿ âåðíóòü ìà-
ÿòíèê â íèæíåå ïîëîæåíèå. Ïîýòîìó ÷àñ-
òîòà òàêèõ ìåäëåííûõ êîëåáàíèé âûøå
÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíè-
êà â îòñóòñòâèå âèáðàöèé îñè. Êàê îòìå-
÷àë Ï.Ë. Êàïèöà, ìàÿòíèêîâûå ÷àñû íà
âèáðèðóþùåì îñíîâàíèè âñåãäà ñïåøàò.

5. ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÉ ÏÎÒÅÍÖÈÀË ÄËß
ÌÅÄËÅÍÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß ÌÀßÒÍÈÊÀ

Ïðèáëèæåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ ìåäëåííîé êîìïîíåíòû äâè-
æåíèÿ )(tψ  â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ îñüþ, ìîæíî íàïèñàòü
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óãëîâîå óñêîðåíèå
ìàÿòíèêà )(tψ&&  â ýòîì ìåäëåííîì äâèæå-
íèè îïðåäåëÿåòñÿ ñóììàðíûì ìîìåíòîì

)(ψN  äåéñòâóþùèõ íà ìàÿòíèê ñèë, óñ-
ðåäíåííûì ïî ïåðèîäó áûñòðûõ îñöèëëÿ-
öèé îñè. Ó÷èòûâàÿ ìîìåíòû ñèëû òÿæåñ-
òè ψsinmg  è ñèëû èíåðöèè (2), ïîëó÷à-
åì:

     ψψωψωψ sincos
2

1
sin 2

2

2
2
0

l

a−−=&& .  (11)

Ñðåäíèé ìîìåíò ñèë â ïðàâîé ÷àñòè
(11) ðàññ÷èòàí ïðèáëèæåííî â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ìåäëåííî èçìåíÿþùàÿñÿ êî-
îðäèíàòà )(tψ  «çàìîðîæåíà».

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìåäëåííîå äâèæåíèå
ìàÿòíèêà )(tψ , êîòîðîå òîëüêî è âèäèò
óïîìèíàâøèéñÿ âûøå íàáëþäàòåëü, íå çà-

ìå÷àþùèé ìàëûõ áûñòðûõ îñöèëëÿöèé,
óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü êàê äâèæåíèå ÷àñòè-
öû â ýôôåêòèâíîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå,
îïèñûâàåìîì ôóíêöèåé U = U(ψ), òàêîé,
÷òî ìîìåíò ñèë N(ψ) = �dU(ψ)/dψ . Âïåð-
âûå òàêîé ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë áûë
ïðåäëîæåí Ë.Ä. Ëàíäàó è Å.Ì. Ëèôøè-
öåì [4] è âïîñëåäñòâèè ââîäèëñÿ ðàçíûìè
ìåòîäàìè â äðóãèõ èññëåäîâàíèÿõ (ñì, íà-
ïðèìåð [11], [12] èëè [13]). Ýôôåêòèâ-
íûé ïîòåíöèàë ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:
Ugr(ψ) è Uin(ψ), îïèñûâàþùèõ ñîîòâåò-
ñòâåííî äåéñòâèå ñèëû òÿæåñòè è ñðåäíåé
ñèëû èíåðöèè:

=+= )()()( ingr ψψψ UUU

)2cos1(
4

1
)cos1( 22 ψωψ −+−= mamgl . (12)

Ãðàôèêè Ugr(ψ) è Uin(ψ) ïîêàçàíû íà
ðèñ. 5. Îáà ãðàôèêà èìåþò ñèíóñîèäàëü-
íóþ ôîðìó, íî ïåðèîä Uin(ψ) âäâîå ìåíü-
øå ïåðèîäà Ugr(ψ). Èõ ìèíèìóìû ïðè
ψ = 0 ñîâïàäàþò, îáðàçóÿ àáñîëþòíûé ìè-
íèìóì ïîëíîé ôóíêöèè U(ψ) = Utot(ψ).
Ýòîò ìèíèìóì ñîîòâåòñòâóåò íèæíåìó óñ-
òîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ìàÿò-
íèêà. Íî ñîñåäíèé ìèíèìóì Uin(ψ) ðàñ-
ïîëîæåí ïðè πψ = , ãäå Ugr(ψ) èìååò ìàê-
ñèìóì, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåâåðíóòîìó
ìàÿòíèêó.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé óñòîé÷è-
âîñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà (8) èëè (9),
ïîëíûé ïîòåíöèàë U = U(ψ) (12) èìååò
(ïîìèìî àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà ïðè ψ = 0,
ñîîòâåòñòâóþùåãî íèæíåìó ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ) îòíîñèòåëüíûå ìèíèìóìû ïðè

πψ ±= . Ýòè äîïîëíèòåëüíûå ìèíèìóìû

ñîîòâåòñòâóþò ïåðåâåðíóòîìó ïîëîæåíèþ
ìàÿòíèêà. Êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû, çàõâà÷åí-
íîé â òàêîì ìèíèìóìå, îïèñûâàþò ïîâå-
äåíèå ìàÿòíèêà â îêðåñòíîñòè ïåðåâåð-
íóòîãî ïîëîæåíèÿ.

Ìåäëåííûå êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòó-
äû, ïðîèñõîäÿùèå âáëèçè äíà êàæäîé èç
ýòèõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿì, áóäóò ïî÷òè ãàð-
ìîíè÷åñêèìè. Âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòîò ìà-
ëûõ êîëåáàíèé â ýòèõ ÿìàõ ìîæíî íàéòè
èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (11) äëÿ

Ðèñ. 5. Ãðàôèêè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëå
òÿæåñòè Ugr(ψ), ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Uin(ψ),
ñîîòâåòñòâóþùåé ìîìåíòó ñðåäíåé ñèëû èíåðöèè,
è ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(ψ) = Utot(ψ)

äëÿ ìàÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì
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ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ, ïîëîæèâ â íåì

ψψ ≈sin , 1cos ≈ψ  ïðè ìàëûõ êîëåáàíè-

ÿõ îêîëî ψ = 0 è θθπψ ≈−= )sin(sin ,
1cos −≈ψ  ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ îêîëî

πψ ±= :

ψωωψ )
2

1
( 2

2

2
2
0

l

a+−=&& ,

θωωθ )
2

1
( 2

2

2
2
0

l

a+−−=&& . (13)

Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòóòû ωdown è
ωup êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñîîòâåòñòâåííî
îêîëî íèæíåãî (ψ = 0) è âåðõíåãî

( πψ ±= ) ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè ìà-

ëîì ðàçìàõå ýòèõ êîëåáàíèé äàþòñÿ ñëå-
äóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

2
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22
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2
ωωω +=

l

a
,
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22
2
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2
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a
. (14)

Ñêëîíû ìåëêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ìè-
íèìóìîâ èìåþò ìåíüøóþ êðóòèçíó, ÷åì
ñêëîíû îñíîâíîãî ìèíèìóìà. Ïîýòîìó
÷àñòîòà ωup ìåäëåííûõ êîëåáàíèé îêîëî
ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ íèæå ÷àñòîòû
ωdown ìàëûõ êîëåáàíèé îêîëî íèæíåãî ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Âûðàæåíèÿ (14) äëÿ ÷àñòîò ìåäëåííûõ
êîëåáàíèé ωup è ωdown èëëþñòðèðóþòñÿ
ãðàôèêàìè íà ðèñ. 4, ïîëó÷åííûìè ñ ïî-
ìîùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (3). Äëÿ íàãëÿäíîñòè âûáðàí ïðè-
ìåð, â êîòîðîì ÷àñòîòà âîçáóæäåíèÿ
ω = 16ω0, à àìïëèòóäà a = 0.153l, òàê ÷òî

(a2/2l2)ω 2 = 3.0 2
0ω . Â ýòîì ñëó÷àå âûðà-

æåíèÿ (14) äàþò äëÿ ÷àñòîòû ìåäëåííûõ
êîëåáàíèé îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ çíà-
÷åíèå ωdown = 2ω0, ðîâíî âäâîå ïðåâûøà-
þùåå ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó. Òîãäà ïåðèîä
ìåäëåííûõ êîëåáàíèé Tdown äîëæåí áûòü
âäâîå ìåíüøå ïåðèîäà T0 ñîáñòâåííûõ êî-
ëåáàíèé ìàÿòíèêà â îòñóòñòâèå îñöèëëÿ-
öèé îñè. Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ìàÿòíèê
ñîâåðøàåò ðîâíî äâà ìåäëåííûõ êîëåáà-
íèÿ íà ïðîòÿæåíèè ïåðèîäà T0, êîòîðûé
â ýòîì ïðèìåðå (ïðè ω = 16ω0) ñîñòàâëÿåò

16 ïåðèîäîâ ωπ2=T  ïðèíóäèòåëüíûõ îñ-

öèëëÿöèé îñè. Øêàëà âðåìåíè íà ãðàôè-
êàõ ïðîãðàäóèðîâàíà â åäèíèöàõ T.

Äëÿ ÷àñòîòû ìåäëåííûõ êîëåáàíèé
îêîëî ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ âûðàæå-

íèÿ (14) äàþò çíà÷åíèå ωup = 2 ω0, òî
åñòü ïåðèîä ìåäëåííûõ êîëåáàíèé

Tup = T0 2 . Ýòî çíà÷åíèå ïåðèîäà òàêæå
õîðîøî ïîäòâåðæäàåòñÿ íèæíèì ãðàôè-
êîì íà ðèñ. 4.

Ãðàôèêè íà ðèñ. 4 ïîêàçûâàþò, ÷òî
ìåäëåííîå äâèæåíèå ìàÿòíèêà íàèáîëåå
ñèëüíî èñêàæåíî âûñîêî÷àñòîòíûìè êî-
ëåáàíèÿìè âáëèçè êðàéíèõ îòêëîíåíèé ìà-
ÿòíèêà. Èñêàæåíèÿ ãðàôèêîâ ϕ(t) ñðàâíè-
òåëüíî íåâåëèêè, êîãäà ìàÿòíèê ïåðåñå-
êàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Òàêîå ïîâå-
äåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ âûðàæåíèåì (4), ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó óãëîâàÿ àìïëèòóäà áûñò-
ðûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ìàÿòíèêà ïðîïîð-
öèîíàëüíà ñèíóñó ñðåäíåãî óãëà îòêëîíå-
íèÿ ψ , õàðàêòåðèçóþùåãî ìåäëåííóþ ñî-
ñòàâëÿþùóþ äâèæåíèÿ.

Åñëè â ôîðìóëàõ (14) ïîëîæèòü ω0 = 0,
ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòû
ωslow ìàëûõ ìåäëåííûõ êîëåáàíèé ìàÿò-
íèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì â îòñóò-
ñòâèå ñèëû òÿæåñòè:

l

a

2
slow =ω . (15)

Òàêèå êîëåáàíèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü
îêîëî êàæäîãî èç äâóõ äèíàìè÷åñêè ñòà-
áèëèçèðîâàííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ,
ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ â ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ íà ëèíèè îñöèë-
ëÿöèé îñè ìàÿòíèêà. Êîãäà îñöèëëÿöèè
îñè ïðîèñõîäÿò ïðè íàëè÷èè ñèëû òÿæåñ-
òè, ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè äîáàâëÿåòñÿ ê
ñðåäíåìó ìîìåíòó ñèëû èíåðöèè. Ðåçóëü-
òèðóþùèé âîçâðàùàþùèé ìîìåíò âáëè-
çè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ âîçðàñòàåò, ÷òî
ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé
÷àñòîòû ìåäëåííûõ êîëåáàíèé ωdown  ïî
ñðàâíåíèþ ñ ωslow. Âáëèçè âåðõíåãî ïî-
ëîæåíèÿ ñèëà òÿæåñòè óìåíüøàåò ñðåä-
íèé âîçâðàùàþùèé ìîìåíò ñèëû èíåð-
öèè, óìåíüøàÿ òåì ñàìûì ÷àñòîòó ωup
ìåäëåííûõ êîëåáàíèé ïåðåâåðíóòîãî ìà-
ÿòíèêà.
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Ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìîâ ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè U = U(ψ) îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-
ìóëàìè (10). Âåðøèíû ïîòåíöèàëüíûõ áà-
ðüåðîâ ìåæäó ñîñåäíèìè ÿìàìè ñîîò-
âåòñòâóþò îòêëîíåíèÿì 0ψ±  ( 20 πψ > ) îò

íèæíåãî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ è

maxθ±  ( 2max πθ < ) îò âåðõíåãî (ïåðåâåð-
íóòîãî) ïîëîæåíèÿ (ðèñ. 5). Ïðè òàêèõ îò-
êëîíåíèÿõ ñðåäíèé ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè
óðàâíîâåøåí ñðåäíèì ìîìåíòîì ñèëû
èíåðöèè. Îäíàêî ýòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ íåóñòîé÷èâû: ïðè ìàëåéøåì âîçìó-
ùåíèè ìàÿòíèê ìåäëåííî ñîñêàëüçûâàåò
â îäíó èç ïîòåíöèàëüíûõ ÿì è ñîâåðøàåò
â íåé êîëåáàíèÿ, äâèãàÿñü îò îäíîãî ñêëî-
íà äî äðóãîãî. Ôîðìà òàêèõ êîëåáàíèé
ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñèíóñîèäàëüíîé: ìà-
ÿòíèê íàäîëãî çàäåðæèâàåòñÿ âáëèçè âåð-
øèíû ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà (âáëèçè
ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ), çàòåì äîâîëü-
íî áûñòðî ïðîõîäèò íàä äíîì ïîòåíöè-
àëüíîé ÿìû è ìåäëåííî âçáèðàåòñÿ íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé ñêëîí ïåðåä òåì, êàê íà-
÷àòü îáðàòíîå äâèæåíèå.

Ïîëó÷åííûå çäåñü ïðèáëèæåííûå ðå-
çóëüòàòû ñïðàâåäëèâû ïðè äîñòàòî÷íî âû-
ñîêîé ÷àñòîòå ω >> ω0 è ìàëîé àìïëèòóäå
a << l âûíóæäåííûõ îñöèëëÿöèé ïîäâåñà.
Èç ãðàôèêà U = U(ψ)  (ðèñ. 5) ñëåäóåò,
÷òî íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ âñåãäà
óñòîé÷èâî, à âåðõíåå ïåðåâåðíóòîå ïîëî-
æåíèå óñòîé÷èâî, êîãäà íà êðèâîé ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè U = U(ψ) ñóùåñòâóþò
äîïîëíèòåëüíûå ìèíèìóìû ïðè πψ ±= ,
òî åñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (8) èëè
(9). Óòî÷íåííûé êðèòåðèé äèíàìè÷åñêîé
ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà,

ñïðàâåäëèâûé â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè
ïàðàìåòðîâ, â òîì ÷èñëå ïðè ñðàâíèòåëü-
íî íèçêèõ ÷àñòîòàõ è áîëüøèõ àìïëèòó-
äàõ âûíóæäåííûõ îñöèëëÿöèé ïîäâåñà,
áóäåò ïîëó÷åí â ñëåäóþùåé ñòàòüå íà ýòó
òåìó.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â îïðåäå-
ëåííûõ èíòåðâàëàõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû (èíòåðâàëàõ ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè) íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ ìàÿòíèêà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷è-
âûì: íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå ïàðàìåòðè÷åñ-
êîãî ðåçîíàíñà, ïðè íàñòóïëåíèè êîòîðî-
ãî ìàëûå íà÷àëüíûå êîëåáàíèÿ ïðîãðåñ-
ñèâíî íàðàñòàþò. Ýòî íèêàê íå âûòåêàåò
èç ïðèâåäåííîãî çäåñü èññëåäîâàíèÿ, îñ-
íîâàííîãî íà ðàçëîæåíèè äâèæåíèÿ ìàÿò-
íèêà íà áûñòðóþ è ìåäëåííóþ ñîñòàâëÿþ-
ùèå. Äåëî â òîì, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèé ðå-
çîíàíñ íàñòóïàåò ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ ñèñòåìû, ãäå ýòî ðàçëîæåíèå íå-
âîçìîæíî. Â ñëåäóþùåé ñòàòüå áóäåò ïî-
êàçàíî, ÷òî è âåðõíåå (äèíàìè÷åñêè ñòà-
áèëèçèðîâàííîå) ïîëîæåíèå òîæå ìîæåò
ñòàòü íåóñòîé÷èâûì: ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øîé àìïëèòóäå îñöèëëÿöèé ïîäâåñà âîç-
áóæäàþòñÿ êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà îêîëî ïå-
ðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ñ ïåðèîäîì, âäâîå
áîëüøèì âûíóæäàþùåãî ïåðèîäà. Ýòà òàê
íàçûâàåìàÿ ôëàòòåð-ìîäà êîëåáàíèé ðîä-
ñòâåííà îñíîâíîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðå-
çîíàíñó íåïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ,
ôëàòòåð-ìîäà è äðóãèå ñëîæíûå ïðèìåðû
ïîâåäåíèÿ ìàÿòíèêà èìåþò ìåñòî ïðè òà-
êèõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû è àìïëèòóäû îñ-
öèëëÿöèé ïîäâåñà, ïðè êîòîðûõ íàãëÿäíûé
ìåòîä ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèÿ íà áûñòðóþ è
ìåäëåííóþ ñîñòàâëÿþùèå íåïðèìåíèì.
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Abstract

A simple physical explanation is suggested for parametric resonance caused by
constrained vertical oscillations of the pivot. The phenomenon of dynamic stabilization of
the inverted pendulum whose pivot is constrained to oscillate with a high frequency is
considered in detail. A computer program simulating the physical system aids the analytical
investigation of the subject in a manner that is mutually reinforcing.

Keywords: oscillations, parametric resonance, inverted pendulum, dynamic stabilization,
stability criterium, effective potential.
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