
22

Ðîìàíîâñêèé È.Â., Åéáîæåíêî Ä.À.

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 5, 2010 ã.

ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÅÒÎÄÀ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ØÒÅÉÍÅÐÀ

ÍÀ ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÃÐÀÔÀÕ

Ðîìàíîâñêèé Èîñèô Âëàäèìèðîâè÷,
Åéáîæåíêî Äìèòðèé Àíàòîëüåâè÷

Àííîòàöèÿ

Çàäà÷à Øòåéíåðà íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ � íàèáîëåå îáùàÿ â ñåìåéñòâå çàäà÷
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ýòà ñòàòüÿ ñâÿçàíà ñî ñòàòüåé È.Â. Ðî-
ìàíîâñêîãî [1], ïîñâÿùåííîé çàäà÷å Øòåé-
íåðà. Â íåé îïèñûâàëñÿ àëãîðèòì òî÷íîãî
ðåøåíèÿ «ãðàôîâîé» âåðñèè çàäà÷è, ïðè-
÷åì âàðèàíòó ñ îðèåíòèðîâàííûìè ãðàôà-
ìè. Àëãîðèòì â [1] îñíîâûâàëñÿ íà ìåòî-
äå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è
óðàâíåíèè Áåëëìàíà. Êàê áûëî îòìå÷åíî,
àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü è
ìàëîïðèìåíèì äëÿ çàäà÷ áîëüøèõ ðàçìåð-
íîñòåé. Çäåñü  ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå
ñïåöèàëüíûå âèäû çàäà÷, à òàêæå ìîäèôè-
êàöèè ñàìîãî ìåòîäà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
ïðèìåíÿòü åãî äëÿ çàäà÷ ñ áîëüøèì ÷èñ-
ëîì òåðìèíàëîâ. Íî ïðåæäå íàïîìíèì íå-
êîòîðûå ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷åé Øòåé-
íåðà, à òàêæå ïðèâåäåì ïðèìåðû èñïîëü-
çîâàíèÿ  åå íà ïðàêòèêå.

ßêîá Øòåéíåð (1796�1863) � èçâåñò-
íûé íåìåöêèé ãåîìåòð. Åãî íàó÷íûå èíòå-
ðåñû áûëè ñâÿçàíû â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ãåî-
ìåòðèåé. Øòåéíåð äîñòèã â ýòîé îáëàñòè
çíà÷èòåëüíûõ óñïåõîâ è çàñëóæåííî ñ÷èòà-
åòñÿ îòöîì-îñíîâàòåëåì ñîâðåìåííîé ñèí-
òåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ, ïðèíèìàÿ

çà áàçó íåêîòîðûé íàáîð àêñèîì, âûâîäèò
èç íèõ äðóãèå óòâåðæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè ëîãè÷åñêèõ âûâîäîâ (âñåì
èçâåñòíàÿ ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà ÿâëÿåòñÿ ïðè-
ìåðîì ñèíòåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè). Â ïðî-
öåññå ñâîèõ èçûñêàíèé îí ñôîðìóëèðîâàë
çàäà÷ó, êîòîðàÿ âïîñëåäñòâèè ñòàëà íàçû-
âàòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷åé Øòåéíåðà1.

Íà äàííûé ìîìåíò ðàñïðîñòðàíåíû
íåñêîëüêî âèäîâ çàäà÷è Øòåéíåðà:

1. Åâêëèäîâà (ãåîìåòðè÷åñêàÿ). Çàäàí
íàáîð òî÷åê íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè,
òðåáóåòñÿ íàéòè êðàò÷àéøóþ ñåòü, êîòî-
ðàÿ ñîåäèíÿåò âñå òî÷êè. Ñåòü ìîæåò èìåòü
äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, íàçû-
âàåìûå òî÷êàìè Øòåéíåðà.

2. Ïðÿìîóãîëüíàÿ [8]. Ýòî ÷àñòíûé ñëó-
÷àé åâêëèäîâîé çàäà÷è Øòåéíåðà. Â íåé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êà-
ìè èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìåòðèêà

|)||(|)),(),,((: 212122111 yyxxyxyxL −+−=ρ .

Åå åùå íàçûâàþò ìàíõåòòåíñêîé2.

1 Ñóùåñòâóåò, êñòàòè, è äðóãàÿ çàäà÷à Øòåéíåðà.
Âîò îíà: íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèè xx1 . Ðåøåíèåì åå
ÿâëÿåòñÿ x = e.

2 Îñíîâíàÿ ÷àñòü îñòðîâà Ìàíõåòòåí â Íüþ-Éîð-
êå ðàñ÷åð÷åíà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé óëèö è àâåíþ. Â
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå ïîäîáíûì îáðàçîì ðàñ÷åð÷åí Âàñè-
ëüåâñêèé îñòðîâ, òàê ÷òî çàäà÷ó ìîæíî áûëî áû íàçû-
âàòü è âàñèëåîñòðîâñêîé.

ÓÄÊ 519.176
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ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

3. Â ñåòÿõ (íà íåîðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôàõ). Äàí ãðàô G (M, N) ïîäìíîæåñòâî

MT ⊆  âåðøèí-òåðìèíàëîâ è ïîëîæèòåëü-
íûå äëèíû äóã (ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî äëè-
íà åñòü ôóíêöèÿ îò äóãè +→RNd : ). Íå-
îáõîäèìî íàéòè ñåòü íàèìåíüøåé äëèíû â
ãðàôå, ñîåäèíÿþùóþ âñå òåðìèíàëû èç T.

4. Íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ. Ïóñòü
G (M, N) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ çà-
äàííîé íà äóãàõ ôóíêöèåé +→RNd : . Â
M âûäåëåíà íà÷àëüíàÿ âåðøèíà b è ìíî-
æåñòâî òåðìèíàëüíûõ âåðøèí E. Èùåòñÿ
äåðåâî ìèíèìàëüíîé äëèíû ñ êîðíåì â çà-
äàííîé âåðøèíå b, ñîäåðæàùåå ïóòè îò b
äî ëþáîãî òåðìèíàëà èç E.

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ

Ðàçëè÷íûå âèäû çàäà÷è Øòåéíåðà øè-
ðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ âî
ìíîãèõ îáëàñòÿõ. Ðàññêàæåì ëèøü ïðî
íåêîòîðûå èç íèõ.

VLSI-ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈÅ

Àááðåâèàòóðà VLSI ðàñøèôðîâûâàåò-
ñÿ êàê Very Large Scale Integration. Ýòî
ïðîöåññ ñîçäàíèÿ ñâåðõáîëüøèõ èíòåã-
ðàëüíûõ ñõåì (ìèêðîñõåì) ïóòåì êîìáè-
íèðîâàíèÿ ìèëëèîíîâ (à ñåé÷àñ óæå è ìèë-
ëèàðäîâ) òðàíçèñòîðîâ. Âñåì èçâåñòíûå
öåíòðàëüíûå ïðîöåññîðû (CPU) è ãðàôè-
÷åñêèå ïëàòû (GPU) ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè
VLSI-óñòðîéñòâ.

Ïðîöåññ ñîçäàíèÿ òàêèõ ìèêðîñõåì
òðóäîåìîê è ñîñòîèò èç ìíîãèõ ýòàïîâ, ñðå-
äè êîòîðûõ ìîæíî òàê âûäåëèòü êëþ÷åâûå:

• Ïðîåêòèðîâàíèå ëîãè÷åñêîé ñõåìû,
êîòîðàÿ ðåøàëà áû çàäà÷è, îïðåäåëåííûå
òðåáîâàíèÿìè çàêàç÷èêà.1

• Ôèçè÷åñêîå ðàçìåùåíèå òðàíçèñòî-
ðîâ íà ïëàòå íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì îá-
ðàçîì.

• Ïðîâåäåíèå ñîåäèíåíèé ìåæäó êîí-
òàêòàìè ñõåìû.

Èìåííî íà ïîñëåäíåì ýòàïå è èñïîëü-
çóåòñÿ çàäà÷à Øòåéíåðà, à òî÷íåå, åå ìàí-
õåòòåíñêàÿ âåðñèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ïðî-
åêòèðîâùèêè ïðåäïî÷èòàþò ñîåäèíåíèÿ,
ñîïðÿãàþùèåñÿ èëè ïîâîðà÷èâàþùèåñÿ
ïîä óãëîì 90°. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëü-
øå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ íåñòàíäàðòíûì àð-
õèòåêòóðàì: àðõèòåêòóðå, ãäå ñîåäèíåíèÿ
ïðîâîäÿòñÿ ïîä óãëàìè â 120° 2, è àðõè-
òåêòóðå, â êîòîðîé ê óãëàì â 90° äîáàâëÿ-
þòñÿ òàêæå âñåâîçìîæíûå ïðîìåæóòî÷íûå
óãëû â 45°.

ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ
ÔÈËÎÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÅÐÅÂÜÅÂ

Ôèëîãåíåòè÷åñêîå äåðåâî � ýòî äåðå-
âî, îòðàæàþùåå ýâîëþöèîííûå âçàèìîñâÿ-
çè ìåæäó ðàçëè÷íûìè âèäàìè èëè äðóãè-
ìè ñóùíîñòÿìè, èìåþùèìè îáùåãî ïðåä-
êà [9]. Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ òà-
êèõ äåðåâüåâ � òåõíèêà, èñïîëüçóþùàÿ
äàííûå î áåëêîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.
Â ýòîì ñïîñîáå äëÿ êîíêðåòíîãî íàáîðà
áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ, êàæäîìó èç êîòî-
ðûõ ñîïîñòàâëåíû îäèíàêîâûå ïðîòåèíî-
âûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñòðîèòñÿ äåðåâî.
Ñèìâîëàìè â ïðîòåèíîâîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ àìèíîêèñëîòû,
êàæäàÿ èç óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè íóêëåî-
òèäîâ. Ïðèðîäà èñïîëüçóåò 4 íóêëåîòèäà:
A, C, G, U, òàê ÷òî â ïðèíöèïå ìîæåò
áûòü 64 òàêèõ òðîéêè, íî ñóùåñòâóåò òîëü-
êî 20 àìèíîêèñëîò. Òî åñòü êàæäàÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî ñòðîêà èç ñèìâîëîâ
àëôàâèòà ðàçìåðà 20. Íà ìíîæåñòâå òà-
êèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çàäàíà ìåòðèêà,
íàçûâàåìàÿ ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà: ïðè
óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â îáåèõ ñòðî-
êàõ ðàâíî, îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî
îòëè÷àþùèõñÿ ñèìâîëîâ â íèõ. Â ãðàôå
G (M, N) ìíîæåñòâî M � ìíîæåñòâî íóê-
ëåîòèäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à N �
M×M (ïîëíûé ãðàô), ïðè ýòîì äëèíû äóã
ãðàôà çàäàþòñÿ ðàññòîÿíèÿìè Õýììèíãà
ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè öåïî÷êàìè.

1 Ñåé÷àñ ýòà ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàêèõ êàê Verilog,
ïîõîæèé ïî ñèíòàêñèñó íà îáû÷íûé Ñè.

2 Êàçàëîñü áû, òàêàÿ àðõèòåêòóðà åùå áîëåå îãðàíè÷åíà, ÷åì ñòàíäàðòíàÿ, çà÷åì æå åå èñïîëüçîâàòü?  Âîç-
ìîæíî, äåëî â íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è Øòåéíåðà: ñòåïåíü êàæäîé
òî÷êè Øòåéíåðà íå äîëæíà ïðåâûøàòü 3, è ñîåäèíÿòüñÿ ïóòè äîëæíû ðîâíî ïîä óãëàìè 120°.
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ÍÀÏÎÌÈÍÀÍÈÅ

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îñíîâíîé ÷àñòè,
íàïîìíèì ñóòü àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ èç [1] äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Øòåéíåðà íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðà-
ôàõ. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî äëÿ
âñåõ âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ âåðøèí è âñåõ
âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ òåðìèíàëüíîãî
ìíîæåñòâà. Ñîñòîÿíèå ïðîöåññà õàðàêòåðè-
çóåòñÿ òåêóùåé íà÷àëüíîé òî÷êîé è ïîäìíî-
æåñòâîì òåðìèíàëîâ, è â êàæäîì ñîñòîÿíèè
ìîæíî ïåðåéòè ïî ëþáîé èñõîäÿùåé äóãå,
ëèáî âûáðàòü ëþáîå ðàçáèåíèå ïîäìíîæå-
ñòâà òåðìèíàëîâ íà äâà ïîäìíîæåñòâà è ðå-
øàòü çàäà÷è äëÿ íèõ îòäåëüíî. Ðåøåíèåì
çàäà÷è äëÿ ñîñòîÿíèÿ ( ρEi, ) ÿâëÿåòñÿ

)},(),,(min{),( ρρρ EivEivEi partcont= , ãäå

}|),(min{),( ijbegEjendvlEiv jcont =+= ρρ �

íàèìåíüøèå çàòðàòû ïðè ïåðåõîäå ïî âû-
áèðàåìîé èñõîäÿùåé äóãå j,

}|\,(),(min{),( ρρρ EAAEivAivEivpart ⊂+= �

íàèìåíüøèå çàòðàòû ïðè âûáèðàåìîì ðàç-
áèåíèè ìíîæåñòâà òåðìèíàëîâ.

ÇÀÄÀ×À ÍÀ ÊÎÍÖÅÍÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ
ÎÊÐÓÆÍÎÑÒßÕ

Ïóñòü íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè èìå-
åòñÿ ìíîæåñòâî êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæ-
íîñòåé, íà êàæäîé èç êîòîðûõ òàêæå çà-
äàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Ðàñ-

ñìîòðèì ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòî-
ðîãî ñîñòîèò èç âûáðàííûõ òî÷åê, à òàê-
æå öåíòðàëüíîé òî÷êè ñèñòåìû îêðóæíî-
ñòåé. Ëþáûå äâå òî÷êè ñîñåäíèõ (è òîëü-
êî ñîñåäíèõ) îêðóæíîñòåé ñîåäèíåíû ïî-
ïàðíî äóãàìè, âåäóùèìè îò âíóòðåííåé îê-
ðóæíîñòè ê âíåøíåé. Äëèíà äóãè îïðåäå-
ëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó åå
âåðøèíàìè íà ïëîñêîñòè. Íà÷àëüíàÿ òî÷-
êà çàäà÷è Øòåéíåðà � öåíòðàëüíàÿ òî÷-
êà ñèñòåìû, ìíîæåñòâî òåðìèíàëîâ � íå-
êîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí
âíåøíåé îêðóæíîñòè  (ñì. ðèñ. 1)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêîé çàäà÷è ìîæíî
ñäåëàòü àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ áîëåå áûñòðûì, îãðàíè÷èâ
ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäìíîæåñòâ
òåðìèíàëîâ. À èìåííî, áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî òàêèå ïîäìíîæåñòâà, âñå ýëå-
ìåíòû êîòîðûõ ñëåäóþò îäèí çà äðóãèì
íà îêðóæíîñòè. Òî åñòü íå ñóùåñòâóåò òåð-
ìèíàëà, íå âîøåäøåãî â ìíîæåñòâî, ðàç-
äåëÿþùåãî äâà òåðìèíàëà èç ìíîæåñòâà.
Â òî æå âðåìÿ, íåòåðìèíàëüíûõ âåðøèí
ìåæäó òåðìèíàëàìè èç òàêîãî ìíîæåñòâà
ìîæåò áûòü ëþáîå ÷èñëî (ñì. ðèñ. 2).

Â ìíîæåñòâå èç k òåðìèíàëîâ ñîäåð-
æèòñÿ ëèøü k(k � 1) + 2 < k2 ïîäìíîæåñòâ,
ñîñòîÿùèõ èç âåðøèí, èäóùèõ ïîäðÿä.
Ýòî k îäíîýëåìåíòíûõ, k äâóõýëåìåíòíûõ
è ò. ä., k (k � 1)-ýëåìåíòíûõ, à òàêæå ïóñ-
òîå ïîäìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî âñåõ òåð-
ìèíàëîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî àëãîðèòì äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ òàêèì îã-
ðàíè÷åíèåì áóäåò èìåòü íå ýêñïîíåíöè-
àëüíóþ, à ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü.

Îäíàêî íàì íåîáõîäèìî óäîñòîâåðèòü-
ñÿ, ÷òî àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ñ òàêèìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ
ýòîé çàäà÷è ïî-ïðåæíåìó áóäåò âûäàâàòü
òî÷íîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

Ðèñ. 1. Ïðèìåð çàäà÷è Ðèñ. 2. Ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
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ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ñîñòîÿíèè (i, ST)
ïðîöåññà (i � òåêóùàÿ íà÷àëüíàÿ âåðøè-
íà, ST � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî òåðìè-
íàëîâ) äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {SA, ST \ A},
íå óäîâëåòâîðÿþùåãî îãðàíè÷åíèÿì, ñó-
ùåñòâóåò ðàçáèåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îã-
ðàíè÷åíèÿì, êîòîðîå äàåò íå õóäøèé ðå-
çóëüòàò.

Òî, ÷òî ðàçáèåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèÿì, îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
âåðøèíû a, b ∈ SA,  ðàñïîëîæåííûå ÷åðåç
îäíó: c, d ∈ ST \ A. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå, ïî-
ëó÷åííîå èç òàêîãî ðàçáèåíèÿ (ñì. ðèñ. 3).

Ñóùåñòâóþò äâå ñîñåäíèå îêðóæíîñòè,
ìåæäó êîòîðûìè ïóòè i → c è i → b  ïåðå-
ñåêàþòñÿ. Ïóñòü ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò
íà äóãàõ (x1, y2) è (x2, y1). Òîãäà, åñëè âûá-
ðîñèòü èç ïóòåé ýòè äóãè è âñòàâèòü âìåñ-
òî íèõ äóãè (x1, y1) è (x2, y2), ïîëó÷èì íå-
êîòîðîå ðåøåíèå äëÿ ðàçáèåíèÿ, â êîòî-
ðîì a, b ∈ SA, c, d ∈ ST \ A. Î÷åâèäíî, ÷òî
|(x1, y1)| + |(x2, y2)| ≤ |(x1, y2)| + |(x2, y1)|, à
çíà÷èò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ òàêîãî
ðàçáèåíèÿ íå áîëüøå, ÷åì äëÿ èñõîäíîãî.
Ìåíÿÿ òàêèì îáðàçîì ìåñòàìè âñå «ïåðå-
êðåùèâàþùèåñÿ» âåðøèíû, ïðèäåì ê ðàç-
áèåíèþ, óäîâëåòâîðÿþùåìó íàëîæåííûì
îãðàíè÷åíèÿì, è ïðè ýòîì ïîëó÷àåìîå ñ
ïîìîùüþ äàííîãî ðàçáèåíèÿ ðåøåíèå áó-
äåò íå áîëüøå, ÷åì äëÿ ðàçáèåíèÿ {SA, ST \ A}.

Êàê ìû âèäèì, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ è â çàäà÷àõ áîëüøèõ ðàç-
ìåðîâ. Îäíàêî íàì  õîòåëîñü áû èñïîëü-
çîâàòü ýòîò ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
íà ïðîèçâîëüíûõ ãðàôàõ. Êîíå÷íî,
äëÿ  îáùåãî ñëó÷àÿ íàì íå óäàñòñÿ
ñîçäàòü àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà
äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè,
ïîëèíîìèàëüíûì, êàê ýòî óäàëîñü
âûøå, íå óõóäøèâ åãî òî÷íîñòü
(èíà÷å ìû áû äîêàçàëè, ÷òî P = NP).

Íèæå áóäåò ïðåäëîæåí îñíîâàí-
íûé íà äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììè-
ðîâàíèè ýâðèñòè÷åñêèé ïîëèíîìè-
àëüíûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì, äà-
þùèé, îäíàêî, äîñòàòî÷íî òî÷íîå
ðåøåíèå íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ.

k-ÊËÀÑÒÅÐÍÛÉ ÌÅÒÎÄ

ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ

Îáùàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ðàçáèòü ãðàô íà íåêîòîðîå êîëè÷å-
ñòâî ïîäãðàôîâ, â êàæäûé èç êîòîðûõ
ïîïàäàåò íå ñëèøêîì áîëüøîå ÷èñëî òåð-
ìèíàëîâ, è íà êàæäîì ïîñòðîèòü äåðåâî
Øòåéíåðà äëÿ  ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ òåð-
ìèíàëîâ òî÷íûì ìåòîäîì. Çàòåì, ïðåîá-
ðàçîâàâ èñõîäíûé ãðàô ñ ó÷åòîì íàéäåí-
íûõ ÷àñòè÷íûõ ïîääåðåâüåâ, ñ ïîìîùüþ
òî÷íîãî ìåòîäà íàéòè ðåøåíèå.

Ïðåæäå âñåãî ïîñòðîèì íà ãðàôå ïðî-
ìåæóòî÷íîå äåðåâî Øòåéíåðà, êîòîðîå
íàçîâåì îïîðíûì. Åãî âåòâëåíèå ìû èñ-
ïîëüçóåì, ÷òîáû ïîñòðîèòü èñêîìûå ïîä-
ãðàôû, êîòîðûå òàêæå áóäåì íàçûâàòü êëà-
ñòåðàìè (ñì. ðèñ. 4).

Ðèñ. 3. Ðàçáèåíèå,
íå óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì

Ðèñ. 4. Ïðèìåð çàäà÷è. Ïîñòàíîâêà
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Áóäåì íàðàùèâàòü äåðåâî ïîñòåïåííî.
Âíà÷àëå îíî ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû b.

Íà êàæäîì øàãå íàéäåì â ìíîæåñòâå
òåðìèíàëîâ áëèæàéøèé ê óæå ïîñòðîåí-
íîé ÷àñòè äåðåâà è äîáàâèì êðàò÷àéøèé
ïóòü äî ýòîãî òåðìèíàëà ê äåðåâó. Â ðå-
çóëüòàòå, ðàññìîòðåâ âñå òåðìèíàëû, ïî-
ëó÷èì íåêîòîðîå äåðåâî Øòåéíåðà.1  Äà-
ëåå áóäåì ðàçáèâàòü ãðàô íà êëàñòåðû.
Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð k, âûíåñåííûé íàìè
â çàãëàâèå ìåòîäà, îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî òåðìèíàëîâ â íåêîòîðîì ãðàôå,
ê êîòîðîìó ìû ñîãëàñíû ïðèìåíÿòü àëãî-
ðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå âåð-
øèíû ðàçâåòâëåíèÿ â îïîðíîì äåðåâå,

íà÷èíàÿ ñ ñàìîé äàëüíåé îò b. Íàé-
äåì ÷èñëî òåðìèíàëîâ, êîòîðîå ñî-
äåðæèòñÿ â ïîääåðåâå,  îãðàíè÷åí-
íîì äàííîé âåðøèíîé. Åñëè èõ
áîëüøå ÷åì kE || , âûäåëèì ïîä-
ãðàô èñõîäíîãî ãðàôà íà ìíîæå-
ñòâå âåðøèí äàííîãî ïîääåðåâà â
îòäåëüíûé êëàñòåð. Èíà÷å íàéäåì
íà ïóòè îò b äî äàííîé âåðøèíû
ñëåäóþùóþ ïî óäàëåííîñòè âåð-
øèíó ðàçâåòâëåíèÿ è òàêèì æå
îáðàçîì ðàññìîòðèì å¸.

Óñëîâèå, ÷òî ÷èñëî òåðìèíàëîâ
â êëàñòåðå äîëæíî áûòü áîëüøå ÷åì

kE || , ââåäåíî, äëÿ òîãî ÷òîáû
îáùåå ÷èñëî êëàñòåðîâ áûëî íå áîëåå k.

Âûäåëèâ êëàñòåðû, îïðåäåëèì íà êàæ-
äîì èç íèõ ñîáñòâåííóþ çàäà÷ó Øòåéíå-
ðà: ìíîæåñòâî òåðìèíàëîâ çàäàåòñÿ òåð-
ìèíàëàìè èñõîäíîé çàäà÷è, ïîïàâøèìè â
êëàñòåð, íà÷àëüíàÿ âåðøèíà � âåðøèíà ðàç-
âåòâëåíèÿ, íà îñíîâå êîòîðîé áûë ïîñòðî-
åí êëàñòåð. Åñëè ÷èñëî òåðìèíàëîâ â êëà-
ñòåðå íå ïðåâûøàåò k, ðåøàåì çàäà÷ó
Øòåéíåðà íà íåì ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èíà÷å ðàçáèâàåì åãî â
ñâîþ î÷åðåäü íà áîëåå ìåëêèå êëàñòåðû.

Ïîñëå òîãî êàê âñå äåðåâüÿ Øòåéíåðà
íà êëàñòåðàõ íàéäåíû (ñì. ðèñ. 5), ïðåîá-
ðàçóåì èñõîäíûé ãðàô ñ èõ ó÷åòîì. Íà-

ïîìíèì, ÷òî îáùåå  ÷èñëî ÷àñ-
òè÷íûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà íå
ïðåâûøàåò k. Ïðîñìàòðèâàÿ âñå
êëàñòåðû, âûáðîñèì èç ãðàôà âñå
äóãè, âåäóùèå èçâíå êëàñòåðà â
ëþáóþ âåðøèíó êëàñòåðà, êðîìå
íà÷àëüíîé. Âñåì äóãàì, âîøåäøèì
â ïîñòðîåííûå äåðåâüÿ Øòåéíå-
ðà, ïðèñâîèì íóëåâóþ äëèíó. Ìíî-
æåñòâîì òåðìèíàëîâ â ïðåîáðàçî-
âàííîì ãðàôå áóäåì ñ÷èòàòü ìíî-
æåñòâî íà÷àëüíûõ âåðøèí äåðåâü-
åâ Øòåéíåðà. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñ-
ëî òåðìèíàëîâ â ïîñòðîåííîé çà-
äà÷å òàêæå íå ïðåâûøàåò k, è ìû
ìîæåì âíîâü ïðèìåíèòü ìåòîä äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðèñ. 5. Ïðèìåð çàäà÷è. ×àñòè÷íûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà

Ðèñ. 6. Ïðèìåð çàäà÷è. Ðåøåíèå

1 Ýòîò àëãîðèòì â 1980 ãîäó ïðèäóìàëè äâà ÿïîíñêèõ ìàòåìàòèêà, Òàêàõàøè è Ìàöóÿìà, êàê ýâðèñòè÷åñêèé
ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà.
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Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå
äåðåâî Øòåéíåðà. Ïðèìåíèì ê íåìó ìå-
òîä ëîêàëüíûõ óëó÷øåíèé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå âåðøèíû äå-
ðåâà, ÿâëÿþùèåñÿ ëèáî âåòâÿùèìèñÿ, ëèáî
òåðìèíàëàìè. Äëÿ êàæäîé  òàêîé âåðøèíû
i ñäåëàåì ñëåäóþùåå: íàéäåì â êàæäîé âåò-
âè, íà÷èíàþùåéñÿ ñ íåå, áëèæàéøóþ ïî-
äîáíóþ âåðøèíó j (è âûáðîñèì èç äåðåâà
ïóòü ìåæäó íèìè). Òàêèì îáðàçîì, äåðåâî
ðàçîáüåòñÿ íà äâà, îäíî èç êîòîðûõ (ñ êîð-
íåì b) ñîäåðæèò i, à äðóãîå èìååò êîðåíü
j. Íàéäåì êðàò÷àéøèé ïóòü îò ïåðâîãî äå-
ðåâà äî âåðøèíû j (åãî äëèíà çàâåäîìî
íå áîëüøå, ÷åì äëèíà âûáðîøåííîãî ïóòè)
è äîáàâèì åãî ê äåðåâó. Â ðåçóëüòàòå òà-
êèõ óëó÷øåíèé ìû ïîëó÷èì äåðåâî Øòåé-
íåðà çàâåäîìî íå áîëüøåé äëèíû, íåæåëè
ïðîìåæóòî÷íîå. Îíî è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòà-
òîì ðàáîòû àëãîðèòìà (ñì. ðèñ. 6).

ÎÏÛÒÛ

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü
âûøåïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà ïîëèíîìè-
àëüíàÿ è ñîñòàâëÿåò, êàê äîêàçàíî,

O(2ktn log m), ãäå t � ÷èñëî òåðìèíà-
ëîâ, m � âåðøèí, n � äóã. Êàê ñëåäóåò èç
îöåíêè ñëîæíîñòè, ïàðàìåòð k âëèÿåò òîëü-

êî íà êîýôôèöèåíò, îäíàêî óâåëè÷åíèå k
íà åäèíèöó óâåëè÷èâàåò åãî âäâîå. Â õîäå
ýêñïåðèìåíòîâ áûëî èñïðîáîâàíî íåñêîëü-
êî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, è íàèáîëåå ñáà-
ëàíñèðîâàííûìè, ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîøå-
íèÿ âðåìåíè ðåøåíèÿ ê òî÷íîñòè àïïðîê-
ñèìàöèè, âûãëÿäÿò çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå
îò 11 äî 13. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýòè ðå-
çóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ïåðñîíàëüíîãî êîì-
ïüþòåðà, íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ
íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûé äèàïàçîí ìîæåò
áûòü ñäâèíóò â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ, ÷òî
ïðèâåäåò ê óëó÷øåíèþ òî÷íîñòè. Îòìåòèì
ê òîìó æå, ÷òî ñòðóêòóðà ñàìîãî àëãîðèò-
ìà ðàñïîëàãàåò ê åãî ðàñïàðàëëåëèâàíèþ.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ñòà çàäà÷ ñ ðàç-
íûì ÷èñëîì òåðìèíàëîâ ïðèâåäåíû äëÿ
k = 11. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî êîëè÷å-
ñòâî òåðìèíàëîâ â ðåøåííûõ çàäà÷àõ,  ïî
îñè îðäèíàò � ñðåäíåå äëÿ äàííîãî ÷èñëà
òåðìèíàëîâ îòêëîíåíèå îò èçâåñòíîãî òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 7).

Àëãîðèòì êëàñòåðíîé îïòèìèçàöèè
ñðàâíèâàëñÿ ñî ñëåäóþùèìè àëãîðèòìàìè:

• Ìîäèôèêàöèÿ äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôîâ àëãîðèòìà Òàêàõàøè (1980), êî-
òîðûé èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïîð-
íîãî äåðåâà â àëãîðèòìå êëàñòåðíîé îï-
òèìèçàöèè [4].

Ðèñ. 7
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Abstract

Steiner tree problem on oriented graphs is the most general in the family of Steiner tree
problems. It is known to be NP-complete. There exists an  algorithm to find an exact
solution, based on dynamic programming, but applicable only for problems of modest size.
Here special types of  problems are presented, for which this algorithm is modified to find
exact solution at polynomial time. Also approximate method, based on this algorithm for
solving arbitrary problems is produced.

Keywords: Steiner problem, oriented graph, dynamic programming, Bellman function,
approximation algorithms.

• Àëãîðèòì 11/6-àïïðîêñèìàöèè äëÿ
íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, ïðåäñòàâëåí-
íûé À. Çåëèêîâñêèì (1992), îñíîâàííûé
íà «æàäíîì» äîáàâëåíèè ê äåðåâó çâåçä,

ñîçäàííûõ èç òðîåê òåðìèíàëîâ, ñîåäè-
íåííûõ âåðøèíîé íå èç ìíîæåñòâà òåð-
ìèíàëîâ [5, 6].


