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Àííîòàöèÿ

Îáñóæäàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó àíàëèòè÷åñêèìè è âû÷èñëèòåëüíûìè ìåòîäàìè
èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåëèíåéíîé äèíàìèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà, èåðàð-
õèÿ ìîäåëåé, âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå âûñ-
òóïàåò â íàñòîÿùåå âðåìÿ êàê íîâûé óíè-
âåðñàëüíûé êîìïîíåíò ìåòîäîëîãèè ëþ-
áîé íàóêè [1, 2]. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-
ëèðîâàíèå íå îòâåðãàåò, à äîïîëíÿåò òðà-
äèöèîííûå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäî-
âàíèÿ, ïîçâîëÿÿ ïîëó÷àòü íàäåæíîå, õîòÿ
è ýìïèðè÷åñêîå çíàíèå ïî èíòåðåñóþùåé
ïðîáëåìå çà áîëåå êîðîòêîå âðåìÿ è ìå-
íåå äîðîãîñòîÿùèì îáðàçîì, ÷åì ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ìà-
òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îïðåäåëÿåò
îáùóþ ïåðñïåêòèâó ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
èññëåäîâàíèÿ ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññà. Èäÿ
ðóêà îá ðóêó ñ íàòóðíûìè ýêñïåðèìåíòà-
ìè, îíî ñïîñîáñòâóåò ïðàâèëüíîé èíòåð-
ïðåòàöèè òîí÷àéøèõ îïûòîâ, óòî÷íåíèþ
ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé è ïîçâîëÿåò íàè-
áîëåå ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿòü íàïðàâëå-
íèå ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèé. Â ðÿäå
ñëó÷àåâ îíî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èíôîð-
ìàöèþ îá îáúåêòàõ è ïðîöåññàõ, âîîáùå
íåäîñòóïíûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòîäàìè
íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ìà-
òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå � íåçàìåíè-
ìûé èíñòðóìåíò íîâîãî ìûøëåíèÿ âî âñå

óñëîæíÿþùåìñÿ ìèðå, ñâîåãî ðîäà «èí-
òåëëåêòóàëüíîå ÿäðî» èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé â óñëîâèÿõ ëàâèíîîáðàçíîãî
ðîñòà ïîëó÷àåìîé èíôîðìàöèè, ïîçâîëÿ-
þùåå îôîðìèòü ýòîò ïîòîê â ñòðîéíûå
íàó÷íûå ñèñòåìû.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèé
â ôèçèêå êàê èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ,
ñòàëè ïðèìåíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî ñî ñòà-
íîâëåíèåì ôèçèêè. Áîëåå òîãî, ðàçâèòèå
ôèçèêè è, â ÷àñòíîñòè, ìåõàíèêè ñòèìó-
ëèðîâàëî ðàçâèòèå ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ìà-
òåìàòèêè, â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàëüíîãî è
äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ðàçâèòèå
ìàòåìàòèêè âêëþ÷àëî â ñåáÿ è ðàçâèòèå
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé. Ñóùå-
ñòâåííûé êà÷åñòâåííûé ïðîðûâ â ïðèìå-
íåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîèçîøåë ñ
ïîÿâëåíèåì êîìïüþòåðîâ. Ïîÿâèëàñü âîç-
ìîæíîñòü ïðèìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå äëÿ çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ
â îáîçðèìîå äëÿ ÷åëîâåêà âðåìÿ áûëî íå-
âîçìîæíî. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðà ñòàëè
íàçûâàòü êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì.
Ñèíîíèìàìè ýòîãî ïîíÿòèÿ ñòàëè òàêæå
òåðìèíû: ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò è âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.
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ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ Â Ó×ÅÁÍÎÌ ÏÐÎÖÅÑÑÅ

Â îòëè÷èå îò ðåàëüíîãî (íàòóðíîãî)
ýêñïåðèìåíòà âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-
ìåíò èññëåäóåò íå ðåàëüíûé îáúåêò, à åãî
ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü. Îäíàêî ìåæäó
íàòóðíûì ýêñïåðèìåíòîì è âû÷èñëèòåëü-
íûì ýêñïåðèìåíòîì èìååòñÿ ìíîãî îáùå-
ãî [3, 4]. Â ÷àñòíîñòè, ñàìî ïîíÿòèå ýêñ-
ïåðèìåíò ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì.
Ëþáûå èçìåðåíèÿ, îòâå÷àþùèå íàó÷íûì
ìåòîäàì, íàïðèìåð, èçìåðåíèå ýëåêòðè÷åñ-
êîãî ñîïðîòèâëåíèÿ êîíêðåòíîãî îáðàç-
öà ñòàíäàðòíûìè ïðèáîðàìè, ìîæíî íà-
çâàòü ýêñïåðèìåíòîì. Òî÷íî òàêæå ëþáûå
âû÷èñëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ìîäåëè ðåàëü-
íîãî îáúåêòà, íàïðèìåð âû÷èñëåíèå ìî-
ìåíòà èíåðöèè êîíêðåòíîãî òåëà ñòàíäàð-
òíûìè ìåòîäàìè, ìîæíî íàçâàòü âû÷èñëè-
òåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì.

Îäíàêî â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ ïîä
ýêñïåðèìåíòîì, êàê ïðàâèëî, ïîíèìàþò
èçìåðåíèÿ è íàáëþäåíèÿ, âûÿâëÿþùèå
êà÷åñòâåííî íîâûå ñâîéñòâà îáúåêòà èëè
ÿâëåíèÿ. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ òðåáóþò ïðî-
âåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ñ èññëåäîâàíèåì íå-
ñêîëüêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè âàðüèðîâà-
íèè íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ,
îïèñûâàþùèõ îáúåêò. Òî÷íî òàê æå ïîä
âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì, èìåþùèì
îòíîøåíèå ê íàó÷íûì èññëåäîâàíèÿì, ñëå-
äóåò ïîíèìàòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè îáúåêòà èëè ÿâëåíèÿ
è èññëåäîâàíèå ðÿäà ñâîéñòâ ýòîé ìîäåëè
ïðè âàðüèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ,
îïèñûâàþùèõ ìîäåëü, ïîñðåäñòâîì ïðîâå-
äåíèÿ âû÷èñëåíèé. Òàêîãî ðîäà âû÷èñëå-
íèÿ ïðèâîäÿò, êàê è â íàòóðíîì ýêñïåðè-
ìåíòå, ê âûÿâëåíèþ íîâûõ êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ìîäåëè, êîòîðûå çàòåì ìîãóò áûòü
ïðîâåðåíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåê-
òà èëè ÿâëåíèÿ (ñì. [1�4]). Âñå, î ÷åì ãî-
âîðèòñÿ äàëåå, îòíîñèòñÿ èìåííî ê ïîäîá-
íîìó âû÷èñëèòåëüíîìó ýêñïåðèìåíòó.

Ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ýòà-
ïîâ. Íàïðèìåð, À.À. Ñàìàðñêèé âûäåëÿ-
åò ñëåäóþùèå ýòàïû [3]:

1) ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,
2) ñîñòàâëåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû

(óðàâíåíèé),
3) ïðîãðàììèðîâàíèå,

4) ðàñ÷åòû íà êîìïüþòåðå,
5) ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà è

óòî÷íåíèå ìîäåëè.
Çàìåòèì, ÷òî çà ïðîøåäøèå ïîñëå ïóá-

ëèêàöèè ñòàòüè [3] 30 ëåò ýòàïû âû÷èñëè-
òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðàêòè÷åñêè íå èç-
ìåíèëèñü, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî êîì-
ïüþòåð ôèçè÷åñêè ïðèáëèçèëñÿ ê ïðîãðàì-
ìèñòó è ýòàïû 3 è 4 ÷àñòî ñëèâàþòñÿ â
îäèí ýòàï.

Àíàëèçèðóÿ ïðîöåññ ïðîâåäåíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, íåñëîæíî
ïðèäòè ê âûâîäó, ÷òî îí èìååò ìåæäèñ-
öèïëèíàðíûé õàðàêòåð. Ïðè ïîñòðîåíèè
ìîäåëè è àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèì
ñïåöèàëèñò íàóêè, èçó÷àþùåé äàííûé
îáúåêò èëè ÿâëåíèå (ôèçèê, áèîëîã è ò. ä.).
Äàëåå íåîáõîäèìî ó÷àñòèå ìàòåìàòèêà,
ñïîñîáíîãî ñîçäàòü ìåòîäèêó ïðèáëèæåí-
íîãî âû÷èñëåíèÿ è îöåíêè âëèÿíèÿ ñäå-
ëàííîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ïîëó÷àåìûå ðå-
çóëüòàòû. Íàêîíåö, íåîáõîäèì ïðîãðàì-
ìèñò, ñïîñîáíûé ñîçäàòü àëãîðèòì, ðåàëè-
çóþùèé ïðèáëèæåííûé ÷èñëåííûé ðàñ÷åò,
è çàïèñàòü ýòîò àëãîðèòì íà òîì èëè èíîì
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî
ïîäãîòîâêà ñïåöèàëèñòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìà-
òåìàòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì, � ýòî ïîä-
ãîòîâêà èññëåäîâàòåëåé â òîé èëè èíîé
îáëàñòè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé (ôèçèêîâ,
áèîëîãîâ è ò. ä.) è ïîäãîòîâêà ìàòåìàòè-
êîâ è ïðîãðàììèñòîâ. Êàê ïðàâèëî, ãîâî-
ðÿ îá îáó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëè-
ðîâàíèþ, èìåþò â âèäó îáó÷åíèå ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêå è ïðîãðàììèðîâàíèþ.

Çàìåòèì, ÷òî ìàñøòàáû ðåàëüíîãî (íà-
òóðíîãî) ýêñïåðèìåíòà â ñîâðåìåííîé íà-
óêå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Íàðÿäó ñ ãëî-
áàëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè, ïðèìåðîì êî-
òîðûõ ìîæåò ñëóæèòü Áîëüøîé àäðîííûé
êîëëàéäåð, ñîáðàâøèé òûñÿ÷è ó÷åíûõ èç
äåñÿòêîâ ñòðàí, ñóùåñòâóþò ýêñïåðèìåí-
òû, ïðîâîäèìûå íåáîëüøèìè ãðóïïàìè
ó÷åíûõ. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè÷íûå ìàñ-
øòàáû ìîãóò áûòü è ó âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ. Åñëè â ïðîöåññå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ
íåáîëüøîé ãðóïïîé ó÷åíûõ, âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè,
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îáúÿñíÿþùåé íîâûå êà÷åñòâåííûå ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, òî âîçíèêàåò
åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñòîèò ëè ïîäêëþ-
÷àòü ñïåöèàëèñòîâ, ìàòåìàòèêîâ è ïðîãðàì-
ìèñòîâ èëè ìîæíî ïîïðîáîâàòü îáîéòèñü
«ñâîèìè ñèëàìè».

Âûáîð âòîðîãî âàðèàíòà ìîæåò îêà-
çàòüñÿ öåëåñîîáðàçíûì â ñèëó íåñêîëüêèõ
ïðè÷èí. Âî-ïåðâûõ, ÷àñòî äëÿ ÷èñëåííîãî
èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íî íå ñîçäàâàòü
ïðèíöèïèàëüíî íîâóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-
äåëü, à âíåñòè íåêîòîðûå êîððåêòèâû â
óæå ñóùåñòâóþùóþ ìîäåëü. Íàïðèìåð,
÷àñòî ôèçè÷åñêèå è áèîëîãè÷åñêèå ïðî-
öåññû ìîäåëèðóþòñÿ ñèñòåìàìè áàëàíñíûõ
óðàâíåíèé (ñì. [1, 2]), è äëÿ îáúÿñíåíèÿ
íîâîãî êà÷åñòâåííîãî ýôôåêòà ìîæåò îêà-
çàòüñÿ äîñòàòî÷íûì äîáàâèòü äîïîëíèòåëü-
íûå ÷ëåíû â ýòó ñèñòåìó. Âî-âòîðûõ, ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûé ðîñò ìîùíîñòè êîìïüþ-
òåðîâ ïðèâåë ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ðîñòó
ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, â ðåçóëüòàòå
÷åãî áûëè ðàçðàáîòàíû èíòåãðèðîâàííûå
âû÷èñëèòåëüíûå ñðåäû, çíà÷èòåëüíî óïðî-
ùàþùèå ïðîâåäåíèå ýòàïîâ, ñâÿçàííûõ ñ
ðàçðàáîòêîé àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è è ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Áîëü-
øèíñòâî èíòåãðèðîâàííûõ ñðåä, íàïðè-
ìåð, òàêèå êàê Mathcad, Mathematica,
Matlab, Maple, Derive, ñîäåðæàò âñòðîåí-
íûå ïðîöåäóðû, ðåàëèçóþùèå íàèáîëåå
÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû,
âêëþ÷àÿ òàêèå ñëîæíûå ìåòîäû, êàê ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èñïîëüçóÿ
ñòàíäàðòíûå ïðîöåäóðû ýòèõ ñðåä ìîæíî
âûâîäèòü ðàçíîîáðàçíóþ ãðàôè÷åñêóþ
èíôîðìàöèþ, êàñàþùóþñÿ ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ, âêëþ÷àÿ àíèìàöèþ ðàçëè÷íûõ
âðåìåííûõ ïðîöåññîâ.

Èñïîëüçîâàíèå âñòðîåííûõ ïðîöåäóð
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ýòàïû âû÷èñëèòåëü-
íîãî ýêñïåðèìåíòà, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàç-
ðàáîòêå àëãîðèòìà, ïðîãðàììèðîâàíèÿ è
òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàììû. Ïî ñóòè, âìåñ-
òî äîñêîíàëüíîãî èçó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ è ñîçäàíèÿ àëãîðèòìîâ, ðåàëèçó-
þùèõ èõ, òðåáóåòñÿ íàó÷èòüñÿ ãðàìîòíî
îáðàùàòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîöåäó-
ðå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ, íåñîìíåííî, áîëåå ïðî-

ñòîé çàäà÷åé. Ïðîâîäÿ àíàëîãèþ ñ ðåàëü-
íûì ýêñïåðèìåíòîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
îò èññëåäîâàòåëÿ òðåáóåòñÿ íå çàíîâî êîí-
ñòðóèðîâàòü ñâîé ïðèáîð èç ðàçëè÷íûõ
äåòàëåé, à íàó÷èòüñÿ ïîëüçîâàòüñÿ óæå ãî-
òîâûì ïðèáîðîì, ïðåäíàçíà÷åííûì äëÿ
äàííûõ èññëåäîâàíèé. Êîíå÷íî æå, äëÿ
ïðîâåäåíèÿ óíèêàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
òðåáóåòñÿ ñîçäàíèå íîâûõ ïðèáîðîâ, îä-
íàêî âî ìíîãèõ èññëåäîâàíèÿõ öåëåñîîá-
ðàçíî èñïîëüçîâàòü óæå èìåþùååñÿ íàäåæ-
íîå è àïðîáèðîâàííîå îáîðóäîâàíèå.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñðåä ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ÿçûêà ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ,
÷åì òðàäèöèîííî èçó÷àåìûå ÿçûêè (Ïàñ-
êàëü, ÑÈ è äð.) Òàê, íàïðèìåð, â ñðåäå
Matlab ðåàëèçîâàí ÿçûê ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ñâåðõâûñîêîãî óðîâíÿ, îðèåíòèðîâàí-
íûé íà ðàáîòó ñ ìàòðèöàìè. Ïðîãðàììè-
ðîâàíèå íà òàêîì ÿçûêå, ñ îäíîé ñòîðî-
íû, ñîêðàùàåò îáúåì ïðîãðàììû è, ñîîò-
âåòñòâåííî, âðåìåííûå çàòðàòû ïî åå ñî-
çäàíèþ â òîé æå ïðîïîðöèè, êàê ïåðåõîä
ñ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ íèçêîãî óðîâ-
íÿ (Àññåìáëåð) íà ÿçûê ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ (Ïàñêàëü, ÑÈ), à ñ
äðóãîé ñòîðîíû, íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëü-
íî áîëåå ñëîæíûì, ÷åì ïðîãðàììèðîâàíèå
íà ÿçûêàõ âûñîêîãî óðîâíÿ. Ïîñêîëüêó
ïðîãðàììèðîâàíèå íà ÿçûêàõ âûñîêîãî
óðîâíÿ âõîäèò â øêîëüíóþ ïðîãðàììó ïî
èíôîðìàòèêå, îñâîåíèå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
â âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäàõ âïîëíå äîñòóïíî
ñòóäåíòàì òåõíè÷åñêèõ è åñòåñòâåííîíàó÷-
íûõ ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ.

Íàêîíåö, åùå îäíèì äîñòîèíñòâîì
âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåä ÿâëÿåòñÿ óäîáíûé
èíòåðôåéñ, ïðåäîñòàâëÿåìûé ïîëüçîâàòå-
ëþ. Áîëåå òîãî, íåêîòîðûå ñðåäû ïîçâî-
ëÿþò ïîëüçîâàòåëþ ñàìîìó êîíñòðóèðîâàòü
óäîáíûé åìó èíòåðôåéñ. Ïðèìåðîì ÿâëÿ-
åòñÿ âèçóàëüíàÿ ñðåäà guide, ïðåäíàçíà-
÷åííàÿ äëÿ íàïèñàíèÿ ïðèëîæåíèé ñ ãðà-
ôè÷åñêèì èíòåðôåéñîì ïîëüçîâàòåëÿ â ïà-
êåòå Matlab. Ñîçäàííàÿ â ýòîé ñðåäå ïðî-
ãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêíî, â êîòî-
ðîì ïîëüçîâàòåëü ðàçìåùàåò íåîáõîäèìûå
åìó ýëåìåíòû (ïåðåêëþ÷àòåëè, îáëàñòè
ââîäà äàííûõ, ïîëüçîâàòåëüñêèå ìåíþ,
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îáëàñòè ãðàôèêîâ è ò. ä.) Ïðîâåäåíèå âû-
÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â ýòîì ñëó-
÷àå ñòàíîâèòñÿ óäîáíûì è ýôôåêòèâíûì,
à ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ëåãêî âêëþ÷à-
þòñÿ â îò÷åò èëè â ñòàòüþ. Íåñìîòðÿ íà
òî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñðåäû guide
ôàêòè÷åñêè ïðîâîäèòñÿ îáúåêòíî-îðèåí-
òèðîâàííîå ïðîãðàììèðîâàíèå, îñâîåíèå
ïðîöåññà ïðîãðàììèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî
ïðîñòî. Ïîëüçîâàòåëü äîëæåí ðàçìåñòèòü
â ñîçäàâàåìîì îêíå ðÿä ýëåìåíòîâ (êíîï-
êè, ïåðåêëþ÷àòåëè, ïîëîñû ñêðîëëèíãà,
îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ ãðàôèêîâ è ò. ä.), íà-
äåëèòü ýòè ýëåìåíòû íåîáõîäèìûìè ñâîé-
ñòâàìè è çàòåì â àâòîìàòè÷åñêè ñîçäàâàå-
ìîì øàáëîíå íàïèñàòü ïðîöåäóðû îáðà-
áîòêè îáðàùåíèÿ ê ýòèì ýëåìåíòàì. Îïûò
ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòóäåíòû äîñòàòî÷íî ëåã-
êî îâëàäåâàþò íåîáõîäèìûìè íàâûêàìè.

Âñå âûøåñêàçàííîå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü
âûâîä î òîì, ÷òî â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè
ñïåöèàëèñòà, ïðîâîäÿùåãî èññëåäîâàíèÿ
â òîé èëè èíîé îáëàñòè åñòåñòâåííûõ èëè
ïðèêëàäíûõ íàóê, âîçìîæíî è íåîáõîäè-
ìî îáó÷èòü åãî îñíîâàì ñàìîñòîÿòåëüíî-
ãî ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà. Íåìàëîâàæíûì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ
âûáîð çàäà÷, íà ïðèìåðå êîòîðûõ ïðîâî-
äèòñÿ îáó÷åíèå. Çàäà÷è, åñòåñòâåííî, äîë-
æíû áûòü îðèåíòèðîâàíû íà îáëàñòü íà-
ó÷íûõ èññëåäîâàíèé, äëÿ ðàáîòû â êîòî-
ðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäãîòîâêà ñïåöèà-
ëèñòà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áóäóùèõ ôèçèêîâ
è èíæåíåðîâ � ýòî çàäà÷è ïî ôèçèêå. Ñ
îäíîé ñòîðîíû, çàäà÷è äîëæíû áûòü äîñ-
òàòî÷íî ïðîñòûìè, ÷òîáû ïåðâûé ýòàï �
ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè � ìîæ-
íî áûëî áû îñóùåñòâèòü óæå ïîñëå îñâî-
åíèÿ îáùåãî êóðñà ôèçèêè. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, çàäà÷è äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû
èëëþñòðèðîâàòü ïîíÿòèå âû÷èñëèòåëüíîãî
ýêñïåðèìåíòà, òî åñòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ äåé-
ñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî áûëî èñïîëüçîâàòü
÷èñëåííûå ìåòîäû è áûëà âîçìîæíîñòü èñ-
ñëåäîâàòü íîâûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííî-
ñòè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðè âàðüè-
ðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèìå-
ðû òàêèõ çàäà÷ áûëè îïóáëèêîâàíû â æóð-
íàëå «Êîìïüþòåðíûå èíñòðóìåíòû â îá-
ðàçîâàíèè» [5�8], à òàêæå âêëþ÷åíû â
ó÷åáíîå ïîñîáèå [9].

Ñðåäè ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ ìîæíî
âûäåëèòü çàäà÷è èç îáëàñòè íåëèíåéíîé
äèíàìèêè, íàïðèìåð âûíóæäåííûå êîëå-
áàíèÿ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà [5]. Äàæå
äëÿ ïðîñòåéøèõ òàêèõ çàäà÷, íåñìîòðÿ íà
ïðîñòîòó èñõîäíîé ìîäåëè, àíàëèòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ëèøü â íå-
êîòîðîì ïðèáëèæåíèè èëè â ÷àñòíûõ ñëó-
÷àÿõ. Îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåëèíåé-
íîñòüþ, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî ïðè
èññëåäîâàíèè êà÷åñòâåííîé çàâèñèìîñòè
ðåøåíèé îò èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî
òðåáóåò âàðüèðîâàíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ è
ðîäíèò ïðîöåññ ðàñ÷åòà ñ íàòóðíûì ýêñ-
ïåðèìåíòîì. Íàêîíåö, êàê áóäåò ïîêàçà-
íî äàëåå, ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàþòñÿ, íåñìîòðÿ íà
íåèçáåæíûå ñäåëàííûå ïðè ðàñ÷åòàõ ïðè-
áëèæåíèÿ, áëèæå ê ðåàëüíîñòè, ÷åì àíà-
ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïî-
ëó÷èòü â ðÿäå ñëó÷àåâ. Íèæå ìû ïðèâåäåì
äâà ïðèìåðà òàêèõ çàäà÷, ðàçëè÷íûõ ïî
ïîñòàíîâêå è èñïîëüçóåìûì äëÿ ðåøåíèÿ
àëãîðèòìàì, íî äàþùèõ � è íå ñëó÷àéíî �
êà÷åñòâåííî îäèíàêîâûå îñîáåííîñòè ðå-
øåíèé.

ÐÎÒÀÒÎÐ
ÂÎ ÂÍÅØÍÅÌ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÅ

Ðàññìîòðèì ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü, ñïî-
ñîáíûé ñîâåðøàòü âðàùåíèå âîêðóã ôèê-
ñèðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå îñè (ðèñ. 1).
Íà ðèñóíêå îñü âðàùåíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
ñåðåäèíó äèïîëÿ è íàïðàâëåíà ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ïëîñêîñòè ðèñóíêà.

Ïóñòü íà äèïîëü äåéñòâóåò ïåðåìåííîå
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, íàïðÿæåííîñòü êîòî-
ðîãî íàïðàâëåíà âäîëü îñè x. Çàäà÷à ñî-
ñòîèò â èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ òàêîãî
äèïîëÿ.

Ðèñ. 1
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Ìîìåíò ñèë, îáóñëîâëåííûé âîçäåé-
ñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, èìååò âèä:

)(tEdN ×= , ãäå d � âåêòîð äèïîëüíîãî ìî-
ìåíòà, E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ. Ðàññìàòðèâàÿ âðàùåíèå äèïîëÿ â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè, óðàâíå-
íèå äâèæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

θθαθ sin)(tFI =+ &&& (1).

Â ýòîì óðàâíåíèè I � ìîìåíò èíåðöèè
äèïîëÿ îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ,
F(t) = E(t)d. Êîýôôèöèåíò α õàðàêòåðèçó-
åò ìîìåíò ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ. Ïðèðîäà
ýòèõ ñèë ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé. Íàðÿäó ñ
îáû÷íûìè ñèëàìè òðåíèÿ, ïîäîáíûì îá-
ðàçîì ìîãóò áûòü ó÷òåíû ïîòåðè ýíåðãèè
íà èçëó÷åíèå äèïîëÿ.

Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíåå ïîëå
èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó:

)cos()( 0 tEtE ω= .

Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå:

)cos(sin0 tFI ωθθαθ =+ &&& , (2)

ãäå ω � ÷àñòîòà âíåøíåãî ïîëÿ, F0 = E0d,
E0 � àìïëèòóäà âíåøíåãî ïîëÿ.

Óðàâíåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì è â îáùåì
ñëó÷àå ìîæåò áûòü ðåøåíî ëèøü ÷èñëåí-
íûìè ìåòîäàìè. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå, óìåíü-
øèâ ÷èñëî ïàðàìåòðîâ:

tf cossinθθγθ =+ &&& , (3)

ãäå

ω
αγ
I

= , 
2

0

ωI
F

f = . (4)

Êàê ìíîãèå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ,
óðàâíåíèå (3) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâ-
íåíèþ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà óãîë θ
èçìåíÿåòñÿ â íåêîòîðîì íåáîëüøîì èí-
òåðâàëå âáëèçè çíà÷åíèÿ π /2 èëè �π /2.
Ïóñòü çíà÷åíèå óãëà θ èçìåíÿåòñÿ âáëèçè
çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî π /2. Òîãäà, ââîäÿ ïå-
ðåìåííóþ 2/πθ −=u , íàéäåì:

2/1cossin 2uu −≈=θ .

Ïðåíåáðåãàÿ âòîðûì ïîðÿäêîì ìàëî-
ñòè âåëè÷èíû u, âìåñòî (3) ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå:

tfuu cos=+ &&& γ . (5)

Åñëè θ èçìåíÿåòñÿ âáëèçè çíà÷åíèÿ,
ðàâíîãî �π /2, òî óðàâíåíèå (3) ñâåäåòñÿ
ê óðàâíåíèþ:

tfuu cos−=+ &&& γ ,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (5) ïðè
èçìåíåíèè íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè íà ïî-
ëîâèíó ïåðèîäà êîëåáàíèé âíåøíåãî ïîëÿ.

Óðàâíåíèå (5) � ýòî îáû÷íîå óðàâíå-
íèå âûíóæäåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáà-
íèé ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0 = 0. Ïîýòî-
ìó åãî óñòàíîâèâøååñÿ ðåøåíèå èìååò âèä:

)cos()( ϕ+= tAtu ,

ãäå àìïëèòóäà A è ôàçà ϕ îïðåäåëÿþòñÿ
àìïëèòóäîé âûíóæäàþùåé ñèëû è êîýô-
ôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå,
åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî θ (0)
áëèçêî ê çíà÷åíèþ π /2 èëè −π /2, à íà-
÷àëüíîå çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ìàëî,
óðàâíåíèå (3) îïèñûâàåò âûíóæäåííûå
ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé:

21 γ+
= f

A , γϕ =tg .

Î÷åâèäíî, ÷òî ãàðìîíè÷åñêîå ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ, òî åñòü
ëèáî ïðè γ >> 1 è f << γ, ëèáî ïðè f << 1.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ γ è f ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû ëèøü ÷èñëåííûìè ìåòîäà-
ìè, çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíûõ ðåøå-
íèé ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ sin(θ (0)) = 0
è 0)0( =θ& . Ïðè èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëè-
òåëüíûõ ñðåä, íàïðèìåð Matlab, ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðàìè ðåøåíèÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïå-
ðèìåíòà óäîáíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñðåäñòâàìè ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà
ïîëüçîâàòåëÿ, ïîçâîëÿþùåãî äîñòàòî÷íî
ïðîñòûìè ñðåäñòâàìè ñîçäàâàòü ãðàôè÷åñ-
êîå îêíî, â êîòîðîì è ïðîâîäèòñÿ äàëü-
íåéøèé ýêñïåðèìåíò.

Èíòåðåñíûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííî-
ñòè ðåøåíèé ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü çà-
òóõàíèå ìàëûì (γ << 1) è âàðüèðîâàòü ïà-
ðàìåòð f. À èìåííî, ÷èñëåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì çà-
êîíîìåðíîñòÿì.
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1. Ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà f, ïðè êîòîðûõ
ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñ-
ëîâèÿõ ïîñëå èñòå÷åíèÿ
îïðåäåëåííîãî âðåìåíè ðå-
øåíèå ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêèì. Ïåðèîä ðåøåíèÿ â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñîâïà-
äàåò ñ ïåðèîäîì âûíóæäà-
þùåãî âîçäåéñòâèÿ, îäíàêî
ìîæåò áûòü è êðàòåí åìó
(íàáëþäàëèñü êðàòíîñòè äî
6 ïåðèîäîâ âûíóæäàþùå-
ãî âîçäåéñòâèÿ).

2. Ïåðèîäè÷åñêèå ðå-
øåíèÿ ìîãóò áûòü êàê ÷è-
ñòî êîëåáàòåëüíûìè (ñðåä-
íåå çíà÷åíèå óãëà θ íå èç-
ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì), òàê è âðàùåíèåì
ñ íàëîæåííûìè íà íåãî êîëåáàíèÿìè. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå çíà÷åíèå óãëîâîé ñêî-
ðîñòè, óñðåäíåííîå ïî ïåðèîäó, îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì. Íà ðèñ. 2 è 3 ïðèâåäåíû ãðà-
ôèêè, èëëþñòðèðóþùèå âûøåñêàçàííîå.
Ñëåâà èçîáðàæåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè
óãëà è óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìåíè. Íà
âåðõíåì ãðàôèêå çíà÷åíèÿ óãëà äàíû â
åäèíèöàõ 2π, òî åñòü â ÷èñëå îáîðîòîâ.
Íà íèæíåì ãðàôèêå çíà÷åíèÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè ïðèâåäåíû â ñ�1. Ñðåäíèé ãðà-
ôèê ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåìó âîçäåé-
ñòâèþ. Ñïðàâà ïðèâåäåíà ôàçîâàÿ äèàã-
ðàììà, íà êîòîðîé ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè
îòëîæåíî çíà÷åíèå sin θ, à
ïî âåðòèêàëüíîé � çíà÷å-
íèÿ θθ cos& .

Ðåøåíèå, ïðèâåäåííîå
íà ðèñ. 2, ñîîòâåòñòâóåò
êîëåáàíèÿì ïðè f = 7.3. Ïå-
ðèîä êîëåáàíèé â 6 ðàç
áîëüøå ïåðèîäà âûíóæäà-
þùåãî âîçäåéñòâèÿ. Ôàçî-
âàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé 12 íàëîæåííûõ
äðóã íà äðóãà ïåòåëü. Ðå-
øåíèå, ïðèâåäåííîå íà
ðèñ. 3, ñîîòâåòñòâóåò âðà-
ùåíèþ ñ íàëîæåííûìè êî-
ëåáàíèÿìè ïðè f = 31.4.
Êðàòíîñòü ïåðèîäà â ýòîì

ñëó÷àå ðàâíà 3, à ôàçîâàÿ äèàãðàììà òàê-
æå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 12 íàëîæåííûõ
ïåòåëü.

3. Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðà f ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðå-
øåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèåé, è ðåàëèçóåòñÿ äèíàìè÷åñêèé õàîñ.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, êàê è âîçìîæíîñòè
íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà, âîçìîæíîñòè
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà îãðàíè÷åíû.
Åñòåñòâåííî, ïðîâåðÿëèñü íåñêîëüêî íà-
áîðîâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è âðåìÿ, íà ïðî-
òÿæåíèè êîòîðîãî âû÷èñëÿëàñü ôóíêöèÿ
θ (t) áûëî îãðàíè÷åíî (ïîðÿäêà ñîòíè ïå-
ðèîäîâ âûíóæäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ).

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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4. Ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ðåãóëÿð-
íîñòü ðàñïîëîæåíèÿ çíà÷åíèé f, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì âèäàì ðåøåíèé.
Èìåííî, ìîæíî âûäåëèòü èíòåðâàëû çíà-
÷åíèé f, òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ,
ëåæàùèõ âíóòðè èíòåðâàëà, õàðàêòåð ðå-
øåíèÿ (õàîñ, âðàùåíèå, êîëåáàíèå) îñòà-
åòñÿ íåèçìåííûì. Áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íà-
çûâàòü òàêèå èíòåðâàëû çîíàìè. Áóäåì íà-
çûâàòü çîíàìè õàîñà òàêèå, äëÿ êîòîðûõ
èìåþò ìåñòî õàîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, âðà-
ùàòåëüíûìè çîíàìè � òàêèå, äëÿ êîòîðûõ
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò óñòàíîâèâøåìóñÿ
âðàùåíèþ (ðèñ. 3), è êîëåáàòåëüíûìè çî-
íàìè � òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèÿ èìå-
þò õàðàêòåð óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé
(ðèñ. 2).

Î ðàñïîëîæåíèè çîí ìîæíî ñóäèòü ïî
ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4. Ïî ãîðè-
çîíòàëüíîé îñè îòëîæåíî çíà÷åíèå f. Íó-
ëåâûå çíà÷åíèÿ ïî âåðòèêàëè ñîîòâåòñòâó-
þò çíà÷åíèÿì f, äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî
õàîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì óñëîâíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïî âåðòèêà-
ëè ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàòåëüíûì ðåøåíè-
ÿì, à èìåííî ðàâíû êðàòíîñòÿì ïåðèîäà
êîëåáàíèé â îòíîøåíèè ê ïåðèîäó âûíóæ-
äàþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Îòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ ïî âåðòèêàëè ñîîòâåòñòâóþò âðàùà-
òåëüíûì ðåøåíèÿì, ïðè ýòîì ìîäóëü çíà-
÷åíèÿ ïî âåðòèêàëè òàêæå õàðàêòåðèçóåò
êðàòíîñòü ïåðèîäà.

Ðèñ. 4 íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò òàêóþ
«çîííóþ ñòðóêòóðó». Ïðè ýòîì äëÿ íåáîëü-
øèõ çíà÷åíèé f ñòðóêòóðà èìååò õàîòè÷-

íûé âèä, âíóòðè çàïðåùåííûõ çîí èìåþò-
ñÿ îòäåëüíûå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå êî-
ëåáàòåëüíûì è âðàùàòåëüíûì ðåøåíèÿì.
Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ f ñòðóêòóðà ñòà-
íîâèòñÿ áîëåå ðåãóëÿðíîé.

5. Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî êîëåáàòåëüíûå
è âðàùàòåëüíûå çîíû ÷åðåäóþòñÿ, ïðè÷åì
ìåæäó êàæäîé ïàðîé êîëåáàòåëüíàÿ çîíà �
âðàùàòåëüíàÿ çîíà èìååòñÿ çîíà õàîñà.

×ÀÑÒÈÖÀ Â ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ
ÎÁËÀÑÒÈ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ,

ÍÀÕÎÄßÙÀßÑß ÏÎÄ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅÌ
ÂÍÅØÍÅÉ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈËÛ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿ-
þùóþ ñîáîé ÷àñòèöó, ñîâåðøàþùóþ îäíî-
ìåðíîå äâèæåíèå â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà,
îãðàíè÷åííîé ñòåíêàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðè ñòîëêíîâåíèè ñî ñòåíêîé ÷àñòèöà èñ-
ïûòûâàåò óïðóãîå îòðàæåíèå, ïðè÷åì âðå-
ìÿ, çà êîòîðîå ïðîèñõîäèò îòðàæåíèå, ïðå-
íåáðåæèìî ìàëî. Ñ÷èòàåì, ÷òî â ïðîñòðàí-
ñòâå ìåæäó ñòåíêàìè íà ÷àñòèöó äåéñòâóåò
ñèëà, èçìåíÿþùàÿñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó
çàêîíó ñî âðåìåíåì, à òàêæå ñèëà âÿçêîãî
òðåíèÿ, òîðìîçÿùàÿ äâèæåíèå è ïðîïîð-
öèîíàëüíàÿ ñêîðîñòè. Ðåàëüíûì îáúåê-
òîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîé ìîäåëè, ìî-
æåò áûòü, íàïðèìåð, ìÿ÷, êàòàþùèéñÿ ïî
êàþòå êîðàáëÿ, èñïûòûâàþùåãî êà÷êó.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû èìååò
âèä:

)cos( ϕγ +Ω+−= tfxxm &&& ,

ãäå x � êîîðäèíàòà ÷àñòèöû, òî÷êè îáî-
çíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, γ � êî-
ýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó
ñèëîé âÿçêîãî òðåíèÿ è ñêîðîñòüþ ÷àñòè-
öû, f � àìïëèòóäà âíåøíåé ñèëû, Ω � ÷àñ-
òîòà ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû, ϕ � íà÷àëüíàÿ
ôàçà. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçî-
âàòü ê âèäó:

)cos( ϕγ +Ω=+ t
m

f
x

m
x &&& .

Êîýôôèöèåíò m /γ èìååò ðàçìåðíîñòü
âðåìåíè. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé
óäîáíî ïðîâåñòè ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå âðåìåíè, òàê ÷òîáû ïðèíÿòü ýòó âå-
ëè÷èíó çà åäèíèöó, òî åñòü ââåñòè áåçðàç-
ìåðíóþ ïåðåìåííóþ âðåìåíè:Ðèñ. 4
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t
m

t
γ=′ .

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë åäèíèöû âðåìåíè
t ′ � çà ýòî âðåìÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû óìåíü-
øàåòñÿ â e ðàç â îòñóòñòâèå ïåðèîäè÷åñ-
êîé ñèëû ( f = 0).

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ ÷àñòèöû ïðèíèìàåò âèä:

)cos( ϕω +′=+ tFxx &&& , (6)

ãäå òî÷êè îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî t ′,
F è ω � àìïëèòóäà è ÷àñòîòà ñèëû â íî-
âûõ ïåðåìåííûõ:

Ω==
m

fm
F

γω
γ

,
2

.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî äâèæåíèå ÷àñòèöû îãðàíè÷åíî êîîð-
äèíàòàìè x = 0 è x = l. Óäîáíî ñäåëàòü
ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëèíû, ïðè-
íÿâ çà åäèíèöó äëèíû l, òàê ÷òî äâèæåíèå
÷àñòèöû áóäåò îãðàíè÷åíî êîîðäèíàòàìè
x = 0 è x = 1. Àìïëèòóäà ñèëû F, êîòîðàÿ
èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû, áóäåò, òàêèì îá-
ðàçîì, èçìåðÿòüñÿ â åäèíèöàõ l.

Óðàâíåíèå (6) îïèñûâàåò äâèæåíèå
÷àñòèöû ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè ñî ñòåí-
êàìè (åñëè ñòîëêíîâåíèÿ èìåþò ìåñòî).
Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ïðîìåæóòêå
ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè ïðè çàäàííûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

0 0

0 0

( ) ,

( ) ,

x t x

x t υ
=
=&

(7)

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â àíàëèòè÷åñêîì
âèäå

( )( )0
0 0 0( ) sin( ) 1 et tx t x A tυ ω ω ψ −= + + + − +

( )0cos( ) cos( )A t tω ψ ω ψ+ + − + ,     (8)

ãäå

21

F
A

ω ω
=

+
, (9)

à óãîë ψ îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî àä-
äèòèâíîé ïîñòîÿííîé 2πn) îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè:

2 2

1
cos , sin

1 1

ωψ ψ
ω ω

= − = −
+ +

.

Íåñëîæíî ïîíÿòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë
âåëè÷èí A è ψ � â îòñóòñòâèå ñòîëêíîâå-
íèé ñî ñòåíêàìè îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
àìïëèòóäó è ôàçó âûíóæäåííîãî óñòàíî-
âèâøåãîñÿ êîëåáàíèÿ.

Ïîëíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåò-
ñÿ ñøèâàíèåì ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ
äâèæåíèå ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè. Àëãî-
ðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòîé. Èç óðàâíåíèÿ (8) íàõîäèòñÿ î÷åðåä-
íîé ìîìåíò âðåìåíè tn, ïðè êîòîðîì êî-
îðäèíàòà xn îáðàùàåòñÿ â 0 èëè 1. Ïîä-
ñòàâëÿÿ çíà÷åíèå tn â ïðîèçâîäíóþ îò ïðà-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8), íàõîäèì ñêîðîñòü
â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè υn. Íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè ðåøåíèÿ íà î÷åðåäíîì âðåìåí-
íîì ïðîìåæóòêå ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñ-
ëîâèÿ:

1

1

( ) ,

( ) .
n n

n n

x t x

x t υ
+

+

=
= −&

(10)

Ïðîöåññû ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêàìè
ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ïîëó÷èòü îáùåå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå
íå óäàåòñÿ (íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü àíàëè-
òè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ âðåìåíè î÷åðåä-
íîãî ñòîëêíîâåíèÿ). ×èñëåííîå ðåøåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå îáëàäàåò ìíîãè-
ìè ñâîéñòâàìè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé �
êðèòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé, íàëè÷èåì áèôóðêàöèé ïðè àäèà-
áàòè÷åñêè ìåäëåííîì èçìåíåíèè ïàðàìåò-
ðîâ è ñìåíîé õàðàêòåðîâ ðåøåíèé (ïåðè-
îäè÷åñêèå è õàîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ) (ñì.,
íàïðèìåð, [10]). Èññëåäîâàíèå ýòèõ êà÷å-
ñòâåííûõ îñîáåííîñòåé, ïî ñóòè äåëà, è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ó÷åáíûé âû÷èñëèòåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò. Äàëåå ìû ïðèâåäåì ëèøü
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, èëëþñòðèðóþùèå
ýòîò ýêñïåðèìåíò.

Íà÷íåì ýêñïåðèìåíò ñ íà÷àëüíûõ óñ-
ëîâèé t0 = 0, x0 = 0,5 è υ0 = 0. Çíà÷åíèå F
ôèêñèðóåì ðàâíûì 5, à çíà÷åíèå ω áóäåì
ïëàâíî óìåíüøàòü ñî çíà÷åíèÿ 5. Äîâîëü-
íî áûñòðî óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì âûíóæ-
äåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ, ïðè
êîòîðîì ÷àñòèöà íå ñòàëêèâàåòñÿ ñî ñòåí-
êàìè (ðèñ. 5). Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíî îêíî,
êîòîðîå ñêîíñòðóèðîâàíî â ñðåäå Guide è
ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óäîáíî ïðîâîäèòü âû-
÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Â ëåâîé ÷àñòè
îêíà ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êî-
îðäèíàòû (âåðõíèé) è ñêîðîñòè (íèæíèé)
îò âðåìåíè, à òàêæå çàâèñèìîñòü âûíóæäà-
þùåé ñèëû îò âðåìåíè. Â ïðàâîé ÷àñòè
îêíà ïðèâåäåíà ôàçîâàÿ äèàãðàììà.
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Ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ ω âíà÷àëå
àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííî óâåëè÷èâàåòñÿ àì-
ïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (9). Êîãäà â ðåçóëü-
òàòå ýòîãî ïðîöåññà àìïëèòóäà óâåëè÷èò-
ñÿ íàñòîëüêî, ÷òî ÷àñòèöà ñòîëêíåòñÿ ñî
ñòåíêîé, õàðàêòåð ðåøåíèÿ ðåçêî èçìå-
íÿåòñÿ. Ýòî ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå
ïðîèñõîäèò â èíòåðâàëå ÷àñòîò îò 3 äî 5
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàñêîëüêî ìåäëåí-
íî èçìåíÿåòñÿ ÷àñòîòà. Ñïóñòÿ íåêîòîðîå
âðåìÿ ïîñëå ñêà÷êà, óñòàíàâëèâàåòñÿ ïå-
ðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðèâåäåííîå íà
ðèñ. 6. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ñòå-

íîê. Çà ïåðèîä ÷àñòèöà
ñòàëêèâàåòñÿ ñ êàæäîé èç
ñòåíîê îäèí ðàç.

Äàëüíåéøåå óìåíüøå-
íèå ÷àñòîòû ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî ðåøåíèå, îñòàâà-
ÿñü ïåðèîäè÷åñêèì, ñòàíî-
âèòñÿ íåñèììåòðè÷íûì.
Ïðîèñõîäèò òàê íàçûâàå-
ìîå ñïîíòàííîå íàðóøåíèå
ñèììåòðèè. Ïðè ýòîì â
ïðîöåññå ïåðåõîäà ê ýòî-
ìó ðåøåíèþ ñèñòåìà íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå ÷àñ-
òîò ìîæåò âåðíóòüñÿ ê ðå-
øåíèþ áåç ñòîëêíîâåíèé
(ðèñ. 5). Ôîðìà íåñèììåò-

ðè÷íîãî ðåøåíèÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ, â ÷àñ-
òíîñòè, ìîæåò âîçíèêíóòü ðåøåíèå, ïðè êî-
òîðîì íà ïåðèîäå êîëåáàíèé ÷èñëî ñòîë-
êíîâåíèé ÷àñòèöû ñ îäíîé ñòåíêîé íå ðàâ-
íî ÷èñëó ñòîëêíîâåíèé ñ äðóãîé (ðèñ. 7).
Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 7 ïåðèîä ðåøåíèÿ
îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì óäâîåííîìó ïåðèîäó
âûíóæäàþùåé ñèëû.

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ÷àñòîòû
ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêèì, ïåðèî-
äè÷åñêèé ðåæèì íå óñòàíàâëèâàåòñÿ â òå-
÷åíèå ñêîëü óãîäíî äëèòåëüíîãî âðåìåíè,
åñëè ÷àñòîòó îñòàâëÿòü íåèçìåííîé. Äàëåå
ïðè ïåðåõîäå ê çíà÷åíèþ ω ≈ 1,88 ïðîèñ-
õîäèò óñòàíîâëåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöà íà ïåðèîäå

äâàæäû ñòàëêèâàåòñÿ ñî
ñòåíêîé (ðèñ. 8).

Çàòåì ïðè ïåðåõîäå ω
÷åðåç çíà÷åíèå ω ≈ 1,6 ðå-
øåíèå ñíîâà ñòàíîâèòñÿ
õàîòè÷åñêèì. Íà èíòåðâà-
ëå ω ∈ (1,12, 1,24) ñíîâà
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå, ïðè êî-
òîðîì ÷àñòèöà ñòàëêèâà-
åòñÿ ñî ñòåíêàìè òðèæäû.
Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøå-
íèè âíîâü âîçíèêàåò õàî-
òè÷åñêîå ðåøåíèå, çà êî-
òîðûì ñëåäóåò èíòåðâàë
ω ∈ (0,92, 0,96) ïåðèîäè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïðè êî-Ðèñ. 6

Ðèñ. 5
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òîðîì ÷àñòèöà íà ïåðèîäå
÷åòûðåæäû ñòàëêèâàåòñÿ ñ
êàæäîé èç ñòåíîê (ðèñ. 9).
Äàëåå ðåæèìû õàîòè÷åñêî-
ãî è óïîðÿäî÷åííîãî äâè-
æåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ.

Àíàëîãè÷íûå êà÷åñò-
âåííûå èçìåíåíèÿ ðåøå-
íèé âîçíèêàþò ïðè ïëàâíîì
óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû. Ñìåíà
«çîí ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ» è «çîí õàîòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ» ïðîèñõîäèò òàê-
æå ïðè ôèêñèðîâàííîé ÷à-
ñòîòå âûíóæäàþùåé ñèëû è
ïëàâíîì èçìåíåíèè åå àì-
ïëèòóäû. Ýòî îäèí èç õà-
ðàêòåðíûõ ýôôåêòîâ íåëèíåéíîé äèíàìè-
êè, êîòîðûé ìîæíî íàáëþäàòü ïðè èññëå-
äîâàíèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà [5]
èëè óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî äâèæåíèå
ðîòàòîðà âî âíåøíåì ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå.

Îäèíàêîâûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííî-
ñòè ðåøåíèé äâóõ ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷ íà
ñàìîì äåëå íå ñëó÷àéíû. Ðàññìîòðèì çà-
äà÷ó î äâèæåíèè ÷àñòèöû ìåæäó ñòåíêàìè
è ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñäåëàåì
ïðîìåæóòîê ìåæäó ñòåíêàìè ðàâíûì π. Èç-
ìåíèì äàëåå çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äîïóñòèì, ÷àñòèöà äîñòèãàåò ïðàâîé ãðà-
íèöû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöà íå îòðà-
æàåòñÿ, à äâèæåòñÿ äàëüøå, íî ìåíÿåòñÿ
íà ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê çíà÷åíèå ñèëû.
Äâèæåíèå ÷àñòèöû â èçìå-
íåííîé çàäà÷å áóäåò çåð-
êàëüíî ñèììåòðè÷íûì (îò-
íîñèòåëüíî ñòåíêè) äâèæå-
íèþ â èñõîäíîé çàäà÷å.
Àíàëîãè÷íî áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü äâèæåíèå ÷àñòèöû
ïðè äîñòèæåíèè äðóãèõ
ãðàíèö (x êðàòíî π). Â ðå-
çóëüòàòå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
äâèæåíèþ ÷àñòèöû âäîëü
îñè x ïîä äåéñòâèåì ñèëû
âÿçêîãî òðåíèÿ è ïåðèîäè-
÷åñêîé ïî âðåìåíè è ïðî-
ñòðàíñòâó ñèëû:

( , ) ( )cos( )F x t f x tω= ,

ãäå f(x) � ïåðèîäè÷íàÿ ôóíêöèÿ: 

,0

0

, [2 , (2 1) )
( )

, [(2 1) ,2 )

f x n n
f x

f x n n

π π
π π

∈ +
= − ∈ − .

Ïðè òàêîé ìîäèôèêàöèè çàäà÷è äâè-
æåíèå ÷àñòèöû áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâ-
íåíèåì (6), â êîòîðîì êîíñòàíòó F íóæ-
íî ïðîñòî çàìåòèòü ôóíêöèåé f(x). Íà ñà-
ìîì äåëå ìû ïîëó÷èëè äâèæåíèå ÷àñòè-
öû â ïîëå ïðîäîëüíîé ñòîÿ÷åé âîëíû, êî-
òîðàÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå
èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 10.

Ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä
Ôóðüå ïî ñèíóñàì:

1 2( ) sin( ) sin(2 ) ...f x A x A x= + +

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

.
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Åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì
ðàçëîæåíèÿ, òî ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî
îáîçíà÷åíèé óðàâíåíèå äëÿ ðîòàòîðà:

1 sin cos( )x x A x tγ ω+ =&& & .

Ïðîñëåæèâàÿ àíàëîãèþ ìåæäó äâèæå-
íèåì ÷àñòèöû ìåæäó ñòåíêàìè è äâèæåíè-
åì ðîòàòîðà, íåñëîæíî ïðèéòè ê çàêëþ÷å-
íèþ, ÷òî ñëó÷àè íå÷åòíîãî ÷èñëà ñòîëêíî-
âåíèé ñ êàæäîé èç ñòåíîê ñîîòâåòñòâóþò
âðàùåíèþ ðîòàòîðà, à ñëó÷àè ÷åòíîãî ÷èñëà
ñòîëêíîâåíèé � êîëåáàíèÿì ðîòàòîðà. Èç
ýòîé àíàëîãèè ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì ÷åðå-
äîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé ïðè èçìåíåíèè àì-
ïëèòóäû è ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Íàêîíåö, åùå îäíî çàìå÷àíèå, êàñàþ-
ùååñÿ âîçìîæíûõ òî÷íûõ ðåøåíèé. Ãðà-
ôèêè êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè â çàâèñèìî-
ñòè îò âðåìåíè, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 6,
íàâîäÿò íà ìûñëü î ñóùåñòâîâàíèè ðåøå-
íèÿ òàêîãî, ÷òî çà âðåìÿ, ðàâíîå π /ω, ìî-
äóëü êîîðäèíàòû èçìåíÿåòñÿ íà 1, à ñêî-

Ðèñ. 9

π 

f(x) 

x 

Ðèñ. 10

ðîñòü ïðè äîñòèæåíèè ïðî-
òèâîïîëîæíîé ñòåíêè îñ-
òàåòñÿ íåèçìåííîé. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî ïîïûòàòü-
ñÿ íàéòè ðåøåíèå, óäîâëåò-
âîðÿþùåå óñëîâèÿì:

  
0 0

0 0

( / ) ( ) 1,

( / ) ( ).

x t x t

x t x t

π ω
π ω

+ − =
+ =& &

(11)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå
(8) è ïîëó÷åííîå èç íåãî
äèôôåðåíöèðîâàíèåì âû-
ðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè â
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè,
ïîñëå äîñòàòî÷íî ãðîìîç-
äêèõ, íî ïðèíöèïèàëüíî íå

ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü
ðàâåíñòâî, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî óäîâ-
ëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿ (11):

0

2
sin( ) 1

F
t

ω
= − . (12)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èìååò àáñîëþò-
íî òî÷íîå ðåøåíèå, ñïðàâåäëèâîå ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ω è F ïðè
óñëîâèè ω < 2F. Îäíàêî, êàê áû òî÷íî
Âû íå ïðîâîäèëè âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïå-
ðèìåíò, ïðè ïðåâûøåíèè F íåêîòîðîãî
çíà÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïðîïà-
äàåò. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷è-
âûì. Ìàëåéøåå îòêëîíåíèå íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ ìîìåíòà âðåìåíè äëÿ î÷åðåäíî-
ãî îòðåçêà âðåìåíè (çíà÷åíèå t0 â ôîðìó-
ëå (12)) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåøåíèå
«óõîäèò» îò ïåðèîäè÷åñêîãî. Èññëåäîâà-
íèå ðåàëüíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ïîäîáíîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðíûì äëÿ íèõ è ðåàëèçóåòñÿ íà
îïûòå (ñì., íàïðèìåð, [10, 12]). Èäåàëü-
íîå æå òî÷íîå ðåøåíèå â äàííîì ñëó÷àå
àíàëîãè÷íî òî÷íîìó ðåøåíèþ, ïðè êîòî-
ðîì êàðàíäàø ñòîèò íà îñòðèå è êîòî-
ðîå íå ðåàëèçóåòñÿ íà îïûòå. Ðåøåíèå,
ïîëó÷åííîå âû÷èñëèòåëüíûìè ìåòîäàìè,
îêàçûâàåòñÿ áîëåå ðåàëüíûì, ÷åì òî÷íîå
ðåøåíèå.
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The relationship between analytical and computational methods of investigation of
mathematical models of nonlinear dynamics is discussed.
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