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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå îñâåùàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé è ïðàêòèêîé ñèìâîëüíîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âàðèàíòû ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ
ôóíêöèé, ïðèâåäåíû ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì. Äàí èñòîðè÷åñêèé îáçîð íàè-
áîëåå çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè. Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ïðèâåä¸í ïåðå÷åíü
«áåëûõ ïÿòåí», êîòîðûå èìåþòñÿ êàê â òåîðèè, òàê è â ìàøèííûõ ðåàëèçàöèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë, ñèìâîëüíîå èíòåãðèðîâàíèå, òåîðå-
ìà Ëèóâèëëÿ, àëãîðèòì Ðèøà.

Âñåì èçâåñòíî, ÷òî íàõîæäåíèå ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé çà-
äà÷åé, è ìíîãèå íå áåç îñíîâàíèé ïîëàãàþò,
÷òî íàõîæäåíèå íåîïðåäåë¸ííîãî èíòåãðà-
ëà (ïåðâîîáðàçíîé) � çàäà÷à íåòðèâèàëüíàÿ
è äàæå íåðàçðåøèìàÿ. Íà âòîðîé ïóíêò, îä-
íàêî, åñòü ðàçíûå òî÷êè çðåíèÿ, è ñåé÷àñ
ìû èõ ðàçáåð¸ì â íåáîëüøîé èñòîðèêî-ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñïðàâêå. Íî ñíà÷àëà îïðåäå-
ëèìñÿ ñ òåì, î êàêèõ ôóíêöèÿõ èä¸ò ðå÷ü.

1. ÊËÀÑÑÛ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÎÄÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

×åì øèðå êëàññ ôóíêöèè, òåì ñëîæíåå
áðàòü èíòåãðàë. Íàïðèìåð, èíòåãðèðîâàíèå
ïîëèíîìîâ îäíîé ïåðåìåííîé

p(x) = anxn + ... + a1x + a0

íå ñîñòàâëÿåò íèêàêîãî òðóäà. Óæå íåêîòî-
ðóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðèðîâà-
íèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè
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Åñëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ n ìåíüøå ñòå-
ïåíè çíàìåíàòåëÿ m, è êîýôôèöèåíòû ëå-

æàò â ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òî èíòåã-
ðèðîâàíèå ïðîçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
çíàìåíàòåëü ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè
âèäà (x � xi)

ki è (x2 + bj x + cj )
lj, ãäå êàæäûé

xi � êîðåíü êðàòíîñòè ki , à bj è cj çàäàþò
ïàðó ñîïðÿæ¸ííûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé
êðàòíîñòè lj . Çàòåì ìåòîäîì íåîïðåäåë¸í-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ äðîáü r(x) ðàñêëàäû-
âàåòñÿ íà ñóììó êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà äðî-
áåé âèäà
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Äëÿ êàæäîãî èç òð¸õ âèäîâ ñëàãàåìûõ
(òð¸õ, òàê êàê äðîáü ñ Bj x + Cj ðàçáèâàåòñÿ
íà îòäåëüíûå ñëàãàåìûå) èíòåãðàë íàõîäèòñÿ
ñ ïîìîùüþ ôîðìóë èç ñïðàâî÷íèêà (ñì.
íàïðèìåð [1]). Â ýòèõ ôîðìóëàõ âñòðå÷à-
þòñÿ ëîãàðèôìû, ðàäèêàëû, ìîäóëè è àðê-
òàíãåíñû, ïîýòîìó èíòåãðàë ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ðàöè-
îíàëüíîé ôóíêöèåé.

Åñëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ n áîëüøå èëè
ðàâíà ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ m, òî ìû ìîæåì
ðàçäåëèòü ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü è ïîëó-
÷èòü ñóììó ïîëèíîìà è «ïðàâèëüíîé» äðî-
áè. Åñëè íàñ èíòåðåñóþò ôóíêöèè ñ êîìï-
ëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî âñ¸ äåëàåòñÿ
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òî÷íî òàê æå, êàê è ñ âåùåñòâåííûìè, ñ
òåì îòëè÷èåì, ÷òî êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû èç
ðàçëîæåíèÿ çíàìåíàòåëÿ áóäóò óïðàçäíåíû.

Êàæåòñÿ, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ðàöèî-
íàëüíûõ ôóíêöèé � óæå ÷èñòî òåõíè÷åñêàÿ
çàäà÷à. Ýòî íå ñîâñåì òàê. Åñëè ñòåïåíü ìíî-
ãî÷ëåíà áîëüøå 4, òî åãî êîðíè â îáùåì
ñëó÷àå íå çàïèñûâàþòñÿ â ðàäèêàëàõ. Ýòî äî-
êàçàë Àáåëü â 1826 ã.1 Íàïðèìåð, âåùåñòâåí-
íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ «x 5 + x + a = 0» â
îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî çàïèñàòü, ïîëüçó-
ÿñü àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè è îïå-
ðàöèåé èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ2.

×èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìîâ
ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàçû-
âàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Îíè ïðè-
âîäÿò íàñ ê îáîáùåíèþ êëàññà ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé � àëãåáðàè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y îò ïåðåìåí-
íîé x çàäà¸òñÿ íåÿâíûì îáðàçîì ÷åðåç ïî-
ëèíîì îò x è y:

pn(x) y
n + ... + p1(x) y + p0(x) = 0.

Äëÿ ïðèìåðà ïðåîáðàçóåì óêàçàííîå
âûøå óðàâíåíèå 5-é ñòåïåíè â àëãåáðàè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ y îò ïåðåìåííîé x:

y5 + y + x = 0.

Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà è ôóíêöèè òîæå
íå ÿâëÿþò ñîáîé ïðåäåë âûðàçèòåëüíîñòè
ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñè. Õîðîøî èçâåñòíû
òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà (e, π) è òðàíñöåí-
äåíòíûå ôóíêöèè (ýêñïîíåíòà, ëîãàðèôì,
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè), êîòîðûå
íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ïîëèíîìè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ê êëàññó ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé îòíî-
ñÿòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè, ýêñïîíåí-
òà, ëîãàðèôì è ëþáûå èõ êîíå÷íûå ñóïåð-
ïîçèöèè. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ îïåðèðîâàíèå íàä
ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî
ýëåìåíòàðíû è âñå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè, òàê êàê îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
êîìáèíàöèè eix è e�ix. Îáðàòíûå òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâåííî, âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç ëîãàðèôìû. Ïîêàçàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ ax âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýêñïîíåíòó è
ëîãàðèôì: ax = ex ln(a).

Ñðåäè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé èíîãäà
âûäåëÿþò ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè �
ýòî ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæ-
íî îïðåäåëèòü áåç ó÷àñòèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
ôóíêöèé (ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè äîïóñêà-
þòñÿ). Â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ «ýëåìåí-
òàðíûìè» ôóíêöèÿìè íàçûâàþò ÷èñòî
òðàíñöåíäåíòíûå.

2. ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ Â ÒÅÎÐÈÈ

Ñ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè, íåñìîò-
ðÿ íà óêàçàííûå âûøå íåïðèÿòíîñòè, ïðèí-
öèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé íåò: èíòåãðàë âñå-
ãäà ñóùåñòâóåò â âèäå ýëåìåíòàðíîé ôóíê-
öèè, è åñòü ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ åãî ãàðàí-
òèðîâàííî íàéä¸ò.

Ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè äåëî
îáñòîèò ñëîæíåå.

Ëàïëàñîì áûëî ñäåëàíî ñëåäóþùåå íà-
áëþäåíèå: ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè àëãåá-
ðàè÷åñêèå ôóíêöèè ïðåâðàùàþòñÿ â àëãåá-
ðàè÷åñêèå ôóíêöèè, ëîãàðèôìû àëãåáðàè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ïðåâðàùàþòñÿ òîæå â àë-
ãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè. Ðàññóæäàÿ â îáðàò-
íóþ ñòîðîíó (è çíàÿ âìåñòå ñ òåì, ÷òî íè-
êàêèå äðóãèå èçâåñòíûå ôóíêöèè,  âêëþ÷àÿ
íàïðèìåð ýêñïîíåíòó, íå äàþò ïðè äèôôå-
ðåíöèðîâàíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé),
Ëàïëàñ ïðåäïîëîæèë, ÷òî èíòåãðàë àëãåá-
ðàè÷åñêîé ôóíêöèè (åñëè îí ñóùåñòâóåò êàê
ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ) âûðàæàåòñÿ â âèäå
ñóììû àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèè è êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ëîãàðèôìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóí-
êöèé ñ êîíñòàíòíûìè ìíîæèòåëÿìè.

Ýòî äà¸ò ñëåäóþùóþ îáùóþ çàïèñü äëÿ
èíòåãðèðóåìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé:
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Êðîìå òîãî, Ëàïëàñ óòâåðæäàë, ÷òî èí-
òåãðàë ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü òàê, ÷òî-
áû îí ñîäåðæàë ëèøü òå àëãåáðàè÷åñêèå
âåëè÷èíû, êîòîðûå åñòü â èñõîäíîì ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè.

Ãèïîòåçó Ëàïëàñà äîêàçàë Ëèóâèëëü â
1833 ã. [2, 3], à åù¸ ÷åðåç äâà ãîäà îí îïóá-

1 Òåîðåìà Àáåëÿ�Ðóôôèíè.
2 Êñòàòè, ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ êîðíåì Áðèíãà Br (a), è ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî çàïèñàòü âñå êîìïëåêñíûå

êîðíè áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ «x5 + px + q = 0».
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ëèêîâàë äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîãî ôàê-
òà äëÿ íåêîòîðîãî îáîáùåíèÿ êëàññà àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, òàê íàçûâàåìûõ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïî Ëèóâèëëþ. Îíè
èìåþò ôîðìó àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, íî
â ðîëè ïåðåìåííûõ â íèõ íå òîëüêî x, íî
åù¸ êîíå÷íûé íàáîð ëîãàðèôìîâ è ýêñ-
ïîíåíò îò àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêèé îò x:

• y (x) = φ (x, z1(x), ..., zr(x)) � àëãåáðàè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò x, z1(x), ..., zr(x),

• zi(x) = ln(θi (x)) èëè exp(θi (x)), ãäå θi �
àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò x.

Ëèóâèëëü ïîêàçàë [4], ÷òî åñëè ýëåìåí-
òàðíàÿ (ïî Ëèóâèëëþ) ôóíêöèÿ èìååò ýëå-
ìåíòàðíóþ ïåðâîîáðàçíóþ, òî ýòà ïåðâîîá-
ðàçíàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

 ))(...,),(,( 1 dxxzxzx r ψφ∫ =

))(...,),(,( 10 xzxzx rψ ∑+=

)))(...,),(,(ln(
)(

)(
10

1

xzxzx
xv
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A r

m

i i

i
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′
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Âûðàæàÿñü ìåíåå ôîðìàëüíûì ÿçûêîì,
ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè y � ýòî àëãåáðàè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò òîãî, ÷òî óæå èìååòñÿ â
y, ïëþñ êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ëîãàðèôìîâ
(ñ êîýôôèöèåíòàìè) àëãåáðàè÷åñêèõ ôóí-
êöèé òîãî, ÷òî óæå èìååòñÿ â y. Òî åñòü,
ïðèíöèï Ëàïëàñà îñòà¸òñÿ â ñèëå.

Ðåçóëüòàòû Ëèóâèëëÿ, ïðè âñåé ñâîåé
çíà÷èìîñòè, ñîâåðøåííî íå ïîìîãàþò â çà-
äà÷å íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé, èáî ïðî-
öåäóðû ïðèâåäåíèÿ ôóíêöèè ê èíòåãðèðóå-
ìîìó âèäó àâòîðîì ïðåäëîæåíî íå áûëî.
Ïðîøëî áîëåå 80 ëåò, äî òîãî êàê àíãëèéñ-
êèé ìàòåìàòèê Ã. Õ. Õàðäè... ïðåäïîëîæèë
[5], ÷òî òàêîé ïðîöåäóðû íå ìîæåò ñóùå-
ñòâîâàòü, è îøèáñÿ.

Â XX âåêå íîâàÿ îòðàñëü ìàòåìàòèêè �
äèôôåðåíöèàëüíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà � ïîçâî-
ëèëà îáîáùèòü ðåçóëüòàò Ëèóâèëëÿ íà ïðî-
èçâîëüíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è, áîëåå
òîãî, ñäåëàòü äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâ-
íûì, òî åñòü òàêèì, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ ñòàëî
âîçìîæíî ïîëó÷èòü æåëàííóþ ïåðâîîáðàç-
íóþ. À âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà î÷åíü

êñòàòè ïîäîñïåëè è âû÷èñëèòåëüíûå ìàøè-
íû, íà êîòîðûõ ýòè êîíñòðóêöèè áûëè íå-
çàìåäëèòåëüíî çàïðîãðàììèðîâàíû.

Èòàê, äèôôåðåíöèàëüíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà.
Êëþ÷åâîå ïîíÿòèå â íåé � ýòî òàê íàçûâà-
åìîå ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ôóí-
êöèé1, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûì äîáàâëåíèåì â íåãî ëîãàðèôìîâ, ýêñ-
ïîíåíò è àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé:

• ln (f (x)), ãäå f ∈ K,
• exp (f (x)), ãäå f ∈ K,
• àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîé

óðàâíåíèåì âèäà P(f1(x), ... fn(x)) = 0, ãäå
f1, ...  fn ∈ K.
(çà K ñ÷èòàåòñÿ ïîëå, ðàñøèðåííîå ïðåäû-
äóùèì äîáàâëåíèåì). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò
êàêîìó-ëèáî ýëåìåíòàðíîìó ðàñøèðåíèþ
ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Êëþ÷åâàÿ òåîðåìà äèôôåðåíöèàëüíîé
òåîðèè Ãàëóà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðå-
ìû Ëèóâèëëÿ è ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè
ôóíêöèÿ f èç ïîëÿ F èìååò ïåðâîîáðàçíóþ
g â ïîëå G � ýëåìåíòàðíîì ðàñøèðåíèè F,
òî f çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå (1), ãäå vi ∈ F , à
g ñîîòâåòñòâåííî ñîäåðæèò ôóíêöèþ èç F
è ëîãàðèôìû ôóíêöèé èç F ñ âåñàìè.

Åñëè ñòðîèòü ïîëå F «ñïåöèàëüíî» ïîä
ôóíêöèþ f, òî åñòü ïîäáèðàòü ìèíèìàëü-
íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé, ñîäåðæàùåå F, òî ñòàíåò î÷åâèäíî, ÷òî
ïðèíöèï Ëàïëàñà ñíîâà íå íàðóøàåòñÿ: ïåð-
âîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f ñîäåðæèò òî, ÷òî óæå
èìååòñÿ â f, à òàêæå ëîãàðèôìû òîãî, ÷òî
óæå èìååòñÿ â f.

Ðîáåðò Ðèø èç Êàëèôîðíèéñêîãî óíè-
âåðñèòåòà â 1969�1970 ãîäàõ (Õàðäè ê òîìó
âðåìåíè áîëåå äâàäöàòè ëåò êàê íå áûëî â
æèâûõ) îïóáëèêîâàë àëãîðèòì [6], ïðèâî-
äÿùèé ëþáóþ ýëåìåíòàðíóþ ôóíêöèþ ê
âèäó (1) èëè îïðåäåëÿþùèé, ÷òî òàêîå ïðè-
âåäåíèå íåâîçìîæíî (è, ñëåäîâàòåëüíî, èí-
òåãðàëà êàê ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè íåò). Íà
ýòîì âîïðîñ îòíþäü íå áûë çàêðûò; íàïðî-
òèâ, íà÷àëîñü ñàìîå èíòåðåñíîå.

1 Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, äèôôåðåíöèàëüíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà îïåðèðóåò äèôôåðåíöèàëüíûìè ïîëÿìè õàðàêòå-
ðèñòèêè 0, íî ìû â ýòè òåðìèíû ïîãðóæàòüñÿ íå ñòàíåì è áóäåì ñ÷èòàòü ïî-ïðåæíåìó, ÷òî èìååì äåëî ñ
ðàçëè÷íûìè êëàññàìè ôóíêöèé.
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3. ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÀ ÏÐÀÊÒÈÊÅ

Àëãîðèòì Ðèøà, âîïðåêè ðàñïðîñòðà-
í¸ííîìó ìíåíèþ, ÿâëÿëñÿ íà âðåìÿ ñâîåãî
îïóáëèêîâàíèÿ àëãîðèòìîì èíòåãðèðîâàíèÿ
ëèøü ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé. Äëÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ Ðèø ïðèâ¸ë
â îáùèõ ÷åðòàõ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâî-
âàíèÿ àëãîðèòìà, íî, ÷òîáû ñäåëàòü èç íåãî
àëãîðèòì, ïîòðåáîâàëñÿ åù¸ íå îäèí äåñÿ-
òîê ëåò.

Ïåðâàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Ðèøà áûëà
âûïîëíåíà Äæîýëîì Ìîçåñîì â ðàìêàõ çíà-
ìåíèòîãî «Project MAC» â MIT â 1971 ã.
[7]. Ïðîãðàììà ïîä íàçâàíèåì SIN èíòåã-
ðèðîâàëà ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè.

Äæåéìñ Äýâåíïîðò â 1981 ã., îñíîâûâà-
ÿñü íà ðàáîòå Ðèøà è íåêîòîðûõ ãëóáîêèõ
ðåçóëüòàòàõ äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû è
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, ðàçðàáîòàë àëãîðèòì
èíòåãðèðîâàíèÿ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèõ ôóí-
êöèé [8] è ðåàëèçîâàë åãî â èçâåñòíîé ñðå-
äå ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé REDUCE-2.

Ïðîãðàììû Ìîçåñà è Äýâåíïîðòà ñëó-
æèëè äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
îäíîé çàäà÷è, íî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ � èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé � áûëè îäèíàêîâî íåïðèãîäíû.

Àëãîðèòì Äýâåíïîðòà åù¸ è îáëàäàë
áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ, ÷òî
åãî àâòîð ïðèçíàâàë è âûðàæàë íàäåæäó, ÷òî
àëãîðèòì ìîæíî óïðîñòèòü. Òàê è ïðîèçîø-
ëî: Áàððè Òðàãåð èç MIT â 1984 ã. âí¸ñ
ñåðü¸çíûå óëó÷øåíèÿ â àëãîðèòì Äýâåíïîð-
òà. Îáíîâë¸ííûé àëãîðèòì [9] îáëàäàë ãî-
ðàçäî áîëüøåé ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòüþ è
áûë ðåàëèçîâàí â ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîãðàì-
ìàõ Axiom è Maple.

Ðåøàþùèé øàã ê ïðàêòè÷åñêîìó ðåøå-
íèþ âîïðîñà ñäåëàë Ìàíóýëü Áðîíøòåéí
[10] â 1990 ã, îáîáùèâ àëãîðèòì Òðàãåðà
íà ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

Â 1998 ã. Áðîíøòåéí íàïèñàë ìîíîãðà-
ôèþ [11] ïî ñèìâîëüíîìó èíòåãðèðîâàíèþ,
â êîòîðîé ïîíÿòíûì ÿçûêîì èçëîæèë ëó÷-
øèå äîñòèæåíèÿ â ýòîé îáëàñòè, íà÷èíàÿ ñ
òåîðåìû Ëèóâèëëÿ è çàêàí÷èâàÿ ñîáñòâåí-
íûìè ðåçóëüòàòàìè.

Áðîíøòåéí áûë îäíèì èç âåäóùèõ ðàç-
ðàáîò÷èêîâ Axiom. Âìåñòå ñ Òðàãåðîì îí
ðåàëèçîâàë â Axiom ñâîé àëãîðèòì, íî ëèøü
÷àñòè÷íî. Â 2005 ãîäó Áðîíøòåéí ñêîí÷àë-
ñÿ, ýòî ïðîèçîøëî ñïóñòÿ äâà ãîäà ïîñëå ñìåð-
òè îñíîâàòåëÿ Axiom Ðè÷àðäà Äæåíêñà.

Ïðè ñâîåé íåïîëíîòå èìïëåìåíòàöèÿ
Áðîíøòåéíà � íàèáîëåå ïîëíàÿ èç èìåþ-
ùèõñÿ â ïðîãðàììàõ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëå-
íèé. Àâòîð îòìå÷àë [12], ÷òî ïðè âîçíèê-
íîâåíèè íåðåàëèçîâàííîãî ñëó÷àÿ Axiom
âûäà¸ò îøèáêó, â îòëè÷èå îò ïðîöåäóð èí-
òåãðèðîâàíèÿ Maple è Mathematica. Òî åñòü,
åñëè Axiom îáíàðóæèâàåò, ÷òî èíòåãðàë îò
äàííîé ôóíêöèè íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé
ôóíêöèåé, òî ýòî ïðàâäà. Åñëè Axiom âû-
äà¸ò îøèáêó, òî èíòåãðàë ìîæåò áûòü èëè
íå áûòü ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.

Èçâåñòíû íåñëîæíûå ïðèìåðû, ïîêàçû-
âàþùèå íåñîñòîÿòåëüíîñòü ïðîöåäóð ñèì-
âîëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ñîâðåìåííûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ. Ïåðâîîáðàçíàÿ
ôóíêöèè

 
719610 24 −−+ xxx

x

ðàâíà

×+−+−+− )781528278015log((
8

1 2346 xxxxx

719610 24 −−+× xxx 12820 568 −+−− xxx

)100013124140854 234 −−+− xxx ,

îäíàêî â òàêîì âèäå å¸ íàõîäèò òîëüêî
Axiom. Ïðî÷èå ïàêåòû � Mathematica,
Maple, Matlab, Maxima, Reduce � â ëó÷øåì
ñëó÷àå âûäàþò ãðîìîçäêèé îòâåò ñ ó÷àñòè-
åì ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ, òî åñòü íå-
ñïîñîáíû âûäàòü îòâåò â âèäå ýëåìåíòàð-
íîé ôóíêöèè1.

Ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè earcsin(x), ðàâ-

íóþ 
)arcsin(2 )1(

2

1 xexx +− , ñïîñîáíû íàé-

òè Mathematica, Axiom è Reduce.

Íåîïðåäåë¸ííûé èíòåãðàë ∫ dxx)arctan(

íåâîçìîæíî íàéòè (èëè îïðåäåëèòü åãî îò-
ñóòñòâèå) íè â îäíîì èç ïåðå÷èñëåííûõ

1 Ïðîâåðÿëèñü ñëåäóþùèå âåðñèè ïðîãðàìì: Axiom 2010, Mathematica 7, Maple 13, Matlab R2007, Maxi-
ma 5.21, Reduce 2009.
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ïàêåòîâ; ïðè ýòîì Axiom âûâîäèò íàèáî-
ëåå îñìûñëåííîå ñîîáùåíèå: implementation
incomplete (constant residues).

4. ÍÅÐÅØ¨ÍÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

Ïîëíàÿ èìïëåìåíòàöèÿ àëãîðèòìà Ðèøà-
Òðàãåðà-Áðîíøòåéíà æä¸ò ñâîåãî àâòîðà.
Îäíàêî è ýòî åù¸ íå âñ¸: â òåîðèè ñèì-
âîëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òîæå îñòàëèñü
îòêðûòûå âîïðîñû.

Ïðèøëî âðåìÿ ñêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì
Ðèøà (äàæå äëÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûõ ôóí-
êöèé) íå ÿâëÿåòñÿ «÷åñòíûì» àëãîðèòìîì.

Äåëî â òîì, ÷òî â ïðîöåññå ðàáîòû àë-
ãîðèòì Ðèøà âûñòðàèâàåò «áàøíþ» ýëåìåí-
òàðíûõ ðàñøèðåíèé ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé, ñ òåì ÷òîáû «âåðõóøêà» áàøíè
ñîäåðæàëà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå. Ïðè
ýòîì íå âñåãäà ïîíÿòíî, ãîòîâà ëè óæå «áàø-
íÿ» èëè íóæíî äîáàâèòü â íå¸ åù¸ îäèí ëî-
ãàðèôì, ýêñïîíåíòó èëè àëãåáðàè÷åñêóþ
ôóíêöèþ. Íàïðèìåð, åñëè â ïîäûíòåãðàëü-
íîì âûðàæåíèè âñòðåòèëàñü ýêñïîíåíòà ex,
îíà äîáàâëÿåòñÿ â ïîëå (ïðîèñõîäèò ýëåìåí-
òàðíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ôóíêöèåé ex). Åñëè
ïðè äàëüíåéøåì àíàëèçå â ïîäûíòåãðàëü-
íîì âûðàæåíèè âñòðå÷àåòñÿ ex2

, òî ýòó ôóí-
êöèþ òàêæå ñëåäóåò äîáàâèòü â ïîëå, âûðà-
ñòèâ òàêèì îáðàçîì «áàøíþ» äî äâóõ ýòà-
æåé. Íî åñëè ïîñëå ýòîãî ïîïàä¸òñÿ ôóíê-
öèÿ ex+x2

, òî àëãîðèòì äîëæåí îïðåäåëèòü,
÷òî îíà ïðèíàäëåæèò ñôîðìèðîâàííîìó íà
äàííûé ìîìåíò ýëåìåíòàðíîìó ðàñøèðåíèþ,
è íå íàðàùèâàòü «áàøíþ». Â îïèñàííîì
ñëó÷àå ýòî íåñëîæíî ñäåëàòü; ÷óòü ñëîæíåå
îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, íà ÿçûêå ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé, ÷òî arctan(x) = �arctan(1/x).
Íî â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à î÷åíü ñëîæ-
íà1, è íûíåøíèå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Ðèøà
èñïîëüçóþò ëèøü ýâðèñòèêè äëÿ å¸ ðåøå-
íèÿ, êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ íåíàä¸æíû.

Êàê óêàçûâàåò Äýâåíïîðò è ñëåäîì çà
íèì Áðîíøòåéí, ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèò-
ìà ìîæíî «ñäåëàòü âèä», ÷òî íàì èçâåñòåí
òàê íàçûâàåìûé áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè
äëÿ ïîëÿ êîíñòàíò, òî åñòü, íàïðèìåð, ñ÷è-

òàòü e è 2  àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ïðèíèìàåì íà âåðó, ÷òî
íåò íèêàêîãî ïîëèíîìà îò e è 2 , êîòî-
ðûé áûë áû ðàâåí 0. Òàêîå ðåøåíèå íóæíî
ïðèíèìàòü î êàæäîé íîâîé êîíñòàíòå, ïî-
ÿâëÿþùåéñÿ â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà, êî-
òîðóþ ýâðèñòèêà íå ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü àë-
ãåáðàè÷åñêèì âûðàæåíèåì ñ ðàíåå ó÷ò¸í-
íûìè êîíñòàíòàìè. Åñëè ïîëó÷åííûé òðàíñ-
öåíäåíòàëüíûé áàçèñ îêàæåòñÿ íåâåðíûì,
ýòî ìîæåò îòðàçèòüñÿ íà êîððåêòíîñòè âû-
äàííîãî îòâåòà â òîì ñëó÷àå, åñëè îòâåò ãëà-
ñèò, ÷òî «èíòåãðàë íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàð-
íîé ôóíêöèåé» (ýòî êàñàåòñÿ è Axiom, î
êîòîðîé âûøå áûëî ñêàçàíî ïðîòèâîïîëîæ-
íîå). Åñëè æå èíòåãðàë íàéäåí, åãî ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðàâèëüíûì.

Èçâåñòíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è îá
àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òàê
íàçûâàåìàÿ ïðîáëåìà êîíñòàíòû (Constant
Problem): îïðåäåëåíèå òîãî, òîæäåñòâåííî
ëè íóëþ íåêîòîðîå ìàòåìàòè÷åñêîå âûðà-
æåíèå. Çàäà÷à òðèâèàëüíî ðåøàåòñÿ äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ, íî äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàñ-
ñà ôóíêöèé, êàê ïîêàçàë Äàíèýëü Ðè÷àðä-
ñîí [13] â 1968 ã., ýòà çàäà÷à íåðàçðåøèìà.

Íå âñ¸, îäíàêî, òàê áåçíàä¸æíî: Ðè÷àð-
äñîí â íàáîð «ýëåìåíòàðíûõ ðàñøèðåíèé»
âêëþ÷èë, ïîìèìî ýêñïîíåíòû è ëîãàðèô-
ìà, ôóíêöèþ ìîäóëÿ. Â îðèãèíàëå òåîðåìà
Ðè÷àðäñîíà çâó÷èò òàê: «Åñëè åñòü ôóíê-
öèÿ f, ïîëó÷àþùàÿñÿ ñ ïîìîùüþ  ñëîæåíèÿ,
óìíîæåíèÿ è êîìïîçèöèè èç ñèíóñà, ýêñïî-
íåíòû è ìîäóëÿ, à  êîýôôèöèåíòû f èñïîëü-
çóþò ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, π è ln(2), òî
çàäà÷à ïðîâåðêè óòâåðæäåíèÿ «f òîæäå-
ñòâåííî ðàâíà íóëþ» àëãîðèòìè÷åñêè íå-
ðàçðåøèìà».

Ôóíêöèÿ ìîäóëÿ ñóùåñòâåííà â äîêàçà-
òåëüñòâå Ðè÷àðäñîíà, è åñòü îñíîâàíèÿ ïî-
ëàãàòü (äà è ñàì àâòîð òåîðåìû íàäååòñÿ),
÷òî áåç íå¸ çàäà÷à Constant Problem âñ¸-
òàêè ðàçðåøèìà, ÷òî äà¸ò íàäåæäó íà ñî-
çäàíèå àáñîëþòíî ÷åñòíîãî àëãîðèòìà ñèì-
âîëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

È ïîñëåäíåå: êëàññ ýëåìåíòàðíûõ ôóí-
êöèé êàæåòñÿ íåñêîëüêî íàäóìàííûì, íå

1 Íàïðèìåð, äî ñèõ ïîð íèêòî íå çíàåò, ÿâëÿåòñÿ ëè e + π ðàöèîíàëüíûì  ÷èñëîì (õîòÿ èçâåñòíî, ÷òî e è
π ïî îòäåëüíîñòè � òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà).  Èçâåñòíî òîëüêî ðàâåíñòâî e iπ = �1 è áåñêîíå÷íàÿ äðîáü
Ðàìàíóäæàíà, ñâÿçûâàþùàÿ e è π.
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ÍÅÐÅØÅÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ

òàê ëè? Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ îøèáêè

∫ −=
x t dtex
0

22
)(erf

π
íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, êàê äîêàçàë Ëè-
óâèëëü. Íî ÷åì îíà õóæå ýêñïîíåíòû è ëî-
ãàðèôìà, êîòîðûå ìû îòíîñèì ê ýëåìåí-
òàðíûì ôóíêöèÿì? Íà êîìïüþòåðå îíà
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷-
íîñòüþ, è äàæå, êàê ýêñïîíåíòà è ëîãàðèôì,
îáëàäàåò ýëåìåíòàðíîé ïðîèçâîäíîé. Ýòó
ôóíêöèþ âïîëíå ìîæíî âêëþ÷èòü â «íàä-

ýëåìåíòàðíûå» ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèé, òàê
æå êàê ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû è ìíîãèå
äðóãèå. Òåìà èíòåãðèðóåìîñòè â «íàäýëå-
ìåíòàðíûõ» ôóíêöèÿõ áûëà çàòðîíóòà åù¸
àâòîðîì SIN â 1970-õ ãîäàõ è íûíå ïðåä-
ñòàâëÿåò îáøèðíîå ïîëå äëÿ èññëåäîâàíèé.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí Í.Í. Âàñèëüåâó,
À.Â. Äåìüÿíîâó è  Ï.À. Ìîçîëÿêî çà âû÷èò-
êó ÷åðíîâèêîâ ýòîé ñòàòüè è âûñêàçàííûå
çàìå÷àíèÿ.

Abstract

The article throws light upon the theory and practice of symbolic integration. The
statement of the problem is considered for several categories of functions, and the main
theorems are listed. The overview of the most significant achievements in this area is
given. The last section lists the open questions, which are present in both theory and
implementations.
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