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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ ïàðàäèãìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ è òî, êàê ðàçíûå ïàðàäèãìû
ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîãðàììèñòñêèõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, îáñóæäàåòñÿ, êàê ðå-
øèòü îäíó òðóäíóþ îëèìïèàäíóþ çàäà÷ó ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì òð¸õ
ïàðàäèãì ïðîãðàììèðîâàíèÿ: ëîãè÷åñêîãî, ôóíêöèîíàëüíîãî è èìïåðàòèâíîãî. Ðàçðà-
áîòêó ýôôåêòèâíîãî èìïåðàòèâíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïðèìåð îáðàùåíèÿ àíàëîãè÷íîé ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû. Ôóíêöèîíàëüíûé
àëãîðèòì ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò ðåøåíèÿ çàäà-
÷è, áîëåå ýôôåêòèâíûé, ÷åì ëîãè÷åñêèé àëãîðèòì, à ýôôåêòèâíûé èìïåðàòèâíûé àëãî-
ðèòì ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ëåíèâîé ìåìîèçàöèåé ýòîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àëãîðèòìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàäèãìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èìïåðàòèâíîå ïðîãðàììèðîâà-
íèå, ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ëîãè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ìåìîèçàöèÿ,
äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

1.1. ÍÅÌÍÎÃÎ ÊÐÈÒÈÊÈ È ÑÀÌÎÊÐÈÒÈÊÈ

Ïîâîäîì äëÿ ýòèõ çàìåòîê ïîñëóæèëè
äâå ñòàòüè [1] è [2] â æóðíàëå äëÿ ñòàð-
øåêëàññíèêîâ è ó÷èòåëåé «Ïîòåíöèàë».
Â ýòèõ ñòàòÿõ (ïî ìíåíèþ àâòîðà è ðåäàê-
öèè æóðíàëà) «â ñæàòîé ôîðìå ðàññêàçû-
âàåòñÿ ïðî ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ê îïè-
ñàíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ..., à òàê-
æå ïðî ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäà â èí-
ôîðìàòèêå â ôóíêöèîíàëüíîé ïàðàäèãìå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ» ñ ïðèìåðàìè ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîãðàìì íà ÿçûêå Haskell, â
÷àñòíîñòè, ê «îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ îï-
òèìèçàöèîííûõ çàäà÷ � çàäà÷è î ðàíöå».
Äåëî õîðîøåå, òåì áîëåå ÷òî íà ðóññêîì
ÿçûêå ôàêòè÷åñêè íåò íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé
ëèòåðàòóðû ïî ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîãðàì-
ìèðîâàíèþ è äðóãèì ïàðàäèãìàì ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, îòëè÷íûì îò èìïåðàòèâíîãî.

Àâòîðó òàêæå ïðèõîäèòñÿ çíàêîìèòü ñ
ïîíÿòèåì î ðàçíûõ ïàðàäèãìàõ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ (âêëþ÷àÿ ôóíêöèîíàëüíîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå) è ñòàðøåêëàññíèêîâ, è
ñòóäåíòîâ òåõíèêóìà, è ñòóäåíòîâ (ðàçíûõ

êóðñîâ îò ïåðâîãî � äî ìàãèñòðàòóðû).
Ïîýòîìó ïîÿâèëîñü æåëàíèå ïî-ñâîåìó
ðàññêàçàòü î òîì, ÷òî òàêîå ïàðàäèãìû
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, è ïîêàçàòü, êàê ðàç-
íûå ïàðàäèãìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíîé
çàäà÷è îëèìïèàäíîãî óðîâíÿ. Â òî æå âðå-
ìÿ ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå ïîä-
õîä òàêæå ìîæåò áûòü ïîäâåðãíóò êðèòè-
êå, íàïðèìåð çà òî, ÷òî íå äàåò ïðèìåðîâ
ïðîãðàìì íà êîíêðåòíîì ÿçûêå (â òî âðå-
ìÿ êàê ñòàòüè [1, 2] äàþò ïðèìåðû ïðî-
ãðàìì íà ÿçûêå Haskell). Ïðåäâàðèòåëü-
íûé êðàòêèé âàðèàíò ñòàòüè áûë îïóáëè-
êîâàí â âèäå äîêëàäà íà IV Ìåæäóíàðîä-
íîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè
«Ñîâðåìåííûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëî-
ãèè è ÈÒ-îáðàçîâàíèå» [3].

1.2 ×ÒÎ ÒÀÊÎÅ
«ÏÀÐÀÄÈÃÌÛ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß»?

Îäíà èç «êóëüòîâûõ» êíèã ïî ôèëîñî-
ôèè è ìåòîäîëîãèè íàóêè � ýòî äèññåðòà-
öèÿ Òîìàñà Êóíó «Ñòðóêòóðà íàó÷íûõ
ðåâîëþöèé», çàùèùåííàÿ îêîëî 40 ëåò

1 Ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ
08-01-00899à.
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Çàìåòêè î òðåõ ïàðàäèãìàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

íàçàä [4]. Ñîãëàñíî Ò. Êóíó ïàðàäèãìà �
ýòî ìåòîä, ïîäõîä ê ôîðìóëèðîâêå çàäà÷
(ïðîáëåì) è ïóòåé èõ ðåøåíèÿ. Ñàìî ñëî-
âî «ïàðàäèãìà» ãðå÷åñêîãî ïðîèñõîæäå-
íèÿ è îçíà÷àåò «ïðèìåð», «îáðàçåö», à â
îáùåôèëîñîôñêîì ñìûñëå îáîçíà÷àåò êà-
òåãîðèþ, ñîñòîÿùóþ èç ñóùíîñòåé ñ îá-
ùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïåðâûì, êòî ÿâíî
ââåë â óïîòðåáëåíèå ïîíÿòèå «ïàðàäèãìà
ïðîãðàììèðîâàíèÿ», áûë Ðîáåðò Ôëîéä â
ëåêöèè â 1978 ã. ïî ñëó÷àþ ïðèñóæäåíèÿ
åìó ñàìîé ïðåñòèæíîé äëÿ ó÷åíûõ-ïðî-
ãðàììèñòîâ ïðåìèè èì. Òüþðèíãà [5]. Â
ñâîåé ëåêöèè Ð. Ôëîéä ññûëàåòñÿ òîëüêî
íà èçâåñòíóþ äèññåðòàöèþ Ò. Êóíà è òðàê-
òóåò «ïàðàäèãìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ» èìåí-
íî êàê ðàçíûå ñïîñîáû ïîñòàíîâêè è ñïî-
ñîáû ðåøåíèÿ ïðîãðàììèñòñêèõ çàäà÷, íî
ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî êîíöåïòóàëüíî ýòè «ðàç-
íûå ñïîñîáû» ôèêñèðóþòñÿ îáû÷íî íà óðîâ-
íå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó, ÷òî-
áû ðàçîáðàòüñÿ ñ ïàðàäèãìàìè ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, íàì ïðèäåòñÿ â íåêîòîðîé ñòåïå-
íè ðàçîáðàòüñÿ â ìíîãîîáðàçèè ÿçûêîâ ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

Èçäàòåëüñòâî O�REIL, ñïåöèàëèçèðóþ-
ùååñÿ íà ïóáëèêàöèè ëèòåðàòóðû ïî ÿçû-
êàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîäãîòîâèëî ïëà-
êàò1  History of Programming Languages. Åãî
ïîëíàÿ âåðñèÿ èìååò äëèíó îêîëî 6 ì, ñî-
äåðæèò ñâåäåíèÿ î õðîíîëîãèè è âëèÿíèè
äðóã íà äðóãà 2500 ÿçûêîâ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ è îòðàæàåò õðîíîëîãèþ è âçàèìíîå
âëèÿíèå äðóã íà äðóãà íàèáîëåå çíà÷èìûõ
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Õðîíîëîãèÿ íà
ýòîì ïëàêàòå ïðåäñòàâëåíà îñüþ âðåìåíè
(â âåðõíåé ÷àñòè ïëàêàòà), âëèÿíèå ÿçûêîâ
äðóã íà äðóãà � öâåòíûìè ëèíèÿìè.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòîò ïëàêàò ìîæ-
íî ïðèíÿòü çà îñíîâó «ïóòåâîäèòåëÿ» â
ìèðå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ëèøü íà
íà÷àëüíîì ýòàïå ñòàíîâëåíèÿ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ è èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëü-
íûõ òåõíîëîãèé (ïåðâûå 10�15 ëåò, íà÷è-
íàÿ ñ 1950 ã.). Â ýòî âðåìÿ êîìïüþòåðíûõ

ÿçûêîâ áûëî íåìíîãî, è ïî÷òè âñå îíè2

áûëè ÿçûêàìè èìïåðàòèâíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ3. Ïîýòîìó çà îñíîâó êëàññèôè-
êàöèè â ýòîò ïåðèîä ìîæíî áûëî ïðèíÿòü
õðîíîëîãèþ ïîÿâëåíèÿ è âçàèìíîãî âëèÿ-
íèÿ ÿçûêîâ.

Íî äëÿ ÿçûêîâ, ïîÿâèâøèõñÿ ïîçæå,
ïóòåâîäèòåëü â ñòèëå ïëàêàòà O�REILLY
ñòàíîâèòñÿ íåïðèåìëåìûì, òàê êàê â ýòî
âðåìÿ, íàðÿäó ñ ÿçûêàìè ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî èìïåðàòèâíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ñîçäàþòñÿ ÿçûêè ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, ÿçûêè äåêëàðàòèâíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (ïðåæäå âñåãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî); â ñåðåäèíå 1970-õ � íà÷àëå
1980-õ ãîäîâ ðîäèëîñü íåñêîëüêî íîâûõ
«ïðîãðàììèðîâàíèé» � ëîãè÷åñêîå è
îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîå â òîì ÷èñëå.
Äëÿ ñïåöèàëèñòîâ î÷åâèäíî, ÷òî âñå ïåðå-
÷èñëåííûå «ïðîãðàììèðîâàíèÿ» � ýòî (â
ñîîòâåòñòâèè ñ Ò. Êóíîì è Ð. Ôëîéäîì)
èñòîðè÷åñêè ñëîæèâøèåñÿ ïàðàäèãìû ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, òî åñòü ðàçíûå ñïîñîáû
ñòàâèòü è ðåøàòü çàäà÷è.

Òðè èç ïåðå÷èñëåííûõ ïÿòè ïàðàäèãì
ìû êîíñïåêòèâíî îáñóäèì â ñëåäóþùåé
÷àñòè 2 íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðè-
àëà. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñî-
îòâåòñòâóþùèé «ïñåâäîêîä», òî åñòü îðè-
åíòèðîâàííûé íà ÷åëîâåêà ôîðìàò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ àëãîðèòìîâ, à íå êîä íà êàêîì-
ëèáî êîíêðåòíîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Õî÷åòñÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïñåâäîêîä
áóäåò ïîíÿòåí è íåïîäãîòîâëåííîìó ÷èòà-
òåëþ, íî îò ÷èòàòåëÿ âñ¸ æå òðåáóåòñÿ çíà-
êîìñòâî ñ íåêîòîðûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè
ïîíÿòèÿìè, òàêèìè êàê öåëîå ÷èñëî, ôóí-
êöèÿ, òîæäåñòâî, îòíîøåíèå, àêñèîìû è
ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî. Öåëü ýòîé ÷à-
ñòè � ïîäâåñòè îáùèé ïîíÿòèéíûé áàçèñ
(áåç çíàêîìñòâà ñ ôîðìàëüíîé òåîðèåé),
íåîáõîäèìûé â äàëüíåéøåì îáñóæäåíèè.

Â ÷àñòè 3 ìû îáñóäèì, êàê ðåøèòü
îäíó ñëîæíóþ ïðîãðàììèñòñêóþ çàäà÷ó
(îëèìïèàäíîãî óðîâíÿ) â òåðìèíàõ ëîãè-

1 Ñì. http://www.oreilly.com/news/graphics/prog_lang_poster.pdf
2 Çà, ìîæåò áûòü, åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì � LISP [6], êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ÿçûêîì ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ.
3 Ïîäðîáíîå îáúÿñíåíèå ïîíÿòèÿ «èìïåðàòèâíîå ïðîãðàììèðîâàíèå» áóäåò äàíî ïîçæå, à ïîêà îãðàíè÷èìñÿ

ïîÿñíåíèåì, ÷òî îíî îçíà÷àåò «êîìàíäíûé» ñòèëü.
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÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ëî-
ãè÷åñêîé íîòàöèåé (êâàíòîðû, êîíúþíê-
öèÿ è äèçúþíêöèÿ). Â ÷àñòè 4 ìû ïåðåé-
ä¸ì îò ëîãè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ê ôóíêöèî-
íàëüíîìó, ïðîàíàëèçèðóåì íåêîòîðûå åãî
íåäîñòàòêè è ïóòè èõ ïðåîäîëåíèÿ (â ÷àñò-
íîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåìîèçàöèè ôóí-
êöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì). È íàêîíåö, â
ïîñëåäíåé ÷àñòè 5 ìû ïåðåéä¸ì îò ôóíê-
öèîíàëüíîãî ðåøåíèÿ ê èìïåðàòèâíîìó â
òåðìèíàõ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ.

2. ÒÀÊÎÉ ÐÀÇÍÛÉ ÔÀÊÒÎÐÈÀË

2.1 «ÈÌÏÅÐÀÒÈÂÍÛÉ» ÔÀÊÒÎÐÈÀË

«Èìïåðàòèâíûé» � îò ëàòèíñêîãî «êî-
ìàíäíûé». Èìïåðàòèâíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà-
÷è: ôàêòîðèàë íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N > 0 �
ýòî ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
îò 1 äî N. Èìïåðàòèâíûé ïñåâäîêîä ñî-
ñòîèò èç êîìàíä (îïåðàòîðîâ íàä ïàìÿ-
òüþ). Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôàêòî-
ðèàëà ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé íèç-
êîóðîâíåâûé1  èìïåðàòèâíûé êîä:

1: var n, f : integer ;
2: input(n) ;
3: f: = 1 ;
4: if n = 1 then goto 8 ;
5: f : = f*n ;
6: n: = n-1 ;
7: goto 4 ;
8: output(f) ;
9: end.
Êîìàíäû ïðåîáðàçóþò çíà÷åíèÿ â

«ÿ÷åéêàõ ïàìÿòè» âû÷èñëèòåëüíîé ìàøè-
íû2. Çàïóñê èìïåðàòèâíîé ïðîãðàììû ñî-
îòâåòñòâóåò ðàçìåùåíèþ åå êîìàíä â ïà-
ìÿòè è ïîñëåäîâàòåëüíîìó èñïîëíåíèþ
êîìàíä, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé (êîìàíäû ñ íî-
ìåðîì 1). Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå ôàêòî-
ðèàëà ÷èñëà 3 ìîæåò áûòü èçîáðàæåíî òàá-
ëèöåé, â êîòîðîé ñòðîêè ïðåäñòàâëÿþò
ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòàëüíûå ñîñòîÿ-
íèÿ ïàìÿòè íåêîòîðîé «ìîäåëüíîé» âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû; ÷àñòü òàêîé òàáëè-
öû ïðèâåäåíàíà ðèñ. 13.

Ñòðî÷êè ýòîé òàáëèöû íàäî ïîíèìàòü
òàê. Ñòðîêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîìó
ìîìåíòó âðåìåíè, îïèñûâàåò ðåçóëüòàò
èñïîëíåíèÿ êîìàíäû ñ íîìåðîì 1
(var n, f : integer ;): îíà âûäåëèëà äâå ÿ÷åéêè

1 Ìû èñïîëüçóåì êîä íèçêîãî óðîâíÿ, ÷òîáû ñäåëàòü «ïðîçðà÷íåå» ñâÿçü ìåæäó îïåðàòîðàìè è ïàìÿòüþ.
2 Äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáàÿ ÿ÷åéêà ñïîñîáíà õðàíèòü ëþáîå ÷èñëî â äèàïàçîíå îò 0 äî N!
3 Ïàìÿòü, çàíÿòàÿ êîìàíäàìè ïðîãðàììû, íå ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå.

Íîìåð 

ÿ÷åéêè 

Ìîìåíò 

âðåìåíè 

1  
çàðåçåðâèðîâàíà 

äëÿ íîìåðà 

èñïîëíåííîé 

êîìàíäû  

2 
çàðåçåðâèðîâàíà 

äëÿ íîìåðà 

ñëåäóþùåé 

êîìàíäû 

 4 ... ... ... 

1 1 2 âûäåëåíà 

äëÿ n  
âûäåëåíà 

äëÿ f  
Ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü 

2 2 3 3 âûäåëåíà 

äëÿ f  
Ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü 

3 3 4 3 1 Ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü 

4 4 5 3 1 Ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü 

..... ..... ..... ..... ..... ..... 

12 4 8 1 6 Ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü 

13 8 9 1 6 Ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü 

14 9 Ñâîáîäíàÿ ïàìÿòü 

Ðèñ. 1
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ïàìÿòè ïîä ïåðåìåííûå n è f (â íàøåì
ñëó÷àå ýòî ÿ÷åéêè 3 è 4), îñòàëüíûå ÿ÷åé-
êè îñòàâèëà ñâîáîäíûìè è ïîäãîòîâèëà
ïåðåäà÷ó óïðàâëåíèÿ êîìàíäå ñî ñëåäóþ-
ùèì ïî ïîðÿäêó íîìåðîì 2. Âòîðîìó ìî-
ìåíòó âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà, êî-
òîðàÿ îïèñûâàåò ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ êî-
ìàíäû ñ íîìåðîì 2 (input(n)): ââåäåííîå
çíà÷åíèå (â íàøåì ñëó÷àå ýòî 3) áûëî çà-
íåñåíî â ÿ÷åéêó, çàðåçåðâèðîâàííóþ äëÿ
n (ÿ÷åéêó 3), è ïîäãîòîâëåíà ïåðåäà÷à óï-
ðàâëåíèÿ êîìàíäå ñî ñëåäóþùèì ïî ïî-
ðÿäêó íîìåðîì 3. Â òðåòèé ìîìåíò âðå-
ìåíè (ñì. ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó) â
ñîîòâåòñòâèè ñ êîìàíäîé ñ íîìåðîì 3
(f: = 1) ïðîèçîøëî ïðèñâîåíèå çíà÷åíèÿ 1
ÿ÷åéêå, çàðåçåðâèðîâàííîé äëÿ f (ÿ÷åéêå
4), è ïîäãîòîâëåíà ïåðåäà÷à óïðàâëåíèÿ
êîìàíäå ñî ñëåäóþùèì ïî ïîðÿäêó íîìå-
ðîì 4. Â ÷åòâ¸ðòûé ìîìåíò âðåìåíè áûëà
èñïîëíåíà êîìàíäà ñ íîìåðîì 4 (if n = 1
then goto 8), â ðåçóëüòàòå ÷åãî çíà÷åíèå,
õðàíÿùååñÿ â ÿ÷åéêå 3 (âûäåëåííîé äëÿ n)
áûëî ñðàâíåíî ñ 1. Òàê êàê çíà÷åíèå áûëî
3, òî ïåðåäà÷è óïðàâëåíèÿ êîìàíäå ñ íî-
ìåðîì 8 íå ïðîèçîøëî, à áûëà ïîäãîòîâ-
ëåíà ïåðåäà÷à óïðàâëåíèÿ êîìàíäå ñî ñëå-
äóþùèì ïî ïîðÿäêó íîìåðîì 5. Ïîäîá-
íûì îáðàçîì âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ
äî 13-ãî ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà ïîñëå
èñïîëíåíèÿ êîìàíäû ñ íîìåðîì 8
(output(f)) ïðîèñõîäèò âûâîä (íà ïå÷àòü,
ýêðàí è ò. ä.) çíà÷åíèÿ 6, ñêîïèðîâàííîãî
èç ÿ÷åéêè, çàðåçåðâèðîâàííîé äëÿ f (ÿ÷åé-
êè 4), è ïîäãîòîâëåíà ïåðåäà÷à óïðàâëå-
íèÿ êîìàíäå ñî ñëåäóþùèì ïî ïîðÿäêó
íîìåðîì 9. Â ÷åòûðíàäöàòûé (ïîñëåäíèé)
ìîìåíò ðàáîòû ïðîãðàììû áûëà èñïîë-
íåíà êîìàíäà ñ íîìåðîì 9 (end.), êîòî-
ðàÿ îñâîáîäèëà âñþ ïàìÿòü, âêëþ÷àÿ ÿ÷åéêó
2, çàðåçåðâèðîâàííóþ äëÿ íîìåðà ñëåäó-
þùåé êîìàíäû.

2.2 «ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ» ÔÀÊÒÎÐÈÀË

Â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè
ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåøåíèå çàäà÷è �

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, à âû÷èñëåíèå � ýòî
öåïî÷êà ðàâåíñòâ, ãäå êàæäîå ñëåäóþùåå
ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî â ðåçóëüòàòå
îäíîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè ê àð-
ãóìåíòó (èëè àðãóìåíòàì). Â ÷àñòíîñòè,
ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðî
ôàêòîðèàë òàêîâà: ôàêòîðèàë � ýòî ôóíê-
öèÿ F, êîòîðàÿ êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñ-
ëó ñîïîñòàâëÿåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî è óäîâ-
ëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó:
F(x) = åñëè x = 1 òî 1 èíà÷å x*F(x � 1).
Ôóíêöèîíàëüíûé ïñåâäîêîä ñîñòîèò èç îä-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F, íî âêëþ÷à-
åò äâà ñëó÷àÿ (èëè «êëàóçû1»):

F : 1 = 1 ;
 x = x* F(x � 1) .

Ïðèâåä¸ííàÿ ïðîãðàììà îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè êîíêðåòíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóí-
êöèè F åñòü 1, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè F íà
ýòîì àðãóìåíòå ðàâíî 1; â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå çíà÷åíèå ôóíêöèè F íà ýòîì àðãóìåíòå
ðàâíî çíà÷åíèþ àðãóìåíòà, óìíîæåííîìó
íà çíà÷åíèå ôóíêöèè F íà äåêðåìåíòå2

àðãóìåíòà. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå îïðåäå-
ëåíèå ôóíêöèè ñîñòîèò èç òðåõ èëè áîëåå
êëàóç èëè àðãóìåíò èìååò áîëåå ñëîæíûé
âèä, ÷åì êîíñòàíòà èëè ïåðåìåííàÿ. Òàêîå
îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò âûáîð â ïîðÿäêå
ïåðå÷èñëåíèÿ ïåðâîé êëàóçû, ó êîòîðîé
âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ñëåâà îò çíàêà «=»,
ìîæåò áûòü «îòîæäåñòâëåíî» ñî çíà÷åíèÿ-
ìè àðãóìåíòà ôóíêöèè3. Íèêàêèõ ÿ÷ååê
ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ çíà÷åíèé â ôóíêöè-
îíàëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè íåò, íî åñòü
ïàìÿòü (èëè «áàçà êëàóç»), â êîòîðîé õðà-
íèòñÿ ñàìà ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà.
Âûçîâ ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû ñîñòî-
èò â ïðèìåíåíèè îäíîé èç ôóíêöèé ïðî-
ãðàììû ê êîíêðåòíîìó çíà÷åíèþ àðãóìåí-
òà. Âû÷èñëåíèå âûçâàííîé ôóíêöèîíàëü-
íîé ïðîãðàììû � ýòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàóçàì, íà÷èíàþùàÿñÿ
ñ âûçîâà îäíîé èç ôóíêöèé ýòîé ïðîãðàì-
ìû ñ ôàêòè÷åñêèì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà è
çàêàí÷èâàþùàÿñÿ ÷èñëîì � çíà÷åíèåì ýòîé
ôóíêöèè íà ýòîì àðãóìåíòå. Íàïðèìåð,
âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà ÷èñëà 3:

1 Ïðåäëîæåíèå (íåì.), âûñêàçûâàíèå.
2 Äåêðåìåíò � ýòî îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ åäèíèöû.
3 Äàëåå ìû ïðèâåä¸ì ïðèìåð, êàê ðàáîòàåò òàêîé ìåõàíèçì.
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F(3) = (òàê êàê 3 íå ðàâíî 1) = 3 * F(3 � 1) =
= 3 * F(2) = (òàê êàê 2 íå ðàâíî 1) =
= 3 * (2 * F(2 � 1)) = 3 * (2 * F(1) ) =
= (òàê êàê 1 ðàâíî 1) = 3 * (2 * 1 ) = 3 * 2 = 6.

Òîëüêî è âñåãî, âìåñòî äëèííîé òàá-
ëèöû ñîñòîÿíèé ïàìÿòè â èìïåðàòèâíîì
ïðîãðàììèðîâàíèè.

2.3 «ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ» ÔÀÊÒÎÐÈÀË

Â ëîãè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è åñòü àêñèîìàòè÷åñêîå
îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ìåæäó àðãóìåí-
òàìè è ðåçóëüòàòàìè, à âû÷èñëåíèå � ýòî
ïîèñê äîêàçàòåëüñòâà. Íàïðèìåð, ëîãè÷åñ-
êîå îïðåäåëåíèå ôàêòîðèàëà ìîæåò ñî-
ñòîÿòü èç äâóõ ñëåäóþùèõ àêñèîì, îïè-
ñûâàþùèõ ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ P(m, n) ≡
«÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëîì ÷èñëà n»:

P(1, 1) ;
P(m/n, n � 1) ⇒ P(m, n).

Ïåðâàÿ èç ýòèõ àêñèîì îçíà÷àåò, ÷òî
«÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëîì ÷èñëà 1»,
à âòîðàÿ � ÷òî «åñëè ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ
íàöåëî m íà n ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëîì ÷èñ-
ëà (n � 1), òî ñàìî ÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ ôàê-
òîðèàëîì ÷èñëà n». Ôóíêöèîíàëüíûé ïñåâ-
äîêîä ñîñòîèò èç îäíîãî ôàêòà è îäíîãî
ïðàâèëà1:

P (1, 1) ;
P(m, n) :: P(m/n, n � 1).

Êàê è â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîãðàììè-
ðîâàíèè, íèêàêèõ ÿ÷ååê ïàìÿòè äëÿ õðà-
íåíèÿ çíà÷åíèé â ëîãè÷åñêîì ïðîãðàììè-
ðîâàíèè íåò, íî åñòü ïàìÿòü (èëè «áàçà
çíàíèé»), â êîòîðîé õðàíèòñÿ ñàìà ëîãè-
÷åñêàÿ ïðîãðàììà. Âûçîâ ëîãè÷åñêîé ïðî-
ãðàììû � ýòî îäèí èç ïðåäèêàòîâ ýòîé
ïðîãðàììû, â êîòîðûé ïîäñòàâëåíû ôàê-
òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÷àñòè àðãóìåíòîâ, à çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðûõ àðãóìåíòîâ ïðåäñòîèò
îïðåäåëèòü òàê, ÷òî ïðè èõ ïîäñòàíîâêå
ïîëó÷èòñÿ óòâåðæäåíèå, äîêàçóåìîå â àê-
ñèîìàòèêå, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé ëîãè÷åñ-
êîé ïðîãðàììå. Óíèôèêàöèÿ äâóõ âûðà-
æåíèé â ëîãè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè �
ýòî ïîäáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â ýòèõ
âûðàæåíèÿõ, ïðè êîòîðîì îáà âûðàæåíèÿ

ñèíòàêñè÷åñêè ñîâïàäóò. Âû÷èñëåíèå ïî
ëîãè÷åñêîé ïðîãðàììå � ýòî ïîèñê «êðàò-
÷àéøåãî» äîêàçàòåëüñòâà ñ èñïîëüçîâàíè-
åì óíèôèêàöèè.

Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà
÷èñëà 3:

1) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà P(m, 3) íàäî äî-
êàçàòü P((m/3), 3 � 1), òàê êàê àðãóìåíòû
P(m, 3) íåâîçìîæíî óíèôèöèðîâàòü ñ àð-
ãóìåíòàìè ôàêòà P(1, 1);

2) äîêàçàòåëüñòâî P((m/3), 3 � 1) ñî-
âïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì P((m/3), 2), òàê
êàê (3�1) åñòü 2;

3) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà P((m/3), 2) íàäî
äîêàçàòü P(((m/3)/2), 2 � 1), òàê êàê àðãó-
ìåíòû P((m.3), 2) íåâîçìîæíî óíèôèöè-
ðîâàòü ñ àðãóìåíòàìè ôàêòà P(1, 1);

4) äîêàçàòåëüñòâî P(((m/3)/2), 2 � 1) ñî-
âïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì P(((m/3)/2), 1),
òàê êàê (2�1) åñòü 1;

5) òàê êàê àðãóìåíòû P(((m/3)/2), 1) âîç-
ìîæíî óíèôèöèðîâàòü ñ àðãóìåíòàìè ôàê-
òà P(1, 1) ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè 6 â
êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé m, òî òà-
êèì îáðàçîì äîêàçàíî P(6, 3), òî åñòü ÷òî
«÷èñëî 6 ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëîì ÷èñëà 3»,
÷åì çàâåðøàåòñÿ âû÷èñëåíèå ïðèìåðà.

2.4. ÇÀ×ÅÌ ÍÓÆÍÛ ÐÀÇÍÛÅ ÏÀÐÀÄÈÃÌÛ

Èòàê, íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ôàêòî-
ðèàëà áûëè ïîêàçàíû îñîáåííîñòè òð¸õ
ïàðàäèãì ïðîãðàììèðîâàíèÿ: èìïåðàòèâ-
íîé, ôóíêöèîíàëüíîé è ëîãè÷åñêîé. Òå-
ïåðü ñàìîå âðåìÿ ðàçîáðàòüñÿ, çà÷åì íóæ-
íû ðàçíûå ïàðàäèãìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ïðîãðàììèñò-
ñêèõ çàäà÷. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì îäíó
çàäà÷ó è ïîêàæåì, êàê å¸ ìîæíî ðåøèòü
(ïðè÷¸ì ñíà÷àëà ëîãè÷åñêè, çàòåì � ôóí-
êöèîíàëüíî, à ïîòîì � èìïåðàòèâíî).

Ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è íà÷í¸ì ñ ãîëî-
âîëîìêè: åñòü 15 ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ
îäíà � ôàëüøèâàÿ, à îñòàëüíûå � íàñòîÿ-
ùèå; 13 íàñòîÿùèõ ìîíåò è ôàëüøèâàÿ
ìîíåòà âíåøíå îäèíàêîâû, à îäíà íàñòî-
ÿùàÿ ìîíåòà ïîìå÷åíà; âñå íàñòîÿùèå ìî-
íåòû èìåþò ðàâíûé âåñ, à ôàëüøèâàÿ �

1 Ïðàâèëà ñîîòâåòñòâóþò êîíñòðóêöèè «åñëè � òî», à ôàêòû � ýòî ïðîñòî óòâåðæäåíèÿ.
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âåñ, îòëè÷íûé îò âåñà íàñòîÿùåé ìîíå-
òû; ñïðàøèâàåòñÿ, êàê íàéòè ôàëüøèâóþ
ìîíåòó çà 3 âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ
âåñàõ?

Åñëè óñëîâèÿ ãîëîâîëîìêè ïîíÿòíû, òî
ìîæíî ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è
êàê îáîáùåíèÿ ýòîé ãîëîâîëîìêè: êàê
ñðåäè N ìîíåò (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü
íåñêîëüêî ïîìå÷åííûõ íàñòîÿùèõ) íàé-
òè åäèíñòâåííóþ ôàëüøèâóþ ìîíåòó (äðó-
ãîãî âåñà) çà K âçâåøèâàíèé? Õî÷åòñÿ
ïðåäóïðåäèòü, ÷òî ýòî äîñòàòî÷íî òðóä-
íàÿ ïðîãðàììèñòñêàÿ çàäà÷à. Äîñòàòî÷íî
ñîñëàòüñÿ íà òî, ÷òî â 2000 ã. ýòà çàäà÷à
áûëà âêëþ÷åíà ïîä íîìåðîì «H» â êîí-
êóðñíîå çàäàíèå àçèàòñêîãî ðåãèîíàëü-
íîãî òóðà ACM International Collegiate
Programming Contest.

Íà÷í¸ì îáñóæäåíèå íàøåé çàäà÷è ñ
àíàëèçà òîãî, êàêàÿ èíôîðìàöèÿ äîñòóï-
íà ÷åëîâåêó ïîñëå ñåðèè èç íåñêîëüêèõ
(îò 0 äî K) âçâåøèâàíèé ìîíåòîê è êàê
ýòó èíôîðìàöèþ ïðåäñòàâëÿòü. Ïåðåä ïåð-
âûì âçâåøèâàíèåì íàì èçâåñòíà 1 íàñòîÿ-
ùàÿ ìîíåòêà, à ïðî âñå îñòàëüíûå (N � 1)
ìîíåò íè÷åãî íå èçâåñòíî. Âî âðåìÿ ïåð-
âîãî âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøè âåñîâ áûëî
ïîëîæåíî ïî M ∈ [1..(N/2)] ìîíåò; âî âðå-
ìÿ ýòîãî ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ ýòè ÷àøêè
âåñîâ èëè óðàâíîâåñèëèñü, èëè îäíà îêà-
çàëàñü ëåã÷å, à äðóãàÿ � òÿæåëåå; ïîýòîìó
ïåðåä âòîðûì âçâåøèâàíèåì ìû èìååì:

� â ïåðâîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ íàì èçâåñ-
òíî V ≥ 2 íàñòîÿùèõ ìîíåò1, à ïðî âñå
îñòàëüíûå U = (N � V) ìîíåò íè÷åãî íå
èçâåñòíî,

� âî âòîðîì èç ñëó÷àåâ íàì èçâåñòíî,
÷òî L ìîíåòîê áûëè íà áîëåå ë¸ãêîé ÷àøå
âåñîâ, H ìîíåòîê áûëè íà áîëåå òÿæ¸ëîé
÷àøå âåñîâ, (2M � 1) ≤ (L + H) ≤ 2M,

|L � H| ≤ 1, à ïðî âñå îñòàëüíûå V = (N � L � H)
ìîíåò èçâåñòíî, ÷òî îíè íàñòîÿùèå2.

Åñëè ïîïûòàòüñÿ îáîáùèòü ýòè íàáëþ-
äåíèÿ íà åù¸ íåñêîëüêî âçâåøèâàíèé, òî

ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èíôîðìàöèÿ,
èçâåñòíàÿ ïîñëå ñåðèè âçâåøèâàíèé, ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ÷åòûðüìÿ ÷èñëàìè:

U � ÷èñëî ìîíåò, ïðî êîòîðûå ïîêà
íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ,

L � ÷èñëî ìîíåò, ïðî êîòîðûå ïîêà
íåèçâåñòíî, íàñòîÿùèå îíè èëè íåò, íî
îíè ó÷àñòâîâàëè âî âçâåøèâàíèÿõ è îêà-
çàëèñü íà áîëåå ë¸ãêîé ÷àøå âåñîâ,

H � ÷èñëî ìîíåò, ïðî êîòîðûå ïîêà
íåèçâåñòíî, íàñòîÿùèå îíè èëè íåò, íî
îíè ó÷àñòâîâàëè âî âçâåøèâàíèÿõ è îêà-
çàëèñü íà áîëåå òÿæ¸ëîé ÷àøå âåñîâ,

V � ÷èñëî ìîíåò, ïðî êîòîðûå èçâåñò-
íî, ÷òî îíè íàñòîÿùèå,
ïðè÷¸ì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå åñòåñòâåí-
íûå îãðàíè÷åíèÿ: U + L + H + V = N è
åñëè L + H > 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî U = 0
(òàê êàê åñëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòêà óæå ó÷à-
ñòâîâàëà âî âçâåøèâàíèÿõ, òî âñå îñòàëü-
íûå, êðîìå L + H ìîíåò, òî÷íî íàñòîÿùèå).

Èòàê, ìû ìîæåì ïðèíÿòü, ÷òî èíôîðìà-
öèÿ, äîñòóïíàÿ ïîñëå ñåðèè âçâåøèâàíèé,
ïðåäñòàâèìà ÷åòâ¸ðêîé ÷èñåë (U, L, H, V),
óäîâëåòâîðÿþùåé äâóì îãðàíè÷åíèÿì
U + L + H + V = N, è åñëè L + H > 0, òî
U = 0. Òåïåðü ìîæíî îáñóäèòü, ÷òî òàêîå
«âçâåøèâàíèå» ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè
èíôîðìàöèè. Òàê êàê U > 0 èëè L + H > 0,
òî «âçâåøèâàíèå» â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ñëå-
äóåò ðàññìîòðåòü îòäåëüíî.

Â ñëó÷àå, êîãäà U > 0, «âçâåøèâàíèå»
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû êëàä¸ì u1 èç U ìî-
íåò íà ïåðâóþ ÷àøêó âåñîâ, u2 èç U ìîíåò
íà âòîðóþ ÷àøêó âåñîâ è äëÿ âûðàâíèâà-
íèÿ ÷èñëà äîáàâëÿåì v = |u1 � u2| íàñòîÿ-
ùèõ ìîíåò èç V íà òó ÷àøêó âåñîâ, íà
êîòîðîé áûëî ìåíüøå ìîíåò3. Èìåþò ìå-
ñòî î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà: u1 + u2 ≤ U è
v = |u1 � u2| ≤ V, îçíà÷àþùèå, ÷òî ìîíåòû
ìû ìîæåì áðàòü òîëüêî èç ÷èñëà èìåþ-
ùèõñÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà L + H > 0, «âçâåøèâà-
íèå» ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû êëàä¸ì l1 èç L

1 V = 2M, åñëè ïîìå÷åííàÿ íàñòîÿùàÿ ìîíåòêà ó÷àñòâîâàëà âî âçâåøèâàíèè, èíà÷å V = (2M + 1).
2 L = H = M, åñëè ïîìå÷åííàÿ íàñòîÿùàÿ ìîíåòêà íå ó÷àñòâîâàëà âî âçâåøèâàíèè, èíà÷å |L � H| = 1 è

L + H = (2M � 1).
3 Íàì êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî âî âçâåøèâàíèè äîëæíî ó÷àñòâîâàòü ðàâíîå ÷èñëî ìîíåò íà ïåðâîé è íà

âòîðîé ÷àøêå âåñîâ. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, åñëè u1 = 5, à u2 = 3, òî íà âòîðóþ ÷àøêó âåñîâ íàäî äîáàâèòü v = 2
íàñòîÿùèõ ìîíåò; òîãäà íà îáåèõ ÷àøêàõ îêàæåòñÿ ïî 5 ìîíåò.
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ìîíåò íà ïåðâóþ ÷àøêó âåñîâ, l2 èç L ìî-
íåò íà âòîðóþ ÷àøêó âåñîâ, h1 èç H ìîíåò
íà ïåðâóþ ÷àøêó âåñîâ, h2 èç H ìîíåò íà
âòîðóþ ÷àøêó âåñîâ è äëÿ âûðàâíèâàíèÿ
÷èñëà äîáàâëÿåì v = |l1 + h1 � l2 � h2| íà-
ñòîÿùèõ ìîíåò èç V íà òó ÷àøêó âåñîâ,
íà êîòîðîé áûëî ìåíüøå ìîíåò. Èìåþò
ìåñòî î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà: l1 + l2 ≤ L,
h1 + h2 ≤ H è v = |l1 + h1 � l2 � h2| ≤ V,
îçíà÷àþùèå, ÷òî ìîíåòû ìû ìîæåì áðàòü
òîëüêî èç ÷èñëà èìåþùèõñÿ.

3. ËÎÃÈÊÀ ÏÎÈÑÊÀ ÌÎÍÅÒÊÈ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëîãè÷åñêîé ïàðàäèã-
ìîé ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàì íàäî ââåñòè
îòíîøåíèå P(U, L, H, V, M), îçíà÷àþùåå,
÷òî ñðåäè U + L + H + V ìîíåò (ãäå U, L,
H è V èìåþò ñìûñë, îïèñàííûé âûøå â
ðàçäåëå 2.4) çà M âçâåøèâàíèé ìîæíî íàé-
òè åäèíñòâåííóþ ôàëüøèâóþ ìîíåòó, è
àêñèîìàòèçèðîâàòü åãî. Íàøà àêñèîìàòè-
çàöèÿ A × P áóäåò ñîñòîÿòü èç ÷åòûð¸õ àê-
ñèîì.

Ïåðâàÿ àêñèîìà îïèñûâàåò ñëó÷àé,
êîãäà ñðàçó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôàëüøè-
âàÿ ìîíåòêà íàéäåíà:

U + L + H = 1 ⇒ P(U, L, H, V, M).
Ñëîâàìè ýòó àêñèîìó ìîæíî ïðî÷èòàòü òàê:
åñëè îñòàëàñü òîëüêî îäíà ìîíåòà, î êî-
òîðîé ìû íå çíàåì, ÷òî îíà íàñòîÿùàÿ, òî
îíà è åñòü ôàëüøèâàÿ. Ìû, îäíàêî, áóäåì
èñïîëüçîâàòü ÷óòü áîëåå îáùóþ àêñèîìó:

U + L + H ≤ 1 ⇒ P(U, L, H, V, M).
Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ýòà àêñèîìà äîïóñ-
êàåò èñêëþ÷èòåëüíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà
U = L = H = 0, êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
åäèíñòâåííóþ ôàëüøèâóþ ìîíåòêó íàäî
íàéòè â ïóñòîì ìíîæåñòâå ìîíåò èëè ìíî-
æåñòâå, ñîñòîÿùåì èç îäíîé ìîíåòû, òî
çàäà÷à ïîèñêà óæå ðåøåíà1.

Âòîðàÿ àêñèîìà ôîðìàëèçóåò ïðàâèëî,
÷òî åñëè L + H > 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî
U = 0: L + H > 0 & P(0, L, H, V + U, M) ⇒
P(U, L, H, V, M). Ñëîâàìè å¸ ìîæíî ïðî-

÷èòàòü òàê: åñëè åñòü ìîíåòêè, êîòîðûå
áûëè íà ë¸ãêîé èëè òÿæ¸ëîé ÷àøêå âå-
ñîâ, òî âñå îñòàëüíûå ìîíåòêè íàñòîÿùèå
(ïðè÷åì, äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü ýòîò âû-
âîä, íå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî2  âçâåøè-
âàòü ìîíåòêè). Ýòà àêñèîìà íîñèò âñïî-
ìîãàòåëüíûé õàðàêòåð è ïîçâîëÿåò ôîð-
ìàëèçîâàòü ïåðåõîä îò M âçâåøèâàíèé ê
(M � 1)-îìó âçâåøèâàíèþ3 â âèäå äâóõ
ïðîñòûõ àêñèîì äëÿ P(U, 0, 0, V, M) è
P(0, L, H, V, M), âìåñòî îäíîé, íî ñëîæ-
íîé àêñèîìû äëÿ P(U, L, H, V, M).

Ýòè äâå àêñèîìû ôîðìàëèçóþò ñëåäó-
þùåå ïðîñòîå íàáëþäåíèå: â íàáîðå ìî-
íåò ìîæíî íàéòè åäèíñòâåííóþ ôàëüøè-
âóþ ìîíåòêó çà M âçâåøèâàíèé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åñòü òàêîå âçâåøèâà-
íèå, ÷òî ïðè ëþáîì åãî èñõîäå:

A. ÷àøè óðàâíîâåøåíû,
B. ïåðâàÿ ëåã÷å âòîðîé,
C. ïåðâàÿ òÿæåëåå âòîðîé �

ôàëüøèâóþ ìîíåòêó ìîæíî íàéòè çà (M � 1)
âçâåøèâàíèå.

Òðåòüÿ àêñèîìà îïèñûâàåò ïåðåõîä îò
M âçâåøèâàíèé ê (M � 1) â ñëó÷àå, êîãäà
U > 0, íî L = H = 0:
∃ u1, u2 (0 < u1 + u2 ≤ U & |u1 � u2| ≤ V &
a. P(U � u1 � u2, 0, 0, V + u1 + u2, M � 1) &
b. P(0, u1, u2, V + (U � u1 � u2), M � 1) &
c. P(0, u2, u1, V + (U � u1 � u2), M � 1) ) ⇒

⇒ P(U, 0, 0, V, M).
Ñëîâàìè å¸ ìîæíî ïðî÷èòàòü òàê: åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ìîíåò äëÿ ïåð-
âîé è âòîðîé ÷àøåê âåñîâ (∃ u1, u2), ÷òî:

� ýòè ìîíåòû âçÿòû èç èìåþùèõñÿ «íåî-
ïðåäåë¸ííûõ» ìîíåò (0 < u1 + u2 ≤ U),

� èìååòñÿ äîñòàòî÷íî íàñòîÿùèõ ìî-
íåò äëÿ âçâåøèâàíèÿ ðàâíûõ êîëè÷åñòâ íà
îáåèõ ÷àøêàõ (|u1 � u2| ≤ V),

� ïðè ëþáîì èñõîäå âçâåøèâàíèÿ
(A = a, B = b è C = c) äîñòàòî÷íî (M � 1)
âçâåøèâàíèé,
òî äîñòàòî÷íî M âçâåøèâàíèé äëÿ òîãî
÷òîáû íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòêó
(P(U, 0, 0, V, M)). Ñîîòâåòñòâèå èñõîäîâ

1 Êîíå÷íî æå, çàäà÷à íàéòè åäèíñòâåííóþ ôàëüøèâóþ ìîíåòêó â ìíîæåñòâå ìîíåò, êîòîðîå ìîæåò áûòü
ïóñòî, çâó÷èò íåñêîëüêî ñòðàííî. Íî ôîðìàëèçóåòñÿ çàäà÷à âïîëíå åñòåñòâåííî: åñëè ìíîæåñòâî ìîíåò íå ïóñòî,
òî íàéòè â í¸ì åäèíñòâåííóþ ôàëüøèâóþ ìîíåòêó. Äà è àíàëîãèÿ ó íàñ èìååòñÿ: âåäü ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî 0! = 1.

2 Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çíà÷åíèå M îäíî è òî æå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ àêñèîìû.
3 Òî åñòü îò P(U, L, H, V, M) ê P(..., ..., ..., ..., M � 1).
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A, B è C óñëîâèÿì a, b è c â àêñèîìå (íà
íàø âçãëÿä) ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.

×åòâ¸ðòàÿ àêñèîìà îïèñûâàåò ïåðåõîä
îò M âçâåøèâàíèé ê (M � 1) â ñëó÷àå,
êîãäà U = 0, íî L + H > 0:
∃ l1, l2, h1, h2 ( 0 < l1 + l2 + h1 + h2 & l1 + l2 ≤ L &
h1 + h2 ≤ H & |l1 + h1 � l1 � l2| ≤ V &
a. P(0, L � l1 � l2, H � h1 � h2, V + l1 + l2 +
h1 + h2, M � 1) &
b. P(0, l1, h2, V + (L � l1) + (H � h2), M � 1) &
c. P(0, l2, h1, V + (L � l2) + (H � h1), M � 1)) ⇒

⇒ P(0, L, H, V, M).
Ñëîâàìè å¸ ìîæíî ïðî÷èòàòü òàê: åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ìîíåò äëÿ ïåð-
âîé è âòîðîé ÷àøåê âåñîâ (∃ l1, l2, h1, h2),
÷òî:

� ýòè ìîíåòû âçÿòû èç èìåþùèõñÿ
«ë¸ãêèõ» è «òÿæ¸ëûõ» ìîíåò
(0 < l1 + l2 + h1 + h2, l1 + l2 ≤ L è h1 + h2 ≤ H),

� èìååòñÿ äîñòàòî÷íî íàñòîÿùèõ ìî-
íåò äëÿ âçâåøèâàíèÿ ðàâíûõ êîëè÷åñòâ íà
îáåèõ ÷àøêàõ (|l1 + h1 � l1 � l2| ≤ V),

� ïðè ëþáîì èñõîäå (A = a, B = b è
C = c) äîñòàòî÷íî (M � 1) âçâåøèâàíèé,
òî, ÷òîáû íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòó, äîñ-
òàòî÷íî M âçâåøèâàíèé.

Â ýòîé àêñèîìå, íàâåðíîå, íàäî ïðî-
êîììåíòèðîâàòü òîëüêî òî, ïî÷åìó èñõî-
äû âçâåøèâàíèé A, B è C ñîîòâåòñòâóþò
óñëîâèÿì a, b è c â àêñèîìå. Äåëî îáñòîèò
î÷åíü ïðîñòî: åñëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ëåã-
÷å è óæå ó÷àñòâîâàëà âî âçâåøèâàíèÿõ, òî
îíà íå ìîæåò ïðè î÷åðåäíîì âçâåøèâà-
íèè îêàçàòüñÿ íè íà óðàâíîâåøåííûõ ÷àø-
êàõ âåñîâ, íè íà áîëåå òÿæ¸ëîé ÷àøå; àíà-
ëîãè÷íî, åñëè ôàëüøèâàÿ ìîíåòà òÿæåëåå
è óæå ó÷àñòâîâàëà âî âçâåøèâàíèÿõ, òî
îíà íå ìîæåò ïðè î÷åðåäíîì âçâåøèâà-
íèè îêàçàòüñÿ íè íà óðàâíîâåøåííûõ ÷àø-
êàõ âåñîâ, íè íà áîëåå ë¸ãêîé ÷àøå.

Àêñèîìàòèçàöèÿ A × P ïîñòðîåíà. Îíà
ÿâëÿåòñÿ íàä¸æíîé è ïîëíîé â ñëåäóþùåì
ñìûñëå.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà íåî-
òðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë (U, L, H, V, M)
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Â àêñèîìàòè÷åñêîé ñèñòåìå A × P
ìîæíî äîêàçàòü ñâîéñòâî P(U, L, H, V, M).

2. Ñóùåñòâóåò ìåòîä ïîèñêà åäèí-
ñòâåííîé ôàëüøèâîé ìîíåòû ñðåäè

N = U + L + H + V ìîíåò ïóò¸ì âçâåøèâà-
íèÿ èõ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ íå áîëåå M
ðàç (ãäå U, L, H, è V èìåþò ñìûñë, îïè-
ñàííûé â ðàçäåëå 2.4).

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê). Ïî ïîñò-
ðîåíèþ èç (2) ñëåäóåò (1). Ñëåäîâàíèå (2)
èç (1) äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî
S = U + L + H. Áàçèñ èíäóêöèè � ýòî ñëó÷àé
S ≤ 1 � ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì â ñèëó ïåðâîé
àêñèîìû. Èíäóêöèîííàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî
äëÿ âñåõ S ≤ K (ãäå K � íåêîòîðîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî). Øàã èíäóêöèè � ïåðåõîä îò
S ≤ K ê S = (K + 1) � îñíîâàí íà ñëåäóþùåì
ïðîñòîì àðãóìåíòå: äëÿ ëþáîé ïÿò¸ðêè íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë (U, L, H, V, M), åñëè
(U + L + H) > 1, òî â àêñèîìàòèêå A×P åñòü
àêñèîìà, â êîòîðîé çàêëþ÷åíèå èìïëèêà-
öèè óíèôèöèðóåòñÿ ñ P(U, L, H, V, M), à
âñå íàáîðû çíà÷åíèé (U ′, L ′, H ′, V ′, M ′),
êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â ïîñûëêå ýòîé
èìïëèêàöèè ïîä êâàíòîðîì, óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó (U′ + L′ + H′) < (U + L + H);
ïîýòîìó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
P(U ′, L ′, H ′, M � 1) âëå÷¸ò ñóùåñòâîâà-
íèå ìåòîäà ïîèñêà ôàëüøèâîé ìîíåòû çà
(M � 1) âçâåøèâàíèé. n

Âîò, ñîáñòâåííî, è âñå: íàøà çàäà÷à
ñôîðìóëèðîâàíà â ëîãè÷åñêîé ïàðàäèã-
ìå â âèäå àêñèîìàòèçàöèè ïðåäèêàòà P.
È, ñîîòâåòñòâåííî, ïðàêòè÷åñêè ãîòîâà ëî-
ãè÷åñêàÿ ïðîãðàììà: îñòàëîñü àêñèîìû
«ïðåâðàòèòü» â ôàêòû è ïðàâèëà.

Ïåðâàÿ àêñèîìà ïðåâðàùàåòñÿ â ÷å-
òûðå ôàêòà

P(0, 0, 0, V, M), P(1, 0, 0, V, M),
P(0, 1, 0, V, M) è P(0, 0, 1, M).

Âòîðàÿ àêñèîìà ïðåâðàùàåòñÿ â ïðàâèëî
P(U, L, H, V, M) :: L + H > 0 &

P(0, L, H, V + U, M).
Òðåòüÿ àêñèîìà òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ïðà-
âèëî
P(U, 0, 0, V, M) :: ∃ u1, u2: 0 < u1 + u2 ≤
U (|u1 � u2| ≤ V & P(U � u1 � u2, 0, 0, V + u1
+ u2, M � 1)
& P(0, u1, u2, V + (U � u1 � u2), M � 1)
& P(0, u2, u1, V + (U � u1 � u2), M � 1)),
à ÷åòâ¸ðòàÿ � â ïðàâèëî
P(0, L, H, V, M) :: ∃ l1, l2 :  l1 + l2 ≤ L; h1, h2:



32

Øèëîâ Í.Â.

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 2, 2010 ã.

h1 + h2 ≤ H
( 0 < l1 + l2 + h1 + h2 & |l1 + h1 � l1 � l2| ≤ V &
P(0, L � l1 � l2, H � h1 � h2, V + l1 + l2 + h1
+ h2, M � 1) &
P(0, l1, h2, V + (L � l1) + (H � h2), M � 1) &
P(0, l2, h1, V + (L � l2) + (H � h1), M � 1) ).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåä íàìè äåéñòâèòåëü-
íî ïðîãðàììà, âåðíåå àëãîðèòì, çàïèñàí-
íûé íà ëîãè÷åñêîì ïñåâäîêîäå: åãî ìîæ-
íî âûïîëíèòü äëÿ ëþáîãî íàáîðà âõîä-
íûõ äàííûõ (U, L, H, V, M), òàê êàê ñïðà-
âà âî âñåõ ïðàâèëàõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî
îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ.
Åñëè ýòó ëîãè÷åñêóþ ïðîãðàììó çàíåñòè â
áàçó çíàíèé ìàøèíû ëîãè÷åñêîãî âûâî-
äà, òî ìàøèíà ñìîæåò äîêàçàòü çàïðîñ
P(14, 0, 0, 1, 3), ñîîòâåòñòâóþùèé íàøåé
ãîëîâîëîìêå, è ðåøèòü äðóãèå çàïðîñû,
íàïðèìåð, P(39, 0, 0, 1, ?), «òðåáóþùèé»
íàéòè ÷èñëî âçâåøèâàíèé, êîòîðûõ äîñ-
òàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè åäèíñòâåí-
íóþ ôàëüøèâóþ ìîíåòêó ñðåäè 39 ìîíåò
ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíèòåëüíîé ïîìå-
÷åííîé íàñòîÿùåé ìîíåòêè.

4. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ
Ê ×ÈÑËÓ ÂÇÂÅØÈÂÀÍÈÉ

Îïèñàííûé ëîãè÷åñêèé àëãîðèòì õî-
ðîø ïðîñòîòîé äèçàéíà, íî îí, îäíàêî,
èìååò è ñâîè ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè.
Â ÷àñòíîñòè, íåò íèêàêîé óâåðåííîñòè, ÷òî
â îòâåò íà çàïðîñ P(39, 0, 0, 1, ?) ìàøèíà
ëîãè÷åñêîãî âûâîäà «âûäàñò» îòâåò
P(39, 0, 0, 1, 4), îçíà÷àþùèé, ÷òî ÷åòû-
ð¸õ âçâåøèâàíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàé-
òè åäèíñòâåííóþ ôàëüøèâóþ ìîíåòêó ñðå-

äè 39 ìîíåò ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíè-
òåëüíîé ïîìå÷åííîé íàñòîÿùåé ìîíåòêè;
íå èñêëþ÷åíî, ÷òî íà ýòîò çàïðîñ ìàøèíà
âûäàñò î÷åâèäíûé îòâåò P(39, 0, 0, 1, 39),
âåäü, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1, î÷åâèäíî, ÷òî
â A×P ìîæíî äîêàçàòü P(39, 0, 0, 1, 39)
(òî åñòü ÷òî åäèíñòâåííóþ ôàëüøèâóþ ìî-
íåòó ìîæíî íàéòè ñðåäè 39 ìîíåò çà 39
âçâåøèâàíèé). Â ëîãè÷åñêîì ïðîãðàììè-
ðîâàíèè ïîïðàâèòü äåëî ìîæíî, íî äîñòà-
òî÷íî ñëîæíî, à âîò â ôóíêöèîíàëüíîì
ïðîãðàììèðîâàíèè ýòà ïðîáëåìà ðåøàåò-
ñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Óòâåðæäåíèå 2.
Ïóñòü M: N×N×N×N → N � ôóíê-

öèÿ1,  òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç U, L,
H è V ìîíåò (ãäå U, L, H è V èìåþò ñìûñë,
îïèñàííûé â ðàçäåëå 2.4) ðàâíà ìèíèìàëü-
íîìó ÷èñëó âçâåøèâàíèé ìîíåò íà ÷àøå÷-
íûõ âåñàõ, êîòîðîãî äîñòàòî÷íî äëÿ èäåí-
òèôèêàöèè åäèíñòâåííîé ôàëüøèâîé ìî-
íåòû ñðåäè N = U + L + H + V ìîíåò. Òîã-
äà äëÿ ýòîé ôóíêöèè èìåþò ìåñòî ñëåäóþ-
ùèå ðàâåíñòâà (ñì. ðèñ. 2).

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê). Ýòè ðàâåí-
ñòâà èìåþò ìåñòî â ñèëó ñîîòâåòñòâóþùèõ
àêñèîì ñèñòåìû A×P. Ïåðâûå äâà èç ýòèõ
ðàâåíñòâ íå íóæäàþòñÿ â äîïîëíèòåëüíûõ
îáúÿñíåíèÿõ. À âîò òðåòüå è ÷åòâ¸ðòîå ðà-
âåíñòâà, íàâåðíîå, ñëåäóåò ïðîêîììåíòè-
ðîâàòü. Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ â ïðàâîé ÷àñòè
«1 +» ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò (M � 1) ê
M äëÿ ÷èñëà âçâåøèâàíèé â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ àêñèîìàõ A×P, «min» çàìåíÿåò êâàí-
òîðû ñóùåñòâîâàíèÿ, òàê êàê íàñ èíòåðå-
ñóåò íàèñêîðåéøèé ïîèñê ìîíåòêè, à
«max» çàìåíÿåò êîíúþíêöèþ òð¸õ óñëî-

1 Çäåñü N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à íå ÷èñëî ìîíåò N.

1. åñëè U + L + H ≤ 1, òî M(U, L, H, V) = 0;
2. åñëè L + H > 0, òî M(U, L, H, V) = M(0, L, H, V + U);
3. M(U, 0, 0, V) = 1 + min0< u1 + u2 ≤ U, |u1 � u2| ≤ V max

   {M(U � u1 � u2, 0, 0, V + u1 + u2), M(0, u1, u2, V + U � u1 � u2), M(0, u2, u1, V + U � u1 � u2)};
4. M(0, L, H, V) = 1 + minl1 + l2 ≤ L, h1 + h2 ≤ H, 0 < l1 + l2 + h1 + h2, |l1 + h1 � l1 � l2| ≤ V max

   {M(0, L � l1 � l2, H � h1 � h2, V + l1 + l2 + h1 + h2), M(0, l1, h2, V + (L � l1) + (H � h2)),
    M(0, l2, h1, V + (L � l2) + (H � h1))}).

Ðèñ. 2



33

Çàìåòêè î òðåõ ïàðàäèãìàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

.

âèé, ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî ó÷åñòü ÷èñëî
îñòàâøèõñÿ âçâåøèâàíèé ïðè ëþáîì èñ-
õîäå äàííîãî âçâåøèâàíèÿ. n

Óòâåðæäåíèå 3. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ M: N×N×N×N → N, óäîâ-
ëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì 1 � 4 èç óòâåðæ-
äåíèÿ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê). Ñóùåñòâî-
âàíèå òàêîé ôóíêöèè ñëåäóåò èç óòâåðæ-
äåíèÿ 2. Åäèíñòâåííîñòü (òî åñòü ðàâåí-
ñòâî ôóíêöèè èç óòâåðæäåíèÿ 2) äîêàçû-
âàåòñÿ òàê æå, êàê è óòâåðæäåíèå 1 � èí-
äóêöèåé ïî S = U + L + H. n

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè óòâåðæ-
äåíèÿ 3, ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çà-
äà÷è î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì ÷èñëå
M âçâåøèâàíèé äëÿ ïîèñêà åäèíñòâåííîé
ôàëüøèâîé ìîíåòêè ñðåäè U + L + H + V
ìîíåò1  ãîòîâà: M � ýòî ôóíêöèÿ
M: N×N×N×N → N, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðà-
âåíñòâàì 1�4 èç óòâåðæäåíèÿ 2. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ôóíêöèîíàëüíûé ïñåâäîêîä, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñî-
ñòîèò èç ñëåäóþùèõ êëàóç (ñì. ðèñ. 3).

Ýòîò ïñåâäîêîä îòëè÷àåòñÿ îò îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè M â ïîñòàíîâêå çàäà-
÷è òåì, ÷òî ïåðâîå óñëîâíîå ðàâåíñòâî
«M(U, L, H, V) = 0, åñëè U + L + H = 1»
ðàñïèñàíî â âèäå ÷åòûð¸õ êëàóç, à âòîðîå
óñëîâíîå ðàâåíñòâî «M(U, L, H, V) =

M(0, L, H, V + U), åñëè L + H > 0» çàìåíåíî
íà êëàóçó «(U, L, H, V) = M(0, L, H, V + U)»,
êîòîðàÿ ïîñòàâëåíà â êîíåö ñïèñêà. Ïåðâîå
óñëîâíîå ðàâåíñòâî çàìåíåíî íà êëàóçû
(1, 0, 0, V) = 0, (0, 1, 0, V) = 0, (0, 0, 1, V) = 0
è (0, 0, 0, V) = 0. Ïîìåùåíèå êëàóçû
«(U, L, H, V) = M(0, L, H, V + U)» â êîíåö
ñïèñêà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà
îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ñîñòîèò èç íåñêîëü-
êèõ êëàóç, òàêîå îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò
âûáîð â ïîðÿäêå ïåðå÷èñëåíèÿ ïåðâîé
êëàóçû, ó êîòîðîé âûðàæåíèå, ñòîÿùåå
ñëåâà îò çíàêà «=», ìîæåò áûòü «îòîæäå-
ñòâëåíî» ñî çíà÷åíèÿìè ôàêòè÷åñêèõ àð-
ãóìåíòîâ ôóíêöèè, à òàê êàê ëåâûå ÷àñòè
ïåðâûõ øåñòè êëàóç èìåþò ñïåöèàëüíûé
âèä (1, 0, 0, V), (0, 1, 0, V), (0, 0, 1, V),
(U, 0, 0, V) è (0, L, H, V), à ëåâàÿ ÷àñòü
ïîñëåäíåé � ñàìûé îáùèé âèä (U, L, H, V),
òî ïîñëåäíÿÿ êëàóçà êàê ðàç áóäåò «ðàáî-
òàòü» òîëüêî òîãäà, êîãäà L + V > 0.

Â îêîí÷àíèè ýòîé ÷àñòè äàâàéòå ïî-
ñìîòðèì, êàê ðàáîòàåò îïèñàííûé ôóíê-
öèîíàëüíûé àëãîðèòì (íà ïðèìåðå âû÷èñ-
ëåíèÿ íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî ÷èñ-
ëà âçâåøèâàíèé äëÿ ïîèñêà åäèíñòâåííîé
ôàëüøèâîé ìîíåòû ñðåäè ÷åòûð¸õ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì îäíîé äîïîëíèòåëüíîé íà-
ñòîÿùåé ìîíåòû)2 (ñì. ðèñ. 4).

Ìîæíî çàìåòèòü íàëè÷èå äóáëèðóþ-
ùèõ âûçîâîâ ôóíêöèé: äâàæäû âñòðå÷àþò-

1 U, L, H è V èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è âûøå.
2 Â ýòîì ïðèìåðå äîñòàòî÷íî ìíîãî ðóòèííîãî, ïîýòîìó â í¸ì ñðàçó âûïîëíåíû íåêîòîðûå àðèôìåòè÷åñêèå

âû÷èñëåíèÿ è íå óêàçàíî, êàêàÿ ïðèìåíÿåòñÿ êëàóçà.

M: (1, 0, 0, V) = 0;
(0, 1, 0, V) = 0;
(0, 0, 1, V) = 0;
(0, 0, 0, V) = 0;
(U, 0, 0, V) = 1 + min0 < u1 + u2 ≤ U, |u1 � u2| ≤ V max{M(U � u1 � u2, 0, 0, V + u1 + u2),

M(0, u1, u2, V + U � u1 � u2),
M(0, u2, u1, V + U � u1 � u2)};

(0, L, H, V) = 1 + minl1 + l2 ≤ L, h1 + h2 ≤ H, 0 < l1 + l2 + h1 + h2, |l1 + h1 � l1 � l2| ≤ V

max{M(0, L � l1 � l2, H � h1 � h2, V + l1 + l2 + h1 + h2),
M(0, l1, h2, V + (L � l1) + (H � h2)),

M(0, l2, h1, V + (L � l2) + (H � h1))};
(U, L, H, V) = M(0, L, H, V + U).

Ðèñ. 3
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ñÿ M(3, 0, 0, 2), M(0, 1, 1, 3), M(0, 1, 2, 2),
M(0, 2, 1, 2) è M(0, 2, 2, 1); åäèíñòâåííûé
«óíèêàëüíûé» âûçîâ ôóíêöèè � ýòî
M(2, 0, 0, 3). Âîçìîæíûé âàðèàíò îïòè-
ìèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëÿòü
òîëüêî íîâûå1  âûçîâû ôóíêöèè M, ñîõðà-
íÿòü èõ çíà÷åíèÿ â ïàìÿòè (â âèäå ñïèñêà
èëè õåø-òàáëèöû), à çíà÷åíèÿ ïîâòîðíûõ2

âûçîâîâ ôóíêöèè M óæå áðàòü èç ïàìÿòè.
Ýòà òåõíèêà õîðîøî èçâåñòíà â ôóíêöèî-
íàëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè êàê ìåìîèçà-
öèÿ (memoization) [7].

5. ÊÀÒÅÃÎÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÈÌÏÅÐÀÒÈÂ:
ÁÛÑÒÐÎ ÍÀÉÒÈ!

5.1. ÍÀ ÂÑÅ ÑËÓ×ÀÈ ÆÈÇÍÈ

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýôôåêòèâ-
íîñòü ìåìîèçàöèè ìîæíî ïîâûñèòü, åñëè
âûïîëíÿòü åå â ëåíèâîì ðåæèìå: âìåñòî
âû÷èñëåíèÿ âñÿêîãî íîâîãî âûçîâà ôóíê-
öèè M è ñîõðàíåíèÿ åãî çíà÷åíèÿ, ìîæíî

ñîõðàíÿòü ñàìè âûçîâû (íå âû÷èñëÿÿ èõ)
è âû÷èñëèòü èõ òîëüêî â êîíöå. Îäíàêî
ëåíèâàÿ ìåìîèçàöèÿ âîçìîæíà òîëüêî òîã-
äà, êîãäà ìîæíî áåç èñïîëíåíèÿ âûçîâà
ôóíêöèè (òî åñòü ñòàòè÷åñêè) ïðåäñêàçàòü
ìíîæåñòâî âñåõ âûçîâîâ, êîòîðûå ìîãóò
âîçíèêíóòü ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî âûçî-
âà. Ê ñ÷àñòüþ, â íàøåì ñëó÷àå äåëî îá-
ñòîèò èìåííî òàê â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëå-
äóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 4.
Ïóñòü M: N×N×N×N → N � ôóíêöèÿ,

îïðåäåë¸ííàÿ ôóíêöèîíàëüíûì àëãîðèò-
ìîì, îïèñàííûì â ÷àñòè 4. Òîãäà äëÿ ëþ-
áûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë U, L,
H, è V ìíîæåñòâî âûçîâîâ ôóíêöèè M,
êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè âû÷èñëåíèÿõ
M(U, L, H, V), ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì
ìíîæåñòâå3 (ñì. ðèñ. 5).

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè èíäóê-
öèåé ïî S = U + L + H. n

1 Òî åñòü äëÿ òåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ (ôàêòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ), äëÿ êîòîðûõ ðàíåå ôóíêöèÿ íå âû÷èñëÿëàñü.
2 Òî åñòü äëÿ òåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ (ôàêòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ), äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ óæå áûëà âû÷èñëå-

íà ðàíåå.
3 FCM � àááðåâèàòóðà îò «Function Calls in M».

Ðèñ. 4

M(4, 0, 0, 1) = 1 + min0 < u1 + u2 ≤ 4, |u1 � u2| ≤ 1

max{M(4 � u1 � u2, 0, 0, 1 + u1 + u2), M(0, u1, u2, 5 � u1 � u2), M(0, u2, u1, 5 � u1 � u2)} =
= 1 + min(u1, u2) = (0,1), (1,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2)

max{M(4 � u1 � u2, 0, 0, 1 + u1 + u2), M(0, u1, u2, 5 � u1 � u2), M(0, u2, u1, 5 � u1 � u2)} =
= 1 + min{ max{M(3, 0, 0, 2), M(0, 0, 1, 4), M(0, 1, 0, 4)},
max{M(3, 0, 0, 2), M(0, 1, 0, 4), M(0, 0, 1, 4)}, max{M(2, 0, 0, 3), M(0, 1, 1, 3), M(0, 1, 1, 3)},
max{M(1, 0, 0, 4), M(0, 1, 2, 2), M(0, 2, 1, 2)}, max{M(1, 0, 0, 4), M(0, 2, 1, 2), M(0, 1, 2, 2)},
max{M(0, 0, 0, 5), M(0, 2, 2, 1), M(0, 2, 2, 1)} }.

FCM(U, L, H, V) =
• = {M(0, L, H, V′) : V′ ≤ V + U } ∪ {M(0, L′, H′, V′) :
    (L ′ < L è H ′ ≤ H) èëè (L ′ ≤ L è H ′ < H), V ′ ≤ V + U + L + H � L ′ � H ′},
    åñëè U > 0 è L + H > 0;
• = {M(0, L ′, H ′, V ′) :
    (L ′ < L è H ′ ≤ H) èëè (L ′ ≤ L è H ′ < H), V ′ ≤ V + U + L + H � L ′ � H ′},
    åñëè U = 0 è L + H > 0;
• = {M(U ′, 0, 0, V ′) :
    U ′ < U, V ′ ≤ V + U � U′} ∪
    {M(0, L ′, H ′, V ′) : U ≥ L ′ + H ′, V ′ ≤ V + U � L ′ � H ′)}, åñëè U > 0 è L + H = 0.

Ðèñ. 5
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Íî â òàêîì ñëó÷àå ìû åñòåñòâåííî ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùóþ èìïåðàòèâíóþ ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è î ïîèñêå ôàëüøèâîé ìîíåò-
êè: äëÿ çàäàííîãî N ≥ 0 çàïîëíèòü ÷åòû-
ð¸õìåðíóþ òàáëèöó T[0..N, 0..N, 0..N, 0..N]
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

T [U, L, H, V] = ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
âçâåøèâàíèé, ïîçâîëÿþùåå íàéòè åäèí-
ñòâåííóþ ôàëüøèâóþ ìîíåòó ñðåäè

S = U + L + H + V ≤ N ìîíåò,
ãäå U, L, H è V èìåþò ñìûñë, îïèñàííûé
â ðàçäåëå 2.4.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, èìïåðàòèâíàÿ
ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðåäëàãàåò íàéòè è çà-
íåñòè â òàáëèöó T çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
M(U, L, H, V) «íà âñå ñëó÷àè æèçíè», òî
åñòü äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé àðãóìåí-
òîâ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
U + L + H + V ≤ N.

Èìïåðàòèâíîå ðåøåíèå � ïîñëåäîâà-
òåëüíîå çàïîëíåíèå òàáëèöû â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèÿ ñóììû

S = U + L + H + V,
ïðè÷¸ì äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ S ýòîé ñóì-
ìû ñíà÷àëà íàäî âû÷èñëèòü âñå çíà÷åíèÿ
M(0, L, H, V), à ïîòîì � âñå çíà÷åíèÿ
M(U, 0, 0, V) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè,
óæå çíàêîìûìè íàì èç ôóíêöèîíàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (ñì. ðèñ. 6).

Ñîîòâåòñòâóþùèé èìïåðàòèâíûé àëãî-
ðèòì ìîæåò âûãëÿäåòü, íàïðèìåð, òàê (ñì.
ëèñòèíã 1).

Âîò, ñîáñòâåííî, è âñ¸: èìïåðàòèâíîå
ðåøåíèå ãîòîâî. Âûâîä, êîòîðûé ìîæíî
ñäåëàòü ïðÿìî ñåé÷àñ � ýòî âûâîä î ïîëüçå
ðàçíûõ «ïðîãðàììèðîâàíèé»: ê ýôôåêòèâ-
íîìó èìïåðàòèâíîìó àëãîðèòìó ìû ïðè-
øëè ÷åðåç àíàëèç íåýôôåêòèâíîãî ôóíê-

öèîíàëüíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé áûë ïî-
ëó÷åí èç ëîãè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

5.2 ×ÒÎ ÄÅËÀÒÜ?

Âåðíåå, ÷òî äåëàòü ÷èòàòåëþ äàëüøå?
Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ïîïðîáîâàòü çàïðîã-
ðàììèðîâàòü âñå òðè àëãîðèòìà íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêàõ è
ñðàâíèòü èõ ýôôåêòèâíîñòü. Íî ìîæíî
ïîïðîáîâàòü ðåøèòü è ðåàëèçîâàòü ñëåäó-
þùóþ áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó: íàïèñàòü
ïðîãðàììó ñ òðåìÿ âõîäíûìè äàííûìè

U � êîëè÷åñòâî ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ
íàäî íàéòè åäèíñòâåííóþ ôàëüøèâóþ,

V � äîïîëíèòåëüíîå êîëè÷åñòâî ïîìå-
÷åííûõ íàñòîÿùèõ ìîíåò (âîçìîæíî V = 0),

M � ðàçðåø¸ííîå êîëè÷åñòâî âçâåøè-
âàíèé,
ðåçóëüòàòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èëè
impossible èëè äðóãàÿ âûïîëíèìàÿ äèàëî-
ãîâàÿ ïðîãðàììà ALPHA (íà òîì æå ñà-
ìîì ÿçûêå), ðåàëèçóþùàÿ ñòðàòåãèþ îï-
ðåäåëåíèÿ (íå áîëåå ÷åì) çà M âçâåøèâà-
íèé åäèíñòâåííîé ôàëüøèâîé ìîíåòû ñðå-
äè U ìîíåò ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíè-
òåëüíûõ V ïîìå÷åííûõ íàñòîÿùèõ ìîíåò.
Èñõîäíàÿ ïðîãðàììà äîëæíà âûâîäèòü
impossible òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òà-
êîé ñòðàòåãèè íå ñóùåñòâóåò. Ïðîãðàììà
ALPHA îñóùåñòâëÿåò ñòðàòåãèþ ïîèñêà â
ñëåäóþùåì ñìûñëå:

 Âñå (U + V) ìîíåò èìåþò ðàçíûå íî-
ìåðà îò 1 äî (U + V), âñå ïîìå÷åííûå
íàñòîÿùèå ìîíåòû èìåþò íîìåðà îò 1 äî
V. Äèàëîã ñ ALPHA íà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà
ïîëüçîâàòåëåì íîìåðà ôàëüøèâîé ìîíå-
òû (îò (V + 1) äî (V + U) âêëþ÷èòåëüíî) è
å¸ âåñà ïî îòíîøåíèþ ê íàñòîÿùèì ìî-

• T(1, 0, 0, V) = T(0, 1, 0, V) = T(0, 0, 1, V) = T(0, 0, 0, V) = 0 äëÿ âñåõ V[0..N];
• T(U, 0, 0, V) = 1 + min0 < u1 + u2 ≤ U, |u1 � u2| ≤ V max{T(U � u1 � u2, 0, 0, V + u1 + u2),

T(0, u1, u2, V + U � u1 � u2), T(0, u2, u1, V + U � u1 � u2)};
• T(0, L, H, V) = 1 + minl1 + l2 ≤ L, h1 + h2 ≤ H, 0 < l1 + l2 + h1 + h2, |l1 + h1 � l1 � l2| ≤ V

max{T(0, L � l1 � l2, H � h1 � h2, V + l1 + l2 + h1 + h2), T(0, l1, h2, V + (L � l1) + (H � h2)),
T(0, l2, h1, V + (L � l2) + (H � h1))};

• T(U, L, H, V) = T(0, L, H, V + U).

Ðèñ. 6
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íåòàì (ëåã÷å èëè òÿæåëåå). Äàëåå äèàëîã
ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàóíäîâ,
êîëè÷åñòâî êîòîðûõ íå ìîæåò ïðåâûøàòü
M. Â êàæäîì ðàóíäå ïðîãðàììà ALPHA
âûâîäèò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâà íîìåðîâ ìîíåò äëÿ ïîìåùåíèÿ èõ
íà ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àøè âåñîâ è çàïðîñ
ê ïîëüçîâàòåëþ î ðåçóëüòàòå âçâåøèâàíèÿ.
Ïîëüçîâàòåëü, â ñâîþ î÷åðåäü, îòâå÷àåò,
êàêàÿ ÷àøêà ëåã÷å, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâî-
èì íà÷àëüíûì âûáîðîì íîìåðà ôàëüøè-
âîé ìîíåòû è åå îòíîñèòåëüíîãî âåñà.
Ñåññèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ âûâîäîì ALPHA
íîìåðà ôàëüøèâîé ìîíåòû.

Òàê êàê çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò
äðóãóþ ïðîãðàììó, òî ìîæíî ïåðâóþ ïðî-
ãðàììó íàçâàòü ìåòàïðîãðàììîé, à ñàìó
çàäà÷ó � çàäà÷åé î ìåòàïðîãðàììå. Èìïå-
ðàòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìå-
òàïðîãðàììå ìîæíî íàéòè â [8] è [9].

Íî åñòü åùå îäíà èíòåðåñíàÿ ãîëîâî-

ëîìêà î ìîíåòàõ, àëãîðèòìè÷åñêîå ðåøå-
íèå îáîáùåíèÿ êîòîðîé àâòîðó ïîêà íå
èçâåñòíî1. Âîò îíà: åñòü 40 ìîíåò, ñðåäè
êîòîðûõ òðè � ôàëüøèâûå, à îñòàëüíûå �
íàñòîÿùèå, âñå ìîíåòû âíåøíå îäèíàêî-
âû; âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû èìåþò ðàâíûé
âåñ, à ôàëüøèâûå � ëåã÷å íàñòîÿùèõ ìî-
íåò; ñïðàøèâàåòñÿ, êàê íàéòè 18 íàñòîÿ-
ùèõ ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ
âåñàõ? Åñëè óñëîâèÿ ýòîé ãîëîâîëîìêè ïî-
íÿòíû, òî ìîæíî ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå
ïðîãðàììèñòêîé çàäà÷è êàê îáîáùåíèÿ
ýòîé ãîëîâîëîìêè: êàê ñðåäè N ìîíåò íàé-
òè V íàñòîÿùèõ çà K âçâåøèâàíèé, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ýòèõ ìîíåò åñòü ðîâíî
L ë¸ãêèõ ôàëüøèâûõ ìîíåò2, à âñå íàñòîÿ-
ùèå ìîíåòû èìåþò ðàâíûé âåñ. Óñëîâíî
å¸ ìîæíî íàçâàòü çàäà÷åé î òîì, êàê íàéòè
äåíüãè (íàïðèìåð, íà èññëåäîâàíèÿ). Èì-
ïåðàòèâíûå, ôóíêöèîíàëüíûå è ëîãè÷åñêèå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèñûëàé-

1 Òî åñòü àâòîð çíàåò, êàê ðåøèòü êîíêðåòíóþ ãîëîâîëîìêó, íî íå çíàåò àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî îáîáùåíèå
ýòîé ãîëîâîëîìêè.

2 Èçâåñòíî èìåííî ÷èñëî L ë¸ãêèõ ìîíåò, à íå ñàìè ìîíåòû.

Ëèñòèíã 1

const n = 100 ;
var u, l, h, v, s, l1, l2, h1, h2, u1, u2 : integer ;
var t : integer array of [0..n, 0..n, 0..n, 0..n] ;
for v = 0 to n do

begin t(1, 0, 0, v): = 0 ; t (0, 1, 0, v): = 0 ; t(0, 0, 1, v): = 0 ; t(0, 0, 0, v) = 0 end ;
for s = 2 to n do
begin

for l = 0 to s do
for h = 0 to (s � l) do

t(0, l, h, s � l � h):= 1 + minl1 + l2 ≤ l, h1 + h2 ≤ h, 0 < l1 + l2 + h1 + h2, |l1 + h1 � l1 � l2| ≤ (s � l � h)

max{t(0, l � l1 � l2, h � h1 � h2, s � l � h + l1 + l2 + h1 + h2),
t(0, l1, h2, s � l1 � h2), t(0, l2, h1, s � l2 � h1)} ;

for u = 0 to s do
t(u, 0, 0, s � u):= 1 + min0 < u1 + u2 ≤ u, |u1 � u2| ≤ (s � u)

max{t(u � u1 � u2, 0, 0, s � u + u1 + u2),
t(0, u1, u2, s � u1 � u2), t(0, u2, u1, s � u1 � u2)} ;

for u = 0 to s do
for l = 0 to (s � u) do

for h = 0 to (s � u � l) do
t(u, l, h, v):= t(0, l, h, s � l � h)

end.
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Abstract

This paper is about programming paradigms, how different paradigms can fertilize
each other. In particular the paper discusses a challenging contest programming problem
and solves it in three programming paradigms: logic, functional and imperative. It can be
considered as a case study of algorithm inversion, since we start with logic algorithm, that
answers the question «Is balancing M times sufficient for detecting a single fake in a set of
coins?», and finishes with imperative algorithm, that effectively computes the minimal
number of balancing that is sufficient for detection the fake. Functional paradigm is used
for developing  an intermediate functional algorithm that also computes the minimal number
of balancing, but inefficiently, while the efficient imperative algorithm is a «lazy
memoization» of the functional one.

Keywords: programming paradigms, imperative programming, functional programming,
logical programming, memoization, dynamic programming.
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