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Ïðèâîäÿòñÿ óäîáíûå äëÿ ïðîãðàììè-
ñòîâ äîêàçàòåëüñòâà è ìàòåìàòè÷åñêè îáî-
ñíîâàííûå ñîìíåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé
áûñòðîòû ïðîñòåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ.

Ðàçâèòèå òåîðèè àëãîðèòìîâ íà÷àëîñü
â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîêàçûâàòü íå-
âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà, ðå-
øàþùåãî òó èëè èíóþ ìàññîâóþ çàäà÷ó.
Ñ ýòîé öåëüþ áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðå-
íèå ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ àë-
ãîðèòìà: ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè è ìàøè-
íû Òüþðèíãà (cì, íàïðèìåð, [1�3]). Áûë
ñôîðìóëèðîâàí òåçèñ ×åð÷à (à âïîñëåä-
ñòâèè è òåçèñ Òüþðèíãà-×åð÷à), óòâåðæ-

äàâøèé, ÷òî «âñÿêàÿ èíòóèòèâíî âû÷èñ-
ëèìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíîé»
(ñîîòâåòñòâåííî, «âñÿêàÿ èíòóèòèâíî âû-
÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà
íà ìàøèíå Òüþðèíãà»). Ýòîò òåçèñ íåëüçÿ
íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü, òàê êàê ïî-
íÿòèå «èíòóèòèâíî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ»
êàæäûé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ïîíèìàòü
ïî-ñâîåìó.

Â íàøå âðåìÿ ñóùåñòâóåò áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé àë-
ãîðèòìîâ, äëÿ áîëüøèíñòâà èç êîòîðûõ
äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïîäòâåðæäåíèå òåçè-
ñà ×åð÷à (òåçèñà Òüþðèíãà-×åð÷à): «Âñÿ-
êàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëèìàÿ ñ ïîìîùüþ îä-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà,
âû÷èñëèìà è ñ ïîìîùüþ äðóãîãî».

Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè
ñòàëî ÿñíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèò-
ìà, ðåøàþùåãî çàäà÷ó, íåäîñòàòî÷íî äëÿ
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åãî èñïîëüçîâàíèÿ ñ öåëüþ ìíîãîêðàòíî-
ãî ïðèìåíåíèÿ ê ðàçëè÷íûì èñõîäíûì
äàííûì. Íà ïåðâûé ïëàí âûøëè âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà è îáúåì èñïîëüçóåìîé
ïàìÿòè (ñì., íàïðèìåð, [1�6, 8]), íàçûâà-
åìûå ñîîòâåòñòâåííî âðåìåííóé è åìêîñ-
òíîé ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ êëàññèôèêàöèåé ñëîæíîñòè
àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ, îñíî-
âàííàÿ íà îãðàíè÷åíèè ÷èñëà øàãîâ èëè
ïàìÿòè ôóíêöèÿìè îïðåäåëåííîãî âèäà (ñì.,
íàïðèìåð, [1�5]). Ïðèâåäåì ïðèìåð îïðå-
äåëåíèÿ òðåõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ
òàêèõ êëàññîâ � êëàññîâ P, FP, NP.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäèêàò ïðèíàäëåæèò
êëàññó P, åñëè ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþ-
ðèíãà, ðåøàþùàÿ ýòó çàäà÷ó, ÷èñëî øàãîâ
êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà îò äëè-
íû çàïèñè åå èñõîäíûõ äàííûõ.

Åñëè â ýòîì îïðåäåëåíèè ñëîâî «ïðå-
äèêàò» çàìåíèòü íà ñëîâî «ôóíêöèÿ», òî
ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå êëàññà FP. Åñëè æå
â íåì çàìåíèòü ñëîâà «ìàøèíà Òüþðèíãà»
íà «íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèí-
ãà», òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå êëàññà NP.

Ê íà÷àëó XXI âåêà áîëüøèíñòâî ìàòå-
ìàòèêîâ, çàíèìàþùèõñÿ îöåíêàìè ñëîæ-
íîñòè âû÷èñëåíèé ó àëãîðèòìîâ, ïðåäíàç-
íà÷åííûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íà êîìïüþ-
òåðàõ, ñòàëè ïîíèìàòü âàæíîñòü èçó÷åíèÿ
èõ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó FP.

Áîëåå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êëàññ FP
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ýôôåêòèâíûõ âû÷èñ-
ëåíèé. Òàêîå èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå êàê «ýô-
ôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå» áûëî ôîðìàëèçî-
âàíî ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî òåçèñà ×åð-
÷à (ñì., íàïðèìåð, [8]): «Ôóíêöèÿ, âû÷èñ-
ëèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà ðàçóì-
íîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè, èñïîëüçóþùåé
ðàçóìíîå èçìåðåíèå âðåìåííîé ñëîæíîñ-
òè, âû÷èñëèìà íà äåòåðìèíèðîâàííîé ìà-
øèíå Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ».

Ïðåäñòàâëåíèå êëàññà FP íåâîçìîæíî
ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
îáîçíà÷àåìîãî ïîñðåäñòâîì (∏), êîòîðîå
ìîæåò âûâåñòè çà ïðåäåëû ýòîãî êëàññà.
Çà åãî ïðåäåëû íå âûâîäÿò ñóïåðïîçèöèÿ
è îãðàíè÷åííàÿ âîçâðàòíàÿ ñëîâàðíàÿ
ðåêóðñèÿ ñîâìåñòíî îïðåäåëÿåìûõ ôóíê-

öèé (ñîâìåñòíàÿ îãðàíè÷åííàÿ âîçâðàòíàÿ
ñëîâàðíàÿ ðåêóðñèÿ).

Ñóùåñòâåííàÿ òðóäíîñòü äîêàçàòåëüñòâà
ïðèíàäëåæíîñòè àëãîðèòìà êëàññó FP ñâÿ-
çàíà ñ òåì, ÷òî ìíîãèå ÷èñëåííûå àëãî-
ðèòìû èñïîëüçóþò êîñâåííóþ àäðåñàöèþ
ïðè îáðàáîòêå ìàññèâîâ, äëÿ êîòîðîé
áûëè ñîçäàíû ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ ÐÀÌ è
ÐÀÑÏ � ðàâíîäîñòóïíàÿ àäðåñíàÿ ìàøè-
íà (ìàøèíà ñ ïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì ê
ïàìÿòè) è îíà æå ñ õðàíèìîé ïðîãðàììîé
(ìàøèíà ñ ïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì ê ïà-
ìÿòè è õðàíèìîé ïðîãðàììîé) [1].

Íèæå îöåíêó ÷èñëà øàãîâ ïðåäëàãàåò-
ñÿ èñïîëüçîâàòü â òðàäèöèîííîì ñìûñëå,
â ÷àñòíîñòè, ïðåäëîæåííîì â [1]. Êðîìå
òîãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ÁóëüÐÀÑÏ
(àäðåñíóþ ìàøèíó ñ õðàíèìîé ïàìÿòüþ,
ïðåäëîæåííóþ ïåðåâîä÷èêîì êíèãè [1] â
êîíöå ðàçäåëà 1.4). Òî åñòü îäèí øàã ó÷è-
òûâàåòñÿ âíå çàâèñèìîñòè îò äëèíû çàïè-
ñè îïåðàíäîâ êîìàíäû.

Ê ñîæàëåíèþ, â ýòîì ñëó÷àå ïðè íàëè-
÷èè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ çà ïîëèíîìèàëü-
íîå ÷èñëî øàãîâ íà ýòèõ ìîäåëÿõ ìîæíî
âû÷èñëèòü ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
âèäà, íàïðèìåð xy (ïðè áûñòðîì âû÷èñëå-
íèè), ÷òî íåâîçìîæíî ñäåëàòü çà ïîëèíî-
ìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ íà ìàøèíå Òüþ-
ðèíãà (äëèíà çàïèñè ðåçóëüòàòà çàäàåòñÿ
ýêñïîíåíòîé îò äëèíû çàïèñè y).

Íèæå áóäåò ïðåäëîæåíî ìàòåìàòè÷åñ-
êîå ïîíÿòèå öåëî÷èñëåííîãî àëãîðèòìà,
îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè øèðîêî
ðàñïðîñòðàíåííîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ Ïàñêàëü. Ýòî ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåíèåì ÐÌÀ � ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
âû÷èñëåíèÿ êîìïüþòåðíûìè àëãîðèòìàìè.
Áóäåò äîêàçàíî, ÷òî åñëè íå òîëüêî ÷èñëî
øàãîâ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè, íî è ðàçìåð
çàïèñè âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé
íå ïðåâîñõîäÿò ïîëèíîìà îò äëèíû çàïè-
ñè èñõîäíûõ äàííûõ, òî ýòà ôóíêöèÿ ïðè-
íàäëåæèò êëàññó FP, è îáðàòíî.

1. ÌÀÑÑÎÂÛÅ ÇÀÄÀ×È

Ñðåäè çàäà÷ äèñêðåòíîãî ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî õàðàêòåðà âûäåëÿþòñÿ èíäèâèäóàëü-
íûå çàäà÷è, íå ñîäåðæàùèå àðãóìåíòîâ è
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ïàðàìåòðîâ. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî
îäèí ðàç åå ðåøèòü è çíàòü îòâåò. Â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ñî-
äåðæèò àðãóìåíòû, êîòîðûå ïðèíÿòî íà-
çûâàòü èñõîäíûìè äàííûìè ðåøàþùåãî
åå àëãîðèòìà.

Îïðåäåëåíèå. Ìàññîâîé çàäà÷åé íàçû-
âàåòñÿ çàäà÷à, â êîòîðîé èìåþòñÿ ïåðå-
ìåííûå-àðãóìåíòû, êîòîðûå ìîãóò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà äèñêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñò-
ðóêòèâíûõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð ìíîæåñòâà
öåëûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë, ìíîæåñòâà ñëîâ â çàðàíåå çàäàííîì
êîíå÷íîì àëôàâèòå.

Â îáùåì âèäå ìàññîâóþ çàäà÷ó ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå (? x ) )(xϕ , ãäå )(xϕ  � ôîð-
ìóëà êàêîãî-ëèáî ôîðìàëèçîâàííîãî ÿçû-
êà ñî ñïèñêîì ïåðåìåííûõ (àðãóìåíòîâ
çàäà÷è) x . Ýòî âûðàæåíèå ÷èòàåòñÿ òàê:
«Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñïèñ-
êà x  âåðíà ôîðìóëà )(xϕ ?». Ïðîñòåé-
øèìè ïðèìåðàìè ìàññîâûõ çàäà÷ ìîãóò
ñëóæèòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå.

1. (? abc)∃x (x ∈ Z & ax2 + bx + c = 0 �
ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
a, b, c óðàâíåíèå ax2 + bx + c = 0 èìååò öå-
ëîå ðåøåíèå?

2. (? abc)∀x (x ∈ [0, 1]∩Q ⇒
ax2 + bx + c > 0) � ïðè êàêèõ ðàöèîíàëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c êâàä-
ðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2 + bx + c ïîëîæèòåëåí
íà îòðåçêå [0, 1]?

3. (?P)P � êàêèå ïðîïîçèöèîíàëüíûå
ôîðìóëû òîæäåñòâåííî èñòèííû?

4. (?Q)∀~ Q � êàêèå ïðåäèêàòíûå ôîð-
ìóëû îáùåçíà÷èìû?
Â ïîñëåäíåé çàäà÷å çíàê ∀~  îçíà÷àåò êâàí-
òîðû âñåîáùíîñòè ïî âñåì ïðåäìåòíûì
ïåðåìåííûì, ñâîáîäíî âõîäÿùèì â Q.

Ïîä ñåðèåé ìàññîâûõ çàäà÷ áóäåì ïî-
íèìàòü ìàññîâóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñîäåð-
æèò îäèí èëè íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ
ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå òàêæå ìîãóò ïðèíè-
ìàòü çíà÷åíèÿ èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ. Òàêèå äîïîë-
íèòåëüíûå ïàðàìåòðû áóäåì íàçûâàòü ïà-
ðàìåòðàìè ñåðèè.

Àëãîðèòìû, ðåøàþùèå ìàññîâûå çà-
äà÷è, â çàâèñèìîñòè îò äëèíû çàïèñè èñ-
õîäíûõ äàííûõ, ìîãóò ñîâåðøàòü ðàçëè÷-
íîå ÷èñëî øàãîâ (èëè ìàêðî-øàãîâ � ýòà-
ïîâ, îáúåäèíÿþùèõ, êàê ïðàâèëî, ïîëè-
íîìèàëüíîå ÷èñëî ñòàíäàðòíûõ øàãîâ) â
èñïîëüçóåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âû-
÷èñëåíèÿ.

Äëÿ êàæäîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
àëãîðèòìîâ M êëàññ àëãîðèòìîâ, ÷èñëî
øàãîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà
îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ, áóäåì
îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì FPM. Åñëè ïðè
ýòîì äîïîëíèòåëüíî ðåçóëüòàò ðàáîòû àë-
ãîðèòìà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå òîëüêî èç äâóõ-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, òî òàêîé àëãîðèòì
íàçûâàþò ïðåäèêàòîì, à ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ ïðåäèêàòîâ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïî-

ñðåäñòâîì PM. Òàêèì îáðàçîì, PM ≠⊂ FPM.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàê îïðåäåëåí-
íûå êëàññû PM è FPM äëÿ ðàçíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé àëãîðèòìà îêàæóòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè. Òàê, íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå
òàêîé ìîäåëè âçÿòû òîëüêî àääèòèâíûå
îïåðàöèè, òî ôóíêöèþ 

n22  íåâîçìîæíî
âû÷èñëèòü çà ïîëèíîì îò äëèíû çàïèñè n.
Â òî æå âðåìÿ åñëè â ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè âû÷èñëåíèÿ ðàçðåøåíî èñïîëüçîâà-
íèå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë (èëè
âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòà ÷èñëà), òî 

n22  âû-
÷èñëèìà çà ïîëèíîì îò äëèíû çàïèñè n
øàãîâ. Ïðè äîïîëíèòåëüíîé âîçìîæíîñòè
èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòå-
ïåíü îíà âû÷èñëÿåòñÿ çà äâà øàãà.

Âàæíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè èíôîðìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ìàññî-
âûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ àëãîðèòìàìè èç êëàñ-
ñà FP. Ïðè ýòîì âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîã-
äà êàæäàÿ ìàññîâàÿ çàäà÷à íåêîòîðîé ñå-
ðèè ìîæåò áûòü ðåøåíà àëãîðèòìîì èç
FP. È â òî æå âðåìÿ ïðåâðàùåíèå ýòîé
ñåðèè â íîâóþ ìàññîâóþ çàäà÷ó (ïóòåì
ïðåâðàùåíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ñåðèè â
àðãóìåíòû íîâîé ìàññîâîé çàäà÷è, êîòî-
ðûå, êàê ïðàâèëî, íàçûâàþò èñõîäíûìè
äàííûìè çàäà÷è) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äî
ñèõ ïîð íå èçâåñòåí (è, ïî ìíåíèþ áîëü-
øèíñòâà ìàòåìàòèêîâ, âðÿä ëè áóäåò èç-
âåñòåí) àëãîðèòì èç FP, ðåøàþùèé íî-
âóþ ìàññîâóþ çàäà÷ó.
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Âàæíûì êëàññîì çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ
NP-ïîëíûå çàäà÷è [1�6] � ñàìûå äîëãîðå-
øàåìûå çàäà÷è èç êëàññà NP. Â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ íàêîïëåíî áîëåå òûñÿ÷è ìàñ-
ñîâûõ çàäà÷, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ äîêà-
çàíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè (ðà-
íåå, áîëåå 20 ëåò íàçàä, äëÿ NP-ïîëíûõ
çàäà÷ â ðóññêîì ÿçûêå èñïîëüçîâàëñÿ òåð-
ìèí «ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à»). Âñå ýòè çàäà-
÷è ÿâëÿþòñÿ êàíäèäàòàìè íà íåâîçìîæíîñòü
ðåøåíèÿ èõ íè îäíèì àëãîðèòìîì èç êëàñ-
ñà FP. Áîëåå òîãî, äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàä-
ëåæíîñòè àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî òàêóþ
çàäà÷ó, êëàññó FP èëè äîêàçàòåëüñòâî íå
ïðèíàäëåæíîñòè åìó â 2000 ãîäó áûëî
îöåíåíî àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì
ñîîáùåñòâîì â îäèí ìèëëèîí äîëëàðîâ.

Ìàññîâûå çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ
íåïîñðåäñòâåííîãî ðåøåíèÿ èõ íà êîì-
ïüþòåðàõ. Â äàëüíåéøåì ñëîâî «ìàññîâàÿ»
áóäåò, êàê ïðàâèëî, îïóñêàòüñÿ äëÿ êðàò-
êîñòè.

2. ÏÀÑÊÀËÅÂÈÄÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ
ÊÀÊ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÍßÒÈÅ

ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ïîëèíîìèàëü-
íîå ÷èñëî øàãîâ äëÿ ðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ïîíÿòèé àëãîðèòìîâ íå îáÿçàòåëüíî
îáåñïå÷èâàåò åãî ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó
FP. Â òî æå âðåìÿ, ïðîãðàììèðîâàíèå íà
ìàøèíå Òüþðèíãà íå âïîëíå àäåêâàòíî
ñîâðåìåííîé ïðàêòèêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì ìàòåìàòè÷åñêîå
ïîíÿòèå öåëî÷èñëåííîãî àëãîðèòìà íà îñ-
íîâå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî ÿçûêà
Ïàñêàëü. Áîëåå òî÷íî, â îñíîâå ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ïîíÿòèÿ ëåæèò ïðåäëîæåííûé
Í. Âèðòîì ÿçûê Ïàñêàëü [7] ñ âêëþ÷åíè-
åì äèíàìè÷åñêèõ ìàññèâîâ (òî åñòü ìàñ-
ñèâîâ ñ äèíàìè÷åñêè îïðåäåëÿåìûìè âåð-
õíèìè ãðàíèöàìè), à íå äðóãèå åãî ðàç-
ëè÷íûå ðåàëèçîâàííûå âåðñèè.

Ïóñòü â ÿçûêå Ïàñêàëü ïåðåìåííûå
òèïà integer ìîãóò ïðèíèìàòü â êà÷åñòâå
çíà÷åíèÿ ëþáîå öåëîå ÷èñëî (òî åñòü öå-
ëîå ÷èñëî ñ ëþáîé ñêîëü óãîäíî áîëüøîé
äëèíîé çàïèñè), à äðóãèå îñíîâíûå òèïû
ïåðåìåííûõ íå èñïîëüçóþòñÿ. Êàê èíîãäà

ãîâîðÿò, âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå òîëüêî
êîíñòàíò è öåëûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîé ðàç-
ðÿäíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Öåëî÷èñëåííûì àëãîðèò-
ìîì (ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèåé) íàçîâåì
ôóíêöèþ ïðåäëîæåííîãî Í. Âèðòîì ÿçûêà
Ïàñêàëü, îáðàáàòûâàþùóþ åå ôàêòè÷åñ-
êèå ïàðàìåòðû � öåëûå ÷èñëà, ïîñòóïàþ-
ùèå íà åå âõîä, è íå èñïîëüçóþùóþ ôàéëû,
çàïèñè, ìíîæåñòâà è óêàçàòåëè, à òàêæå
ïðîöåäóðû è ôóíêöèè, èìåþùèå â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðîâ ñâîè ïðîöåäóðû è ôóíêöèè.

Îñíîâîé ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ñëîæ-
íîñòè âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
òîãî, ÷òî æå ñ÷èòàòü øàãîì âû÷èñëåíèÿ è
÷òî ñ÷èòàòü äëèíîé èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè.
Ñ îïðåäåëåíèåì øàãà âû÷èñëåíèÿ, êàê
ïðàâèëî, òðóäíîñòåé íå âîçíèêàåò. Íî ìû
óæå âèäåëè, ÷òî íà ðàçíûõ ìîäåëÿõ âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèÿ 

n22  âû÷èñëÿåòñÿ çà
î÷åíü ðàçíîå ÷èñëî øàãîâ.

Îïðåäåëåíèå. Âû÷èñëåíèå êàæäîãî îïå-
ðàòîðà ÿçûêà Ïàñêàëü èç îïðåäåëåíèÿ ôóí-
êöèè (âêëþ÷àÿ îïåðàòîð öèêëà è îïåðàòîð
ïðèñâàèâàíèÿ âûðàæåíèÿ) ñ÷èòàåòñÿ çà
îäèí øàã.  Êàæäîå îáðàùåíèå ê ðàíåå îï-
ðåäåëåííîé ôóíêöèè èëè ïðîöåäóðå (òî åñòü
åå âûçîâ) òàêæå ñ÷èòàåòñÿ çà îäèí øàã.
Ê êàæäîìó øàãó ïðèáàâëÿåòñÿ ÷èñëî âñåõ
äîïîëíèòåëüíûõ øàãîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ
åãî âûïîëíåíèÿ, âêëþ÷àÿ è âñå ðåêóðñèâ-
íûå âûçîâû. (Òàêîå îáðàùåíèå âîçìîæíî è
ïðè âû÷èñëåíèè àðèôìåòè÷åñêîãî èëè áó-
ëåâîãî âûðàæåíèÿ.)

Íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
áóäåì äîïîëíèòåëüíî âû÷èñëÿòü äëèíó çà-
ïèñè âû÷èñëåíèÿ íà ýòîì øàãå.

Ïóñòü t � àðèôìåòè÷åñêîå èëè áóëåâî
âûðàæåíèå. Ïðîöåññ åãî âû÷èñëåíèÿ ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå êîðíåâîãî
äåðåâà. Ãëóáèíîé çàïèñè t íàçîâåì ãëóáè-
íó ýòîãî äåðåâà.

Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé çàïèñè âû÷èñëå-
íèÿ âûðàæåíèÿ t íà ãëóáèíå i íàçîâåì ñóì-
ìó äëèí àáñîëþòíûõ âåëè÷èí âñåõ ïîäâû-
ðàæåíèé ãëóáèíû i âûðàæåíèÿ t.

Äëèíîé çàïèñè âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ t
íàçîâåì ìàêñèìóì ïî âñåì i (îò 1 äî ãëó-
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ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

áèíû t) äëèí çàïèñè âû÷èñëåíèÿ t íà ãëóáè-
íå i.

Îïðåäåëåíèå. Íà íà÷àëüíîì øàãå äëè-
íà çàïèñè âû÷èñëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ äëèíîé
çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ (çíà÷åíèé äëÿ àð-
ãóìåíòîâ ôóíêöèè). Íà çàêëþ÷èòåëüíîì
øàãå âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè äëèíà çàïèñè âû-
÷èñëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ äëèíîé çàïèñè àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíû ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ
âûçûâàåìîé ôóíêöèè.

Ïîä äëèíîé çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû-
÷èñëåíèé (òî åñòü èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè)
ïîíèìàåì ìàêñèìóì äëèíû çàïèñåé âû÷èñ-
ëåíèÿ ïî âñåì øàãàì ýòîãî âû÷èñëåíèÿ,
âêëþ÷àÿ íà÷àëüíûé è çàêëþ÷èòåëüíûé.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðåäïîëàãàåì,
÷òî âñå ÷èñëà çàïèñàíû â äåñÿòè÷íîé ñèñ-
òåìå ñ÷èñëåíèÿ (õîòü îñíîâàíèå ñèñòåìû
ñ÷èñëåíèÿ, îòëè÷íîå îò åäèíèöû, ñîâåð-
øåííî íå ïðèíöèïèàëüíî).

3. ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎ
ÁÛÑÒÐÛÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß

Ïîñêîëüêó íèæå áóäåò èäòè ðå÷ü î ïî-
ëèíîìèàëüíî áûñòðûõ âû÷èñëåíèÿõ (òî
åñòü î êëàññå FP), òî òðåáóåòñÿ äîêàçû-
âàòü, ÷òî äëèíà çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû-
÷èñëåíèé è ÷èñëî øàãîâ âû÷èñëåíèÿ íå
ïðåâîñõîäÿò ïîëèíîìà îò äëèíû çàïèñè
èñõîäíûõ äàííûõ.

Îïðåäåëåíèå. Öåëî÷èñëåííûé àëãî-
ðèòì (ïàñêàëåâèäíàÿ ôóíêöèÿ) íàçîâåì
äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûì, åñëè êàê ÷èñëî åãî
øàãîâ, òàê è äëèíà çàïèñè ïðîìåæóòî÷-
íûõ âû÷èñëåíèé íå ïðåâîñõîäÿò ïîëèíîìà
îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ.

Îòìåòèì, ÷òî ïàñêàëåâèäíûå ôóíêöèè
äëÿ îáðàáîòêè öåëûõ ÷èñåë ìîãóò èñïîëü-
çîâàòü öåëûå ÷èñëà
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé
äëèíû çàïèñè. Â ñâÿçè
ñ ýòèì îñòðàÿ íåîáõî-
äèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
íåäèíàìè÷åñêèõ ìàññè-
âîâ îòïàäàåò. Âìåñòî
ìàññèâîâ ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äâàæäû ïî-

ëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè c, l è r è èõ èòå-
ðàöèè, ãäå ôóíêöèÿ c íóìåðóåò ïàðû. Îíà
îáëàäàåò ñâîéñòâîì

c(x, y) = c(x',y') ⇒ x = x' & y = y',
l (c(x, y)) = x, r (c(x, y)) = y

Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè c ìîæåò ñëó-
æèòü c(x, y) (ñì. ðèñ. 1).

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé l è r îñòàâëÿåòñÿ
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïî ïðî-
ãðàììèðîâàíèþ íà ïàñêàëå. Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ (x + y)(x + y + 1)/2 + x íóìåðóåò íà-
òóðàëüíûìè ÷èñëàìè (âêëþ÷àÿ íîëü) ìíî-
æåñòâî âñåõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (â òîì
÷èñëå è ñîäåðæàùèå íîëü), òî ïðåäëîæåí-
íàÿ ôóíêöèÿ c ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì âñåõ
ïàð öåëûõ ÷èñåë íà ìíîæåñòâî âñåõ öå-
ëûõ ÷èñåë.

Çíà÷åíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàññèâà
x [1..n] ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

÷èñëà )...)...)][...,]2[,]1[((...,(
ðàç1

nxxxññnc
n
321

−

.

Ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé ôóíêöèé l è r ìîæ-
íî âûðàçèòü ëþáîé ýëåìåíò ìàññèâà x.

Îòìåòèì, ÷òî èçîáðåòàòåëü ÿçûêà Ïàñ-
êàëü íå âêëþ÷èë â íåãî îïåðàöèþ âîçâå-
äåíèÿ â ñòåïåíü, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîé,
êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî
áûñòðûì. Âïðî÷åì, îí âêëþ÷èë â íåãî
îïåðàöèþ SQR (òî åñòü ôóíêöèþ âîçâåäå-
íèÿ â êâàäðàò), êîòîðàÿ ïðè èñïîëüçîâà-
íèè â âûðàæåíèè n ðàç ïîçâîëÿåò âû÷èñ-
ëèòü 

n22  (ñì. â ïðèëîæåíèè òàêæå òåîðå-
ìó 1).

Â ïðèëîæåíèè áóäåò èçëîæåíà èäåÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà. Êëàññ äâàæäû ïîëèíîìèàëü-
íûõ ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì FP.

( ) ( )


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4. NP-ÏÐÅÄÈÊÀÒÛ

Äàäèì íîâîå îïðåäåëåíèå íåäåòåðìè-
íèðîâàííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåäèêàòîâ,
êîòîðîå áóäåò áàçèðîâàòüñÿ íà ïàñêàëå-
âèäíûõ ôóíêöèÿõ.

Îïðåäåëåíèå.
Ïðåäèêàò Q áóäåì íàçûâàòü NP-ïðå-

äèêàòîì, åñëè èìååòñÿ äâàæäû ïîëèíîìè-
àëüíàÿ ïàñêàëåâèäíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïî
êàæäîìó íàáîðó èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ íåå è
äîïîëíèòåëüíîìó àðãóìåíòó äëÿ öåëûõ ÷è-
ñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî äëèíå çàïèñè íå-
êîòîðîãî ïîëèíîìà îò äëèíû çàïèñè èñ-
õîäíûõ äàííûõ, è ðàâíàÿ 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èñòèíåí ïðåäèêàò Q.

Ãîâîðÿ áîëåå ôîðìàëèçîâàíî, NP-ïðå-
äèêàò Q ïîëó÷àåòñÿ èç äâàæäû ïîëèíîìè-
àëüíîé ïàñêàëåîâèäíîé ôóíêöèè f ïî ñëå-
äóþùåé ôîðìóëå

 ( )1),(&||)(||)( =≤∃⇔ yxfxpyyxQ ,

ãäå ||)(||xp  � íåêîòîðûé ïîëèíîì îò äëè-

íû çàïèñè ñïèñêà àðãóìåíòîâ x .
Ìíîæåñòâî âñåõ NP-ïðåäèêàòîâ îáðà-

çóåò êëàññ NP.
Ðàíåå óæå óïîìèíàëàñü ïðîáëåìà, îöå-

íåííàÿ â îäèí ìèëëèîí äîëëàðîâ. Áîëåå êðàò-
êî îíà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå:
«äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü, ÷òî P = NP».

Îïðåäåëåííûå çäåñü êëàññû P è NP �
òå æå ñàìûå, ÷òî è â òðàäèöèîííîì ñìûñ-
ëå (ïðèâåäåííûå ðàíåå). Äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî îñíîâàíî íà òåîðåìå 4 èç ïðèëîæå-
íèÿ.

5. ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÏÐÈÌÅÐÛ
NP-ÏÎËÍÛÕ ÏÐÅÄÈÊÀÒÎÂ

Ïðèâåäåì ïåðâûé ïðèìåð NP-ïîëíîãî
ïðåäèêàòà (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]). Åãî ïðè-
íÿòî íàçûâàòü ìàññîâîé çàäà÷åé ÂÛÏÎË-
ÍÈÌÎÑÒÜ (ñîêðàùåííî ÂÛÏ èëè SAT).
Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîâåðêó âûïîë-
íèìîñòè ïðîïîçèöèîíàëüíîé (èëè, êàê
÷àñòî ãîâîðÿò, áóëåâîé) ôîðìóëû, íàõî-
äÿùåéñÿ â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìå, òî åñòü ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé
ìíîãîêðàòíóþ êîíúþíêöèþ ýëåìåíòàðíûõ

äèçúþíêöèé (ìíîãîêðàòíûõ äèçúþíêöèé
ïåðåìåííûõ èëè èõ îòðèöàíèé). Ïîä âû-
ïîëíèìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïîäáîðà òàêèõ áóëåâûõ êîíñòàíò, ïîäñòàâ-
ëÿåìûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ, êîòîðûå
îáåñïå÷èâàþò èñòèííîå çíà÷åíèå çàäàííîé
íà âõîäå ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäèêàò Q1 ïî-
ëèíîìèàëüíî m-ñâîäèòñÿ ê ïðåäèêàòó Q2

è ïèñàòü 
21 QQ p

m≤ , åñëè ìîæíî ïîñòðîèòü

äâàæäû ïîëèíîìèàëüíóþ ôóíêöèþ f òàêóþ,

÷òî ( )( ))()( 21 xfQxQx ⇔∀ .

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ââåäåííîå îòíî-
øåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, òî
åñòü îíî ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî.

Îïðåäåëåíèå. NP-ïðåäèêàò Q íàçîâåì
NP-ïîëíûì, åñëè ÂÛÏ p

m≤ Q.

Ýòî îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îáùå-
ïðèíÿòîãî [1, 2], íî ýêâèâàëåíòíî åìó è
áîëåå óäîáíî äëÿ ïðèìåíåíèÿ, à ïî ñóùå-
ñòâó èìåííî îíî (è òðàíçèòèâíîñòü ïîëè-
íîìèàëüíîé m-ñâîäèìîñòè) èñïîëüçóåòñÿ
â ïðàêòèêå äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû
âñåõ çàäà÷, êðîìå çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈ-
ÌÎÑÒÜ.

Çàäà÷à 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (ñîêðà-
ùåííî 3-ÂÛÏ èëè 3-SAT) ÿâëÿåòñÿ ñóæå-
íèåì çàäà÷è âûïîëíèìîñòü, ïðè êîòîðîì
êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ ôîðìó-
ëû ñîäåðæèò ðîâíî òðè ïåðåìåííûå.

Òåîðåìà. ÂÛÏ p
m≤ 3-ÂÛÏ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âû-
ïîëíèìîñòü äèçúþíêöèè y1 ∨ ... ∨ yk , ãäå
k ≥ 3, ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìîñòè
((y1 ∨ y2) ⇔ z1) & ((y3 ∨ z1) ⇔ z2) & .. .
& ((yn ∨ zn�2) ⇔ zn�1) & zn�1, ãäå z1, ..., zn�1 �
íîâûå ïåðåìåííûå. Ôîðìóëà âèäà
(w1 ∨ w2) ⇔ w3 ýêâèâàëåíòíà ïî âûïîëíè-
ìîñòè ôîðìóëå

(((w1 ∨ w2) ⇒ w3 & (w3 ⇒ (w1 ∨ w2)),
êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíà
(¬w1 ∨ w3) & (¬w2 ∨ w3) & (w1 ∨ w2 ∨ ¬w3).
Îñòàëîñü çàìåíèòü ôîðìóëó âèäà w1 ∨ w2

íà ðàâíîñèëüíóþ åé ïî âûïîëíèìîñòè
(w1 ∨ w2 ∨ w3) & (w1 ∨ w2∨ ¬w3),
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ãäå w3 � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, à ôîðìóëó âèäà
w1 íà (w1 ∨ w2 ∨ w3) & (w1 ∨ w2 ∨ ¬w3) &
(w1 ∨ ¬w2 ∨ w3) &  (w1 ∨ ¬w2 ∨ ¬w3),
ãäå w2, w3 � íîâûå ïåðåìåííûå.

Ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó äëèíó âíîâü
ïîñòðîåííîé ôîðìóëû ïîñðåäñòâîì
C ⋅n ⋅ log n + C0 (ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ C è C0), ãäå n � äëèíà èñõîäíîé
ôîðìóëû ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ
C è C0. Ëîãàðèôìè÷åñêèé ñîìíîæèòåëü ïî-
ÿâëÿåòñÿ èç-çà íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ íî-
âûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ìîæíî çàïè-
ñûâàòü â àëôàâèòå èç íåñêîëüêèõ áóêâ. (Â
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü òîëü-
êî îäíîáóêâåííûé àëôàâèò âåðõíÿÿ îöåí-
êà óâåëè÷èòñÿ äî Cn2 + C0 ïðè íåêîòîðûõ
ïîëîæèòåëüíûõ C è C0). n

Ïðèìåðîì NP-ïîëíîé çàäà÷è èç äðó-
ãîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè ìîæåò ñëóæèòü
çàäà÷à áóëåâà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, òî åñòü çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñ-
òè â ÷èñëàõ èç {0, 1} ëèíåéíûõ öåëî÷èñ-
ëåííûõ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.

Òåîðåìà. Çàäà÷à 3-ÂÛÏ ïîëèíîìèàëü-
íî m-ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å áóëåâà ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèìîñòü êàæäîé
ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèè âèäà x ∨ ¬y ∨ z
ýêâèâàëåíòíà ñîâìåñòíîñòè â öåëûõ ÷èñ-
ëàõ ñèñòåìû íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x ≤ 1, y ≤ 1, z ≤ 1,

x + (1 � y) + z ≥ 1.

Âåðõíÿÿ îöåíêà äëèíû çàïèñè ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ íåðàâåíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîð-
ìóëå èç óñëîâèÿ çàäà÷è 3-ÂÛÏ, äëèíà çà-
ïèñè êîòîðîé ðàâíà n, ìîæåò èìåòü âèä
Cn + C0 ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ C
è C0.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ öåëî-
÷èñëåííûõ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ áóäåò
èìåòü ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà áóäåò èìåòü ðå-
øåíèå â ÷èñëàõ èç {0, 1} â ñèëó íåðàâåíñòâ
äëÿ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå 1 ñî-
îòâåòñòâóåò èñòèíå, à çíà÷åíèå 0 � ëæè. n

Àíàëèçèðóÿ òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííîå
äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåì åùå äâå NP-ïîë-

íûå çàäà÷è: çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñ-
òè â öåëûõ ÷èñëàõ (è â ÷èñëàõ èç {0, 1})
ñèñòåìû ëèíåéíûõ öåëî÷èñëåííûõ íåñòðî-
ãèõ íåðàâåíñòâ, êàæäîå íåðàâåíñòâî â
êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåí-
íûõ.

Çàìåíÿÿ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ íà ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé, ìîæíî çàäà÷ó 3-ÂÛÏ ïî-
ëèíîìèàëüíî m-ñâåñòè ê çàäà÷å ïðîâåðêè
ñîâìåñòíîñòè â ÷èñëàõ èç {0, 1} ñèñòåìû
öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âûïîëíèìîñòü êàæäîé ýëåìåí-
òàðíîé äèçúþíêöèè âèäà x ∨ ¬y ∨ z ýêâè-
âàëåíòíà ñîâìåñòíîñòè â ÷èñëàõ èç {0, 1}
óðàâíåíèÿ x + (1 � y) + z = 1 + u + v, ãäå u
è v � íîâûå ïåðåìåííûå. Âåðõíÿÿ îöåíêà
äëèíû çàïèñè íîâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
ïðè êîäèðîâàíèè ïåðåìåííûõ ñëîâàìè â
ìíîãîáóêâåííîì àëôàâèòå ìîæåò áûòü îöå-
íåíà ïîñðåäñòâîì C ⋅n ⋅ log n + C0 ïðè íå-
êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ C è C0.

Èòàê, NP-ïîëíà çàäà÷à ïðîâåðêè ñî-
âìåñòíîñòè â ÷èñëàõ èç {0, 1} ñèñòåìû öå-
ëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî 5 ïåðå-
ìåííûõ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
NP-ïîëíà çàäà÷à ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè
â ÷èñëàõ èç {0, 1} ñèñòåìû öåëî÷èñëåí-
íûõ ëèíåéíûõ äèçóðàâíåíèé, êàæäîå èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî òðè ïåðåìåííûå.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ýêâèâà-
ëåíòíîñòÿõ, àíàëîãè÷íûõ x ∨ ¬ y ∨ z ⇔
x + (1 � y) + z ≠ 0.

Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè íà ÿçûêå Ïàñ-
êàëü äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûõ ïàñêàëåâèä-
íûõ ôóíêöèé, îñóùåñòâëÿþùèõ îïèñàí-
íûå çäåñü ñâåäéíèÿ, ñëåäóåò èìåòü â âèäó,
÷òî êàæäàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (è óðàâíå-
íèé) çàïèñûâàåòñÿ ñëîâîì â íåáîëüøîì
êîíå÷íîì àëôàâèòå, áóêâû êîòîðîãî ìî-
ãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåíóëåâûå öèô-
ðû ÷èñëà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ýòî ÷èñëî â
íåêîòîðîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì îñíîâàíèè. Ñàìî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷å-
ñòâå äëèòåëüíî âûïîëíÿåìîãî, íî ïðîñòî-
ãî çàäàíèÿ íà ïðîãðàììèðîâàíèå ñðåäñòâà-
ìè ÿçûêà Ïàñêàëü â ðàìêàõ äâàæäû ïîëè-
íîìèàëüíûõ ïàñêàëåîáðàçíûõ ôóíêöèé.
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Áåç äîêàçàòåëüñòâà (èç-çà åãî áîëüøîé
äëèíû, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîñìîò-
ðåâ, íàïðèìåð, [2]), ïðèâåäåì åùå îäíó
NP-ïîëíóþ çàäà÷ó, èçâåñòíóþ ïîä íàçâà-
íèåì ÑÓÌÌÀ ÐÀÇÌÅÐÎÂ. Îíà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîâåðêó ðàçðåøèìîñòè â ÷èñ-
ëàõ èç {0, 1} ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà
a1x1 + ... + anxn = b, ãäå a1,... an, b � ïîëî-
æèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè çàäà÷à èìå-
åò ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, òî âàæíî, çàïè-
ñàíû ëè çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ â ïî-
çèöèîííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâà-
íèåì, îòëè÷íûì îò åäèíèöû, èëè â òàê

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Ïóñòü N2 � ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ çàïèñåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (âêëþ÷àþùåå ÷èñëî 0), çíàê 2 èñ-

ïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèè âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò, &  è ∨  � ïîðàçðÿäíûå êîíúþíêöèÿ è

äèçúþíêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàäà÷à ïðîâåðêè èñòèííîñòè ïðåäèêàòà âèäà ∃Y P(X, Y) ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, òî

çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òîãî çíà÷åíèÿ Y, äëÿ êîòîðîãî ýòà ôîðìóëà âåðíà (èíîãäà ïèøóò (?Y) P(X, Y))
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå NP-òðóäíîé çàäà÷è èìååòñÿ, íàïðèìåð, â [2, 8].

Òåðì â çàäàííîé ñèãíàòóðå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëèçîâàííóþ çàïèñü àðèôìåòè÷åñêîãî âû-
ðàæåíèÿ, â êîòîðîé èñïîëüçîâàíû êîíñòàíòû, ïåðåìåííûå è ôóíêöèè èç ýòîé ñèãíàòóðû. Ïîñòîÿí-
íûé òåðì íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ çíàêà ïîñòîÿííîãî òåðìà â ñèãíàòóðå &,/,,,,;N 2
2 ⋅−+  ÿâëÿåòñÿ

NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì çàäà÷ó ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (ÂÛÏ) ê ïðåäèêàòíîé ìîäèôèêàöèè, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû çàäà÷è: «ïðîâåðêà ïîëîæèòåëüíîñòè ïîñòîÿííîãî òåðìà â

ñèãíàòóðå &,/,,,,;N 2
2 ⋅−+ ».

Ïóñòü èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ çàäà÷è ÂÛÏ ÿâëÿþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå  x1, ..., xr è
ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè ñ1, ..., ñm. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî 2r = 

321

ðàç

2...2
r

⋅⋅ . Êàæäîé ïðåäìåòíîé ïåðå-

ìåííîé xi (i = 1, ..., r) ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî zi , êîäèðóþùåå i-ûé ñòîëáåö â ñïèñêå âñåõ íàáî-

ðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, ..., xr. Òî÷íåå,  
rr

rz 01= , à ïðè i ∈ [1, r�1]

 =⋅++⋅+= pppqppppp
iz 012...01201 22

( ) ( ) ( ) ( )

12

12
2122...21212

2

12
22

−
−⋅⋅−=+++⋅⋅−=

+

p

qp
pppqppp ,

ãäå p = 2i � 1, q = 2r � i � 1, kb  � ñëîâî, ñîñòîÿùåå èç áóêâ b, ïîâòîðåííûõ k ðàç, S  � äâîè÷íîå ÷èñëî,

ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâó S, ñîñòîÿùåìó èç äâîè÷íûõ öèôð.
Îòìåòèì, ÷òî ýêñïîíåíòû, ïîÿâèâøèåñÿ â ôîðìóëå, ìîäåëèðóþòñÿ ïîñòîÿííûìè òåðìàìè â çà-

äàííîé ñèãíàòóðå. À èìåííî

321

ðàç1

221 ...))2(...(22
−

− ==
i

ip ,

íàçûâàåìîé óíàðíîé ñèñòåìå, òî åñòü ÷èñëî

a èìååò âèä 
{

a

1...1 .

Íàçîâåì çàäà÷åé ÑÓÌÌÀ ÓÍÀÐÍÛÕ
ÐÀÇÌÅÐÎÂ çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ çàäà÷å
ÑÓÌÌÀ ÐÀÇÌÅÐÎÂ, â êîòîðîé âñå ÷èñ-
ëà a1, ..., an, b çàïèñàíû â óíàðíîé ñèñòå-
ìå ñ÷èñëåíèÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èñïîëüçóÿ ìåòîä
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íîâóþ
çàäà÷ó âñåãäà ìîæíî ðåøèòü ñ èñïîëüçî-
âàíèåì äâàæäû ïîëèíîìèàëüíîé ïàñêàëå-
îáðàçíîé ôóíêöèè. Èäåþ åå ðåàëèçàöèè
ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â [2].
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ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

321

ðàç

222222 ...))2(...(222
1

i

p ii

===
−⋅ ,

( )
321

ðàç

22222212 ...))2(...(222
1

r

qp riri

===
−− ⋅⋅+ .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ïåðåìåííîé xi (i = 1, ..., r) íå áîëåå ÷åì çà ïîëèíîì øàãîâ îò äëèíû
çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ÂÛÏ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîñòîÿííûé òåðì, ñîäåðæàùèé ôóíêöèþ
âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò.

Îïåðàöèåé r-ïîðàçðÿäíîãî îòðèöàíèÿ ¬  êîíñòàíòû èç N2, äëèíà çàïèñè êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò
r, áóäåì íàçûâàòü çàìåíó âñåõ ñèìâîëîâ 1 â çàïèñè íà ñèìâîë 0, à âñåõ ñèìâîëîâ 0 (âêëþ÷àÿ âåäóùèå

íóëè, îòñóòñòâóþùèå â çàïèñè äëèíû r) íà ñèìâîë 1. Â àðèôìåòè÷åñêîé çàïèñè ¬ a = 2r � a  � 1, åñëè

a  ≤ r.
Ïîðàçðÿäíàÿ äèçúþíêöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç r-ïîðàçðÿäíîå îòðèöàíèå è ïîðàçðÿäíóþ

êîíúþíêöèþ ïî îáû÷íûì ôîðìóëàì, ïðè ýòîì äëèíà çàïèñè òåðìà ïðè èñêëþ÷åíèè ïîðàçðÿäíîé
äèçúþíêöèè âûðàñòåò ëèíåéíî.

Èñòèííîñòü âñåõ äèçúþíêöèé c1, ..., cm õîòü íà îäíîì íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ðàâíîñèëüíà
òîìó, ÷òî çíà÷åíèå ïîñòîÿííîãî òåðìà, ïîëó÷åííîãî èç ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû c1&...&cm çàìå-
íîé & íà & , ∨ íà ∨ ,  ¬ íà ¬  è ïåðåìåííûõ x1, ..., xr íà ïîñòðîåííûå ïîñòîÿííûå òåðìû, áîëüøå
íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ÂÛÏ ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ïîëîæèòåëüíîñòè ïîñòîÿí-

íîãî òåðìà â ñèãíàòóðå  &,/,,,,;N 2
2 ⋅−+ . n

Íåñìîòðÿ íà NP-òðóäíîñòü çàäà÷è èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 1, äîêàçàííîé â [6], ìîæíî äîêà-
çàòü ïîëèíîìèàëüíîñòü çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïîñòîÿííûõ òåðìîâ ïðè îãðàíè÷åíèè íà åãî äëèíó çàïè-

ñè. Ïóñòü t  � äëèíà çàïèñè òåðìà t, [ t] � çíà÷åíèå ïîñòîÿííîãî òåðìà t.

Òåîðåìà 2. Êàêîâî áû íè áûëî ìíîæåñòâî ïîñòîÿííûõ òåðìîâ â êîíå÷íîé ñèãíàòóðå, ñîäåðæàùåé
ôóíêöèè òîëüêî èç FP, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïîñòîÿííîãî òåðìà èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò FP,
åñëè ïðè íåêîòîðîé êîíñòàíòå E äëÿ âñÿêîãî ïîäòåðìà t âû÷èñëÿåìûõ òåðìîâ âûïîëíÿåòñÿ

Ett
E +≤][ .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âî âñå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèãíàòóðû ââîäèì äîïîëíèòåëüíûé ôèêòèâíûé àðãóìåíò, âìå-

ñòî êîòîðîãî ïîäñòàâëÿåì çíà÷åíèå 
E

t , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ òåîðå-

ìû. Ïðè ýòîì äëèíà çàïèñè òåðìà }{t  óâåëè÷èòñÿ íå áîëåå, ÷åì ïîëèíîìèàëüíî.

Âñå ôóíêöèè ñòàíîâÿòñÿ íåóäëèíÿþùèìè, òî åñòü äëèíà çàïèñè ðåçóëüòàòà êàæäîé èç íèõ íå
ïðåâîñõîäèò ñóììû äëèí çàïèñåé åå àðãóìåíòîâ (âêëþ÷àÿ äëèíó çàïèñè ôèêòèâíîãî àðãóìåíòà). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé èç [6]. n

Òåîðåìà 3. Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íûé ñïèñîê ôóíêöèé  f1, ..., fm , âû÷èñëèìûõ íà äåòåðìèíèðîâàííîé
ìàøèíå Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ïðè÷åì âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîé ôóíêöèè fj ( j = 1, ..., m ) íå
ïðåâîñõîäèò C⋅ sl

j (ãäå sj � ñóììà äëèí çàïèñåé àðãóìåíòîâ, C, l � íåêîòîðûå êîíñòàíòû). È ïóñòü äëèíà
çàïèñè çíà÷åíèÿ êàæäîé ôóíêöèè íå ïðåâîñõîäèò ñóììû äëèí çàïèñåé åå àðãóìåíòîâ.

Òîãäà âû÷èñëåíèå ïîñòîÿííîãî òåðìà â ñèãíàòóðå mff ...,,;N 12  îñóùåñòâèìî íà äåòåðìèíèðî-

âàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Òî÷íåå, âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî òåðìà íå ïðåâîñõîäèò  C⋅ L⋅ n l ≤ C⋅ n l+1 , ãäå L � ãëóáèíà òåðìà,

n � äëèíà çàïèñè òåðìà, C � êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì âîçâðàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ãëóáèíå òåðìà L.
Ïðè L = 0 (òî åñòü òåðì ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé) òåîðåìà î÷åâèäíà.
Ðàññìîòðèì òåðì t = f (t1, ..., tk ) ãëóáèíû L, ãäå  t1, ..., tk � òåðìû ãëóáèí L1, ..., Lk ñîîòâåòñòâåííî

(Li < L). Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ti âû÷èñëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì çà C⋅ Li⋅ n
l
i  øàãîâ, ãäå äëèíà

çàïèñè ti ðàâíà ni (i = 1, ..., k).
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Ïóñòü S  � äëèíà çàïèñè ñëîâà S, [ t ] � çíà÷åíèå ïîñòîÿííîãî òåðìà t.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû äëèíà çàïèñè çíà÷åíèÿ òåðìà t íå ïðåâîñõîäèò ñóììû äëèí çàïèñåé òåðìîâ
t1, ..., tk. Èñïîëüçóÿ ýòî, äîïîëíèòåëüíîé âîçâðàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ïî L ìîæíî äîêà-

çàòü, ÷òî  nntt
k

i
i

k

i
i <≤≤ ∑∑

== 11

][][ . Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ òåðìà ti

íå ïðåâîñõîäèò  C⋅ Li⋅ n
l
i .

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ f ([t1], ...,[tk])  íå ïðåâîñõîäèò ( ) llk

i i nCtC ⋅≤⋅ ∑ =1
][ , à

îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ òåðìà t íå ïðåâîñõîäèò

≤⋅⋅+⋅ ∑
=

l
i

k

i
i

l nLCnC
1

( ) ≤⋅−⋅+⋅ ∑
=

k

i

l
i

l nLCnC
1

1

( ) =





⋅−⋅+⋅ ∑

=

l
k

i
i

l nLCnC
1

1

( ) lll nLCnLCnC ⋅⋅=⋅−⋅+⋅ 1 .      n

Ñëåäñòâèå òåîðåìû 2. Êàêîâà áû íè áûëà êîíå÷íàÿ ñèãíàòóðà ôóíêöèé èç FP, âû÷èñëåíèå ïîñòîÿí-
íûõ òåðìîâ â ýòîé ñèãíàòóðå ïðèíàäëåæèò êëàññó FP, åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C âåðíî

( )( )∑ +≤∀
i i Cxxfx |||||||| .

Ýòî ñëåäñòâèå óñèëèâàåò òåîðåìó 3.

Òåîðåìà 4. Êëàññ äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûõ ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì FP.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Êàæäàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàøèíû Òüþðèíãà ÌÒ (òî åñòü íåïóñòîå ñîäåðæè-
ìîå ëåíòû âìåñòå ñ óêàçàíèåì ïîëîæåíèÿ ãîëîâêè è íîìåðà ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû, îãðàíè÷åííîå ñëåâà
è ñïðàâà áëàíêîâûìè ñèìâîëàìè) ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíà äâóìÿ äèíàìè÷åñêèìè ìàññèâàìè,
ïåðâûå ýëåìåíòû êîòîðûõ êîäèðóþò áëàíêîâûé ñèìâîë ëåíòû.

Äëèíà çàïèñè ÷èñëà â ýòîì ìàññèâå áóäåò îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ
äàííûõ, åñëè ÌÒ ñîâåðøàåò ÷èñëî øàãîâ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàí-
íûõ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà FP ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíà äâàæäû ïîëèíîìè-
àëüíîé ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèåé.

Äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ äâàæäû ïîëèíîìèàëüíàÿ ïàñêàëåâèäíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó FP.
Ýëåìåíòû ìàññèâîâ ðàñïîëàãàåì íà äîïîëíèòåëüíîé ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïàð âèäà ([ i ], [a( i )]), ãäå [ i ] � ñïèñîê çíà÷åíèé èíäåêñîâ, [a( i )] � çíà÷åíèå ýëåìåíòà ìàññèâà.
Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ îïåðàöèÿ ÿçûêà Ïàñêàëü ïðèíàäëåæèò êëàññó FP. Áîëåå òîãî,

åå ìîæíî ñäåëàòü íåóäëèíÿþùåé äîáàâëåíèåì ôèêòèâíîãî àðãóìåíòà, îãðàíè÷èâàþùåãî ñâåðõó äëè-
íó çàïèñè åå ðåçóëüòàòà. Äëèíà çàïèñè ýòîãî ðåçóëüòàòà íå ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà îò äëèíû çàïèñè
ïåðâîíà÷àëüíûõ èñõîäíûõ äàííûõ.

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî âû÷èñëåíèå êàæäîãî âûðàæåíèÿ, íå ñîäåðæàùåãî
äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëÿåìûõ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæèò êëàññó FP. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå áóäåò
âåðíî è îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà ïðèñâàèâàíèé, âêëþ÷àÿ è êîñâåííóþ àäðåñàöèþ.    n
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Abstract

The paper is devoted to the problem of proving that some function is in FP complexity
class. Such proofs may use pascal-like functions, that are more easy for programmers, than
computation models based on a Turing machine. It will be presented the idea of proof of
the theorem, that if both the number of steps of pascal-like function evaluation and a size
of all intermediate evaluations are not greater than some polynomial of the length of initial
data, then this function is in FP and vice versa.

Keywords: P, FP, NP, Turing machine, pascal-like functions, NP-full, NP-complete,
NP-complete functions examples.
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