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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Åñëè äåòñêèå êà÷åëè âûâåñòè èç ñî-
ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è äàòü èì âîçìîæíîñòü
ñâîáîäíî êà÷àòüñÿ ïîäîáíî ìàÿòíèêó, èõ
äàëüíåéøåå äâèæåíèå äàåò ïðèìåð ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé, êîòîðûå îáû÷íî çà-
òóõàþò èç-çà òðåíèÿ. Íåçàòóõàþùèå êîëå-
áàíèÿ ìîæíî âîçáóäèòü, åñëè ïåðèîäè÷åñ-
êè ïîäòàëêèâàòü êà÷åëè â íàïðàâëåíèè
äâèæåíèÿ. Ýòî òàê íàçûâàåìûå âûíóæäåí-
íûå êîëåáàíèÿ. Äàæå ïðè íåáîëüøèõ ïðè-
ëàãàåìûõ óñèëèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü áîëü-
øîé ðàçìàõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, åñëè
ïîäòàëêèâàòü êà÷åëè êàæäûé ðàç ïðè èõ
ïðîõîæäåíèè ÷åðåç íèæíþþ òî÷êó. Ýòî
õîðîøî èçâåñòíîå ÿâëåíèå ðåçîíàíñà, âîç-
íèêàþùåå ïðè ðèòìè÷åñêîì âíåøíåì âîç-
äåéñòâèè íà êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó. Â âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ðåçîíàíñ íàñòó-

ïàåò ïðè óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ ÷àñòîòû ïå-
ðèîäè÷åñêîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ñèñòåìû.

Íî ìîæíî ðàñêà÷àòüñÿ íà êà÷åëÿõ è áåç
ïîñòîðîííåé ïîìîùè. Äëÿ ýòîãî íóæíî,
ñòîÿ íà êà÷åëÿõ, ïåðèîäè÷åñêè ïðèñåäàòü
è âûïðÿìëÿòü íîãè. Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ
ïðèìåðîì ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé, âîç-
áóæäàåìûõ íå âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, à
ïåðèîäè÷åñêèì èçìåíåíèåì êàêîãî-ëèáî
ïàðàìåòðà êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Â äàí-
íîì ñëó÷àå ïðè ïðèñåäàíèè è âûïðÿìëå-
íèè ïðîèñõîäèò ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå
(ìîäóëÿöèÿ) ïðèâåäåííîé äëèíû ôèçè÷åñ-
êîãî ìàÿòíèêà, êàêîâûì ÿâëÿþòñÿ êà÷åëè
ñ íàõîäÿùèìñÿ íà íèõ ÷åëîâåêîì. Ðàçìàõ
êîëåáàíèé áóäåò íàðàñòàòü, åñëè ïðèñåäàòü
â ïîëîæåíèÿõ íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ è
âûïðÿìëÿòüñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè êà÷åëåé
÷åðåç íèæíþþ òî÷êó. Òàêîå ÿâëåíèå íà-
çûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì.© Å.È. Áóòèêîâ, 2009

Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ïðèâåäåíî ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ÿâëåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
è åãî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, ïîäêðåïëåííîå êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì.
Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé èçó÷àåòñÿ íà íàãëÿäíîì ïðèìåðå ïðîñòîé
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû: òîðñèîííîãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, ìîìåíò èíåðöèè êîòî-
ðîãî ïëàâíî èçìåíÿåòñÿ ïî çàäàííîìó ïåðèîäè÷åñêîìó çàêîíó. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âîç-
áóæäåíèÿ è õàðàêòåðèñòèêè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, îáñóæäàåòñÿ ðåæèì ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèè. Íàéäåíû ÷àñòîòíûå èíòåðâàëû, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ âîçìîæ-
íî ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå. Èññëåäîâàíû ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ íà ãðàíèöàõ
èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. Õàðàêòåðèñòèêè ðåçîíàíñîâ âûñøèõ
ïîðÿäêîâ îáúÿñíÿþòñÿ â òåðìèíàõ çíàêîìîãî ÿâëåíèÿ ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè êîëåáà-
íèé. Ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà è àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âçàèìíî äîïîëíÿþò äðóã
äðóãà, ñïîñîáñòâóÿ ëó÷øåìó ïîíèìàíèþ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ è îñîáåííîñòåé ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå, ìîäóëÿ-
öèÿ ïàðàìåòðà, ïîðîã âîçáóæäåíèÿ, èíòåðâàëû íåóñòîé÷èâîñòè, ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãå-
íåðàöèÿ, ÷àñòîòíàÿ ìîäóëÿöèÿ êîëåáàíèé.
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Ðèñ. 1. Ñõåìà òîðñèîííîãî îñöèëëÿòîðà
ñ ìîäóëèðóåìûì ìîìåíòîì èíåðöèè è åãî
ýëåêòðîìàãíèòíûé àíàëîã � êîëåáàòåëüíûé
êîíòóð ñ ìîäóëèðóåìîé èíäóêòèâíîñòüþ

L(t)

C

R
J(t)

Â ýòîé ñòàòüå ìû ïîäðîáíî ðàññìîò-
ðèì îñîáåííîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà íà ïðèìåðå ïðîñòîé ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû � ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà, ðî-
òîð êîòîðîãî ìîæåò ñîâåðøàòü êðóòèëü-
íûå êîëåáàíèÿ. Òàêîé îñöèëëÿòîð ïîêà-
çàí ñëåâà íà ðèñ. 1. Ãðóçû ðîòîðà ìîæíî
îäíîâðåìåííî ñäâèãàòü âäîëü ñòåðæíÿ â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ òàê, ÷òî
öåíòð ìàññ ñèñòåìû îñòàåòñÿ íà îñè âðà-
ùåíèÿ. Ïðè òàêîì ñìåùåíèè ãðóçîâ èçìå-
íÿåòñÿ ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà: ìîìåíò
èíåðöèè âîçðàñòàåò ïðè ðàçäâèãàíèè ãðó-
çîâ (ïðè óäàëåíèè îò îñè âðàùåíèÿ) è óáû-
âàåò ïðè èõ ïðèáëèæåíèè ê îñè. Ïðèíóäè-
òåëüíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ïåðåìåùåíèÿ-
ìè ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ òóäà è îáðàòíî
ñîçäàåòñÿ ìîäóëÿöèÿ ìîìåíòà èíåðöèè, íå-
îáõîäèìàÿ äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæ-
äåíèÿ êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà.

Ýëåêòðîìàãíèòíûé àíàëîã ýòîé ñèñòå-
ìû � êîëåáàòåëüíûé LCR-êîíòóð èç ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ êàòóøêè èí-
äóêòèâíîñòè, êîíäåíñàòîðà è ðåçèñòîðà �
ïîêàçàí ñïðàâà íà òîì æå ðèñóíêå. Ýíåð-
ãèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â êîíäåíñàòîðå
ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-
ãèþ çàêðó÷åííîé ïðóæèíû ìåõàíè÷åñêî-
ãî îñöèëëÿòîðà, à ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
â êàòóøêå ñ òîêîì � êèíåòè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ ðîòîðà. Êîëåáàíèÿ â êîíòóðå ìîæíî
âîçáóäèòü, èçìåíÿÿ åìêîñòü êîíäåíñàòîðà
ïåðèîäè÷åñêèì ñáëèæåíèåì è ðàçâåäåíè-
åì åãî ïëàñòèí, ëèáî èçìåíåíèåì èíäóê-
òèâíîñòè êàòóøêè ïåðèîäè÷åñêèì âäâèãà-
íèåì è âûäâèãàíèåì ñåðäå÷íèêà. Ïîñëåä-
íèé ñïîñîá ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí ìîäó-
ëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè ðîòîðà.

Â îòëè÷èå îò ìàÿòíèêà, ïîâåäåíèå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïîä÷èíÿåòñÿ ëèíåé-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, è
ïîòîìó íà ýòîì ïðèìåðå ëåã÷å ïîíÿòü ôè-
çè÷åñêèå îñíîâû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà, ÷åì â ñëó÷àå êà÷åëåé, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé íåëèíåéíóþ ñèñòåìó. Âñå
èçó÷àåìûå çàêîíîìåðíîñòè èëëþñòðèðóþò-
ñÿ ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîé èíòåðàêòèâ-
íîé ìîäåëèðóþùåé êîìïüþòåðíîé ïðî-
ãðàììîé, êîòîðóþ Âû íàéäåòå íà ïðèëà-
ãàåìîì ê æóðíàëó äèñêå.

Â ïðåäûäóùåé ñòàòüå àâòîðà «Ïàðà-
ìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ» (ñì. ÊÈÎ 2009,
¹ 3, Ñ. 22�40) ðàññìàòðèâàëàñü òàêàÿ æå
ñèñòåìà, íî ìîäóëÿöèÿ ìîìåíòà èíåðöèè
ðîòîðà ïðîèçâîäèëàñü ïî ïðÿìîóãîëüíî-
ìó êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó çàêîíó, òî åñòü
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ ãðóçîâ
âäîëü ñòåðæíÿ ïðîèñõîäÿò ñêà÷êîîáðàç-
íî. Â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðèíóäèòåëüíîå äâèæåíèå ãðóçîâ âäîëü
ñòåðæíÿ ðîòîðà ïðîèñõîäèò ïî ñèíóñîè-
äàëüíîìó çàêîíó, òî åñòü ìîìåíò èíåðöèè
ðîòîðà ïîäâåðæåí ïëàâíûì ïåðèîäè÷åñ-
êèì èçìåíåíèÿì. ×òîáû îáåñïå÷èòü ðîñò
ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà è âîçáóæäåíèå êî-
ëåáàíèé ïðè ïëàâíîé ìîäóëÿöèè ìîìåíòà
èíåðöèè, äâèæåíèå ãðóçîâ â íàïðàâëåíèè
îñè ðîòîðà äîëæíî â öåëîì ïðîèñõîäèòü
ïðè áîëüøåé óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòîðà,
÷åì îáðàòíîå äâèæåíèå ãðóçîâ ê êîíöàì
ñòåðæíÿ îò îñè âðàùåíèÿ. Â ñðàâíåíèè ñ
ïðÿìîóãîëüíîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ìîäó-
ëÿöèåé, ïëàâíàÿ ìîäóëÿöèÿ ìåíåå ýôôåê-
òèâíà äëÿ ïåðåäà÷è ýíåðãèè îñöèëëÿòîðó,
òàê êàê ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ãðóçîâ
çäåñü ðàñòÿíóòû âî âðåìåíè, â òî âðåìÿ
êàê ïðè ïðÿìîóãîëüíîì çàêîíå ìîäóëÿöèè
ýòè ïåðåìåùåíèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü â îï-
òèìàëüíûå (ñ òî÷êè çðåíèÿ îáìåíà ýíåð-
ãèåé) ìîìåíòû âðåìåíè. Ñëó÷àé ïëàâíîé
ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà âàæåí äëÿ ïðàêòè-
÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

1.1. ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÈ×ÈÍÛ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÅÇÎÍÀÍÑÀ
È ÎÖÅÍÊÀ ÏÎÐÎÃÀ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈß

Ïðèíóäèòåëüíàÿ ìîäóëÿöèÿ ìîìåíòà
èíåðöèè ðîòîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíîâðå-
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ìåííûì ðàäèàëüíûì ñèíóñîèäàëüíûì äâè-
æåíèåì ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ â ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, òàê ÷òî öåíòð
ìàññ ðîòîðà îñòàåòñÿ íà îñè âðàùåíèÿ.
×òîáû ïîíÿòü, êàêèì îáðàçîì è ïðè êà-
êèõ óñëîâèÿõ ïëàâíîå ïåðèîäè÷åñêîå äâè-
æåíèå ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ ìîæåò âîçáó-
äèòü êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ðîòîðà, íèæå
èñïîëüçóþòñÿ ñîîáðàæåíèÿ, îñíîâàííûå
íà çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì âîçáóæäåíèè
êîëåáàíèé ðîòîð äîëæåí ïîëó÷àòü ýíåð-
ãèþ îò èñòî÷íèêà, êîòîðûé ñîîáùàåò ãðó-
çàì ïðèíóäèòåëüíûå ðàäèàëüíûå ïåðåìå-
ùåíèÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü
ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòèì èñòî÷íèêîì íà
ïðîòÿæåíèè ïåðèîäà êîëåáàíèé, è íàéòè
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòà ðàáîòà ïîëîæè-
òåëüíà è ïðåâûøàåò ïîòåðè ýíåðãèè èç-çà
òðåíèÿ.

Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ
êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ îïðåäåëåííûå ôàçîâûå ñîîòíîøå-
íèÿ ìåæäó èçìåíåíèÿìè óãëîâîé ñêîðîñ-
òè ðîòîðà ïðè êðóòèëüíûõ êîëåáàíèÿõ è
ìîäóëÿöèåé åãî ìîìåíòà èíåðöèè, âûçû-
âàåìîé ïðèíóäèòåëüíûì ðàäèàëüíûì äâè-
æåíèåì ãðóçîâ. À èìåííî, ãðóçû íóæíî
ïåðåìåùàòü â íàïðàâëåíèè îñè ðîòîðà â
öåëîì ïðè áîëüøåé óãëîâîé ñêîðîñòè ðî-
òîðà, ÷åì ñìåùàòü èõ îáðàòíî îò îñè âðà-
ùåíèÿ ê êîíöàì ñòåðæíÿ. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìîäóëÿöèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ëèøü
óñêîðèò çàòóõàíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé.

Â ïðèíÿòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ñèñòåìû ïðèíóäèòåëüíîå ðàäèàëüíîå äâè-
æåíèå ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ ïðåäïîëàãà-
åòñÿ â òî÷íîñòè ñèíóñîèäàëüíûì, òî åñòü
èõ ðàññòîÿíèå l îò îñè âðàùåíèÿ èçìåíÿ-
åòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì:

( ) ( )tmltl l ωsin10 += . (1)

Çäåñü l0 � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ãðóçîâ
îò îñè âðàùåíèÿ, à ml � áåçðàçìåðíàÿ
àìïëèòóäà èõ ãàðìîíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ
âäîëü ñòåðæíÿ (ml < 1). Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî
ãðóçû äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî ñòåðæíÿ ñî
ñêîðîñòüþ, èçìåíÿþùåéñÿ ñî âðåìåíåì
êàê tωcos :

( ) tmldtdltv l ωω cos0== . (2)

Óñêîðåíèå ãðóçîâ â èõ äâèæåíèè îò-
íîñèòåëüíî ñòåðæíÿ ðàâíî

( ) tmldtdvta lr ωω sin0
2−== . (3)

×òîáû íàéòè ñèëó F, êîòîðàÿ äîëæíà
áûòü ïðèëîæåíà ê ãðóçó èñòî÷íèêîì, îáåñ-
ïå÷èâàþùèì ãðóçó çàäàííîå ðàäèàëüíîå
ïðèíóäèòåëüíîå äâèæåíèå, ìû âîñïîëüçó-
åìñÿ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà,
âðàùàþùåéñÿ âìåñòå ñ ðîòîðîì. Ïðèìå-
íÿÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ê äâèæåíèþ
ãðóçîâ â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, íåîáõîäè-
ìî ó÷èòûâàòü äåéñòâóþùóþ íà ãðóçû öåí-
òðîáåæíóþ ñèëó èíåðöèè ( ) ( )tltM 2ϕ& , ãäå
M � ìàññà ãðóçà, à ( )tϕ&  � óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü ðîòîðà:

( ) ( ) ( ) ( )tltMtFtMar
2ϕ&+= . (4)

Íàñ èíòåðåñóåò ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ
ýòîé ñèëîé F(t) â òå÷åíèå îäíîãî ïåðèîäà
êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ðîòîðà. Ýòà ðàáî-
òà (äëÿ äâóõ ãðóçîâ) ðàâíà èçìåíåíèþ ýíåð-
ãèè êîëåáàíèé çà ïåðèîä. Ýëåìåíòàðíàÿ
ðàáîòà dW, ñîâåðøàåìàÿ çà èíòåðâàë âðå-
ìåíè dt, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðîãî ãðóçû
ñìåùàþòñÿ âäîëü ñòåðæíÿ íà ðàññòîÿíèå
dl = v (t)dt, ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

( ) ( ) ( ) === dttvtFdltFdW

( ) ( ) ( )[ ] ( )dttvtltMtMar
2ϕ&−= . (5)

Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (2), ðàäèàëü-
íàÿ ñêîðîñòü ãðóçà v (t) â (5) ïðîïîðöèî-
íàëüíà áåçðàçìåðíîé àìïëèòóäå ml åãî
ïðèíóäèòåëüíîãî äâèæåíèÿ âäîëü ñòåðæ-
íÿ. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ â ðàñ÷åòàõ ïåðâûì
ïîðÿäêîì ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ml , â êâàä-
ðàòíûõ ñêîáêàõ â âûðàæåíèè (5) äîñòà-
òî÷íî ñîõðàíèòü ëèøü âòîðîé ÷ëåí, à âìå-
ñòî l (t) ìîæíî ïîäñòàâèòü åãî ñðåäíåå çíà-
÷åíèå l0:

( ) ( ) =≈ dttvltMdW 0
2ϕ&

( ) tmltM ωωϕ cos1
2
0

2
&−= . (6)

Íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ
ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé
ñêëàäûâàþòñÿ, êîãäà ãðóçû ñîâåðøàþò äâà
ïîëíûõ öèêëà ïðèíóäèòåëüíîãî ðàäèàëü-
íîãî ïåðåìåùåíèÿ íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî
ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êðóòèëüíûõ êîëåáà-
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íèé ðîòîðà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷àñòîòà ω
ñèíóñîèäàëüíîãî äâèæåíèÿ ãðóçîâ â âû-
ðàæåíèÿõ (1) è (6) äîëæíà áûòü ïðèìåðíî
âäâîå áîëüøå ñðåäíåé ÷àñòîòû ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé ðîòîðà 00 2 Tπω = . (Çäåñü

0ω  � ýòî ÷àñòîòà êîëåáàíèé ðîòîðà ïðè
óñëîâèè, ÷òî ãðóçû çàêðåïëåíû íà íåì íà
ñðåäíåì ðàññòîÿíèè l0 îò îñè âðàùåíèÿ.)
×àñòîòà ìîäóëÿöèè ω  â (1), ðàâíàÿ óäâî-
åííîìó çíà÷åíèþ ñðåäíåé ÷àñòîòû ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ( 02ωω = ), ñîîòâåò-
ñòâóåò òî÷íîé íàñòðîéêå íà îñíîâíîé ðå-
çîíàíñ (n = 1) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ áåç-
ðàçìåðíîé àìïëèòóäû ml . Ãðàôèêè êîëå-
áàíèé ðîòîðà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé,
îïòèìàëüíûõ äëÿ âëîæåíèÿ ýíåðãèè, ïðè-
âåäåíû íà ðèñ. 2.

Ïîìèìî îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ÷àñòîòîé ìîäóëÿöèè è ñîáñòâåííîé
÷àñòîòîé, äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæ-
äåíèÿ îñöèëëÿòîðà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ìåæäó êðóòèëüíûìè êîëåáàíèÿìè ðîòîðà
è ïðèíóäèòåëüíûìè äâèæåíèÿìè ãðóçîâ
âûïîëíÿëèñü îïðåäåëåííûå ôàçîâûå ñî-
îòíîøåíèÿ: ãðóçû äîëæíû äâèãàòüñÿ â íà-
ïðàâëåíèè îñè âðàùåíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé
ñêîðîñòüþ â òå ìîìåíòû, êîãäà ìàêñèìàëü-
íà âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòîðà,
ñîâåðøàþùåãî êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ (òî

åñòü êîãäà ðîòîð ïðîõîäèò âáëèçè ñâîåãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ). Òàêèå ôàçîâûå ñî-
îòíîøåíèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ äâèæå-
íèÿ ãðóçîâ, îïèñûâàåìîãî âûðàæåíèÿìè
(1)�(2), ïðè óñëîâèè, ÷òî êðóòèëüíûå êî-
ëåáàíèÿ ðîòîðà õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþ-
ùåé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè:

   ( ) tt m 0cosωϕϕ = ; tm 00 sinωωϕϕ −=& . (7)

Ýòî, ðàçóìååòñÿ, òîëüêî ïðèáëèæåííûå âû-
ðàæåíèÿ, ïîñêîëüêó êðóòèëüíûå êîëåáà-
íèÿ ðîòîðà, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ
ãàðìîíè÷åñêèìè. Îòêëîíåíèÿ êîëåáàíèé
ðîòîðà îò ñèíóñîèäàëüíîé ôîðìû âûçâà-
íû ïðèíóäèòåëüíûì ðàäèàëüíûì äâèæåíè-
åì ãðóçîâ, êîòîðîå èçìåíÿåò ìîìåíò èíåð-
öèè ðîòîðà.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè 02ωω =  è ( )tϕ&  èç
(7) â (6) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü dW (6)
ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé 00 2 ωπ=T . Ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

22cos 00 0
20 Tdtt

T
=∫ ω ,

â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì (ñ
òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
ìàëîé âåëè÷èíå ml ), ÷òî ðàáîòà W ñèëû
F (t), ñîâåðøàåìàÿ çà ïåðèîä T0, äàåòñÿ
ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

lm mlMW πωϕ 2
2

1 2
0

2
0

2 ⋅= . (8)

Òàêèì æå âûðàæåíèåì äàåòñÿ
ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ èñòî÷íèêîì
ïðè ïåðåìåùåíèè âòîðîãî ãðóçà.
Òàêèì îáðàçîì, ñèëû, ïðèëîæåí-
íûå ê ãðóçàì ñî ñòîðîíû èñòî÷-
íèêà, âûíóæäàþùåãî èõ ñîâåð-
øàòü çàäàííîå ñèíóñîèäàëüíîå
äâèæåíèå âäîëü ñòåðæíÿ, ñîâåð-
øàþò â öåëîì íà ïðîòÿæåíèè ïå-
ðèîäà ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó è
óâåëè÷èâàþò ýíåðãèþ îñöèëëÿòî-
ðà íà âåëè÷èíó

  lm mlMWE πωϕ 22 2
0

2
0

2 ⋅==∆ . (9)

Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü
ñòåðæåíü î÷åíü ëåãêèì â ñðàâíå-
íèè ñ ìàññèâíûìè ãðóçàìè, òàê
÷òî âñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðî-
òîðà ñêëàäûâàåòñÿ òîëüêî èç êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè ãðóçîâ. Ïîë-

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè
ðîòîðà ïðè êðóòèëüíûõ êîëåáàíèÿõ, âûçâàííûõ
ðàäèàëüíûì ñèíóñîèäàëüíûì äâèæåíèåì ãðóçîâ

ñ ÷àñòîòîé 02ωω =  (îñíîâíîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ)
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íàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà E ðàâíà ìàêñè-
ìàëüíîìó çíà÷åíèþ åãî êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ â òå ìîìåí-
òû, êîãäà ñîâåðøàþùèé êðóòèëüíûå êî-
ëåáàíèÿ ðîòîð ïðîõîäèò âáëèçè ñâîåãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è èìååò ìàêñèìàëü-
íóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü mϕω 0 :

2
0

2
0

2 lME mωϕ= .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ïðàâîé
÷àñòüþ (9), ìû ïðèõîäèì ê íàèáîëåå ñó-
ùåñòâåííîé îñîáåííîñòè ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî ðåçîíàíñà, à èìåííî, ê âûâîäó î òîì,
÷òî âëîæåíèå ýíåðãèè E∆  âñëåäñòâèå ìî-
äóëÿöèè ïàðàìåòðà ïðîïîðöèîíàëüíî ïîë-
íîé ýíåðãèè E, çàïàñåííîé îñöèëëÿòîðîì:

EmE lπ2=∆ . (10)

Óðàâíåíèå (10) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïà-
ðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
êîëåáàíèé E, óñðåäíåííàÿ çà ïåðèîä êî-
ëåáàíèé 00 2 ωπ=T , ðàñòåò ýêñïîíåíöè-
àëüíî ñî âðåìåíåì:

Em
dt

dE
l 0ω= , ( ) ( )stEtE 2exp0= , (11)

ãäå 02 ωlms= .
Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ â îòñóòñòâèå

òðåíèÿ. Ðàññåÿíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè
E èç-çà òðåíèÿ (çà öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ)
òàêæå îïèñûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé
ôóíêöèåé:

E
dt

dE γ2−= , ( ) ( )tEtE γ2exp0 −= . (12)

Ïîðîãó ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðå-
çîíàíñà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé, êîã-
äà ýòè ïîòåðè ýíåðãèè èç-çà òðå-
íèÿ êàê ðàç êîìïåíñèðóþòñÿ âëî-
æåíèåì ýíåðãèè, îáóñëîâëåííûì
ïðèíóäèòåëüíûì ïåðèîäè÷åñêèì
äâèæåíèåì ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ,
â óñëîâèÿõ ïîðîãà s=γ . Òàêèì îá-
ðàçîì, äëÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè ml (ïðè çà-
äàííîì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé çàòó-
õàíèÿ γ  èëè äîáðîòíîñòè Q), êî-
òîðîå äåëàåò âîçìîæíûì ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé,
ïîëó÷àåì:

          ( )
Q

ml
12

0
min

==
ω

γ
.       (13)

Óñëîâèå ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ ìîæíî âû-
ðàçèòü òàêæå êàê ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ γ  (èëè êàê ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Q) äëÿ çà-
äàííîãî çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîé àìïëèòó-
äû ïðèíóäèòåëüíîãî ðàäèàëüíîãî äâèæå-
íèÿ ãðóçîâ ml (1):

0max 2

1 ωγ lm= , 
lm

Q
1

2 max

0
min ==

γ
ω

. (14)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîëó÷åííûå âûøå
ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîðîãó ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ, ïðèáëèæåííû.
Îíè ñïðàâåäëèâû òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîé àìïëèòóäû
ml ïðèíóäèòåëüíîãî ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ
ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ ðîòîðà. Íî â êîì-
ïüþòåðíîé ïðîãðàììå, ìîäåëèðóþùåé ïà-
ðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïðè ïëàâíîé
ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè, âûïîëíÿåò-
ñÿ ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî äâè-
æåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ýòî èí-
òåãðèðîâàíèå íå îãðàíè÷åíî ïðèáëèæåíè-
åì ìàëûõ çíà÷åíèé  ml. Ïîýòîìó ñ ïîìî-
ùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîðîã ïàðàìåòðè÷åñ-
êîãî âîçáóæäåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ñ
áîëüøåé òî÷íîñòüþ, ÷òî îñîáåííî àêòóàëü-
íî äëÿ çíà÷èòåëüíûõ àìïëèòóä ìîäóëÿöèè.

Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèê óãëîâîé
ñêîðîñòè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ðîòî-
ðà â óñëîâèÿõ ïîðîãà ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.
Ýòîò ðèñóíîê ìîæíî ñðàâíèòü ñ ðèñ. 2
äëÿ óñëîâèé ðåçîíàíñà ïðè ïðåâûøåíèè

Ðèñ. 3. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ âìåñòå ñ ãðàôèêàìè
óãëîâîé ñêîðîñòè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ðîòîðà ( )tϕ&

è ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè ãðóçîâ v (t)
ïðè âûïîëíåíèè ïîðîãîâûõ óñëîâèé âîçáóæäåíèÿ ml ≈ 1/Q

äëÿ îñíîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
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ïîðîãà ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ,
êîãäà àìïëèòóäà ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî
äàæå ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ â ñèñòåìå.

Òåïåðü ìîæíî ñðàâíèòü ïîðîãîâûå çíà-
÷åíèÿ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè äëÿ ñëó÷àåâ êó-
ñî÷íî-ïîñòîÿííîé ìîäóëÿöèè ïî ïðÿìîó-
ãîëüíîìó çàêîíó (ñì. ÊÈÎ 2009, ¹ 3.
Ñ. 22�40) è ñèíóñîèäàëüíîé ìîäóëÿöèè.
Êîãäà ml << 1, ïðè ñèíóñîèäàëüíîì äâè-
æåíèè ãðóçîâ ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà ìî-
äóëèðóåòñÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå â
(17), ïî÷òè ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó ñ
ãëóáèíîé m ≈ 2ml . (Ãëóáèíà ìîäóëÿöèè ìî-
ìåíòà èíåðöèè ïðèìåðíî âäâîå áîëüøå
ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ðàññòîÿíèÿ l îò îñè
âðàùåíèÿ äî ãðóçîâ, ïîòîìó ÷òî ìîìåíò
èíåðöèè ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó ðàññòî-
ÿíèÿ l.) Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèíóñîèäàëü-
íîé ìîäóëÿöèè âûðàæåíèå (13) äàåò ñëå-
äóþùåå çíà÷åíèå ïîðîãîâîé ãëóáèíû ìî-
äóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè: m = 2/Q. Ýòî
çíà÷åíèå íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åì âåëè÷èíà

( )Qm 2π=  äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìî-
äóëÿöèè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðÿìîóãîëü-
íàÿ ìîäóëÿöèÿ îáåñïå÷èâàåò áîëåå áëàãî-
ïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ ïåðåäà÷è ýíåðãèè îñ-
öèëëÿòîðó îò èñòî÷íèêà ìîäóëÿöèè, ïðè-
âîäÿùåãî ãðóçû â ïåðèîäè÷åñêîå äâèæå-
íèå âäîëü ñòåðæíÿ ðîòîðà.

1.2. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÎÑÖÈËËßÒÎÐÀ

ÄËß ÑËÓ×Àß ÑÈÍÓÑÎÈÄÀËÜÍÎÃÎ
ÄÂÈÆÅÍÈß ÃÐÓÇÎÂ

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ñ÷èòàåì ñàì ñòåð-
æåíü î÷åíü ëåãêèì, òàê ÷òî ìîìåíò èíåð-
öèè ðîòîðà îáóñëîâëåí òîëüêî ïåðåìåùà-
åìûìè âäîëü íåãî ìàññèâíûìè ãðóçàìè:
J = 2Ml2(t). Èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà

ðîòîðà J ( )tϕ&  ñî âðåìåíåì îïèñûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

( ) ϕϕ DJ
dt

d −=& , (15)

ãäå ϕD−  � ïðèëîæåííûé ê ðîòîðó âîññòà-

íàâëèâàþùèé ìîìåíò ñèëû óïðóãîñòè. Ïîä-
ñòàâëÿÿ â (15) l (t) èç (1) è ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòû ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé ÷åðåç ïàðàìåòðû îñöèëëÿòî-

ðà 0
2
0 JD=ω  (çäåñü 2

00 2 lMJ =  � ìîìåíò

èíåðöèè ðîòîðà ïðè ãðóçàõ â ñðåäíèõ ïî-
ëîæåíèÿõ), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî:

( )[ ] ϕγϕωϕω && 2sin1 2
0

2 −−=+ tm
dt

d
l . (16)

Â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (16) äîáàâ-
ëåí ìîìåíò ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ, ïðîïîð-
öèîíàëüíûé óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòîðà. Ýòî
óðàâíåíèå ÷èñëåííî èíòåãðèðóåòñÿ â êîì-
ïüþòåðíîé ïðîãðàììå â ðåàëüíîì âðåìå-
íè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ
êîëåáàíèé, âîçáóæäàåìûõ ñèíóñîèäàëüíûì
ðàäèàëüíûì äâèæåíèåì ãðóçîâ ðîòîðà.

Îòìåòèì, ÷òî ñèíóñîèäàëüíîå äâèæå-
íèå ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ ðîòîðà, îïèñû-
âàåìîå âûðàæåíèåì (1), âîîáùå ãîâîðÿ,
íå îáåñïå÷èâàåò ñèíóñîèäàëüíîé ìîäóëÿ-
öèè ìîìåíòà èíåðöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ìî-
ìåíò èíåðöèè J ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðà-
òó ðàññòîÿíèÿ l (t) ãðóçîâ îò îñè âðàùå-
íèÿ. Ïîýòîìó çàâèñèìîñòü ìîìåíòà èíåð-
öèè J(t) îò âðåìåíè ñîäåðæèò âòîðóþ ãàð-
ìîíèêó îñíîâíîé ÷àñòîòû ω  äâèæåíèÿ
ãðóçîâ. Òîëüêî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àìï-
ëèòóäû ml (êîãäà  ml << 1) ìîäóëÿöèþ ìî-
ìåíòà èíåðöèè ðîòîðà ìîæíî ïðèáëèæåí-
íî ñ÷èòàòü ñèíóñîèäàëüíîé:

  ( ) ( ) ( ) ≈+== 22
0

2 sin122 tmMltMltJ l ω
  ( ) ( )tmJtmMl l ωω sin1sin212 0

2
0 +=+ , (17)

ãäå J0 = 2M 2
0l  � ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîìåí-

òà èíåðöèè, à m = 2ml � ãëóáèíà ìîäóëÿ-
öèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ml << 1 ìîäóëÿ-
öèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ïî÷òè ñèíóñîèäàëü-
íà, à åå ãëóáèíà m âäâîå áîëüøå áåçðàç-
ìåðíîé àìïëèòóäû ml ñèíóñîèäàëüíîãî
äâèæåíèÿ ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ ðîòîðà.

Åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî ïðèáëè-
æåííûì ðåøåíèåì, ñïðàâåäëèâûì â ïåð-
âîì ïîðÿäêå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ml , òî,
âìåñòî òî÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ (16), ìîæíî ðåøàòü ñëå-
äóþùåå ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå:

( ) 0sin212 2
0 =−++ ϕωωϕγϕ tml

&&& . (18)

Ìû çäåñü ïðåíåáðåãàåì òàêæå ìîäóëÿöè-
åé êîýôôèöèåíòà ïðè ϕ& , ïîñêîëüêó äëÿ
âîçáóæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
ñóùåñòâåííû èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè òîëü-
êî ýíåðãîåìêèõ ïàðàìåòðîâ (â ìåõàíè÷åñ-
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êîì îñöèëëÿòîðå ýòî ìîìåíò èíåðöèè ðî-
òîðà è êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðóæèíû).
Ìîäóëÿöèÿ ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ γ  íå ìî-
æåò ïðèâåñòè ê âîçáóæäåíèþ êîëåáàíèé.

Óðàâíåíèå (18) ïðè γ  = 0 íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Ìàòüå. Òåîðèÿ óðàâíåíèÿ Ìà-
òüå ïîäðîáíî ðàçðàáîòàíà, è âñå íàèáî-
ëåå ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé
õîðîøî èçâåñòíû. Ïîëíûé àíàëèç ðåøå-
íèé ìàòåìàòè÷åñêè äîâîëüíî ñëîæåí, è
îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ íàõîæäåíèåì îá-
ëàñòåé çíà÷åíèé ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè ω  è
ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ml , â êîòîðûõ ñîñòî-
ÿíèå ïîêîÿ îñöèëëÿòîðà â ïîëîæåíèè ðàâ-
íîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì: äîñòà-
òî÷íî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî îòêëîíåíèÿ îò
ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, ÷òîáû àìïëèòóäà ïîÿâèâ-
øèõñÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ñòàëà ïðîãðåññèâ-
íî íàðàñòàòü ñî âðåìåíåì. Èíà÷å ãîâîðÿ,
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè
ml èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íàðàñòàþùèõ
âî âðåìåíè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (18) îïðå-
äåëÿþò èíòåðâàëû ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè (â
îêðåñòíîñòÿõ çíà÷åíèé nn 02ωω = ), â êî-
òîðûõ âîçìîæåí ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçî-
íàíñ, òî åñòü íàðàñòàþùèå êîëåáàíèÿ. Òà-
êàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ñ
çàòóõàíèåì, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (18),
áûëà ðåøåíà åùå â 1927 ãîäó À.À. Àíä-
ðîíîâûì è Ì.À. Ëåîíòîâè÷åì.

Îòìåòèì, ÷òî äàæå â ñëó÷àå íåóñòîé-
÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ (òî åñòü ïðè âûïîëíåíèè óñ-
ëîâèé ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ),
ïðè ñòðîãî ðàâíûõ íóëþ íà÷àëüíûõ çíà-
÷åíèÿõ ϕ  è ϕ&  îíè îñòàâàëèñü áû ðàâíû-
ìè íóëþ è â äàëüíåéøåì. Ýòèì, â ÷àñòíî-
ñòè, ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ îòëè÷àåò-
ñÿ îò îáû÷íîãî ðåçîíàíñà â âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèÿõ, ãäå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû
êîëåáàíèé ñî âðåìåíåì ïðîèñõîäèò è ïðè
íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (èç ñîñòîÿ-
íèÿ ïîêîÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèìåíèìîñòü òåîðèè
óðàâíåíèÿ Ìàòüå ê ìîäåëèðóåìîé ñèñòå-
ìå îãðàíè÷èâàåòñÿ ëèøü ïåðâûì ïîðÿä-
êîì ïî ãëóáèíå ìîäóëÿöèè ml . Äëÿ êîíå÷-
íûõ çíà÷åíèé ml  ðåçîíàíñíûå ÷àñòóòû è
ãðàíèöû èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé íå-
óñòîé÷èâîñòè äëÿ ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû

îòëè÷àþòñÿ îò ïðåäñêàçûâàåìûõ óðàâíå-
íèåì Ìàòüå. Ìû ñòîëêíåìñÿ ñ ýòèìè îò-
ëè÷èÿìè íèæå, ðàçâèâàÿ òåîðèþ ìîäåëè-
ðóåìîé ñèñòåìû âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ml .

1.3. ÈÍÒÅÐÂÀËÛ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÅÇÎÍÀÍÑÀ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ÷àñòîòû
ω  ïðèíóäèòåëüíîãî ñèíóñîèäàëüíîãî äâè-
æåíèÿ ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ, â êîòîðûõ
ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ðîòîðà â ïîëîæåíèè ðàâ-
íîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
åì (16). Ïîïûòàåìñÿ íàéòè åãî ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå ( )tϕ  â îêðåñòíîñòè îñ-
íîâíîãî ðåçîíàíñà, êîãäà ÷àñòîòà ìîäó-
ëÿöèè ïðèìåðíî âäâîå ïðåâûøàåò ÷àñòî-
òó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ( 02ωω ≈ ). Â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü ω  â âèäå

εωω += 02 , ãäå ωε << . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16)
èìååò âèä ïî÷òè ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáà-
íèÿ, ÷àñòîòà êîòîðîãî ω~  áëèçêà ê  ñîá-

ñòâåííîé ÷àñòîòå:  22~
0 εωωω +== .

Ïóñòü àìïëèòóäà è ôàçà ( )tϕ  ìåäëåííî
èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì:

( ) ( ) ( ) ttqttpt ωωϕ ~sin~cos += . (19)

Çäåñü p(t) è q (t) � ôóíêöèè âðåìåíè, èç-
ìåíÿþùèåñÿ ìåäëåííî ïî ñðàâíåíèþ ñ îñ-
öèëëèðóþùèìè ñîìíîæèòåëÿìè tω~cos  è

tω~sin . Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16)
ñîäåðæèò òàêæå âûñøèå ãàðìîíèêè ñ ÷àñ-
òîòàìè 3ω~, 5ω~, ..., íî èõ âêëàä ïðîïîðöè-
îíàëåí áîëåå âûñîêèì ñòåïåíÿì ìàëîãî
ïàðàìåòðà ml << 1. Ìû íå ó÷èòûâàåì ýòè
ãàðìîíèêè â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè (19).

Èçìåíåíèå àìïëèòóä p (t) è q (t) ñî âðå-
ìåíåì âûçâàíî ìîäóëÿöèåé ïàðàìåòðà, è
ïîýòîìó èõ ïðîèçâîäíûå òàêæå ïðîïîð-
öèîíàëüíû ìàëîé âåëè÷èíå ml . Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ϕ èç âûðàæåíèÿ (19) â äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå (16), ìû ìîæåì ïðåä-
ñòàâèòü ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( ) 2~3sin~sin~cos~2sin tttt ωωωω += ,

( ) 2~3cos~cos~sin~2sin tttt ωωωω −= .

îïóñêàÿ ïðè ýòîì âûñøèå ãàðìîíèêè ñ
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÷àñòîòîé 3ω~. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ôóíêöèé
p (t) è q (t) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà:

( ) ( ) 0~2~~2 2
0

2
0

2 =−+−− qmpq lωωγωωω & ,

( ) ( ) 0~~2~2 2
0

22
0 =−−+−− qpmp l ωωωωγω & .  (20)

Çäåñü îïóùåíû ÷ëåíû p&γ2  è q&γ2 , ïî-
ñêîëüêó ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå âîç-
ìîæíî ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáîì òðå-
íèè: äëÿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé ãëóáèíà
ìîäóëÿöèè äîëæíà ïðåâûøàòü ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå. Èç óðàâíåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî
ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè 02 ωγ lm< , òî
åñòü âêëàä îïóùåííûõ ÷ëåíîâ â (20) èìå-
åò ïîðÿäîê 2

lm .
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïðàâèëàìè,

ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî èñêàòü
â âèäå ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé âðå-
ìåíè tαexp . Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íå-
òðèâèàëüíîãî (íåíóëåâîãî) ðåøåíèÿ ïîëó-
÷àþùåéñÿ ïðè ýòîì ñèñòåìû îäíîðîäíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ α :

( ) γεωα −−≈ 22
02

1
lm . (21)

Çäåñü ïðèíÿòî âî âíèìàíèå, ÷òî

εωωω 0
2
0

2~ +≈ . Â óñëîâèÿõ òî÷íîé íà-
ñòðîéêè íà ðåçîíàíñ îòêëîíåíèå ÷àñòîòû
ε  îáðàùàåòñÿ â íóëü (ε  = 0), è óðàâíå-
íèå (21) äàåò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå ïîêà-
çàòåëÿ α , îïðåäåëÿþùåãî ýêñïîíåíöèàëü-
íîå íàðàñòàíèå àìïëèòóäû ïàðàìåòðè÷åñ-
êè âîçáóæäàåìûõ êîëåáàíèé:

γωα −≈ 20lm . (22)

Àìïëèòóäà êîëåáàíèé âîçðàñòàåò, åñëè
α  > 0. Ïîýòîìó ïîðîãîâûì óñëîâèÿì ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ñîîòâåòñòâóåò
ãëóáèíà ìîäóëÿöèè Qml 12 0 == ωγ . Òà-
êîå æå çíà÷åíèå äëÿ ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ
ïðè òî÷íîé íàñòðîéêå â ðåçîíàíñ áûëî ïî-
ëó÷åíî âûøå íà îñíîâå çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè (ñì. (13)). Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ
ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà àìï-
ëèòóäû êîëåáàíèé ïðè ðåçîíàíñå ïðîïîð-
öèîíàëåí ãëóáèíå ìîäóëÿöèè: 20ωα lm= .

Èç (21) ñëåäóåò, ÷òî â îòñóòñòâèå òðå-
íèÿ (ïðè γ  = 0) íàðàñòàþùèå ñî âðåìå-
íåì ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16) ïðè çàäàí-
íîì çíà÷åíèè ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ml ñó-
ùåñòâóþò â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ÷àñòîò,
ïðîñòèðàþùåìñÿ íà ω∆  â îáå ñòîðîíû
îò ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ 0res 2ωω = . Ïî-
ëóøèðèíà ýòîãî èíòåðâàëà ω∆  äàåòñÿ âû-
ðàæåíèåì:

0ωω lm=∆ . (23)

Ìû âèäèì, ÷òî â îòñóòñòâèå òðåíèÿ
øèðèíà ω∆2  èíòåðâàëà ÷àñòîò ìîäóëÿöèè,
â êîòîðîì âîçìîæåí îñíîâíîé ïàðàìåò-
ðè÷åñêèé ðåçîíàíñ ñ 02ωω ≈ , ïðîïîðöè-
îíàëüíà àìïëèòóäå ml ïðèíóäèòåëüíûõ ñè-
íóñîèäàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ãðóçîâ. Äëÿ
êàêîé-ëèáî ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè ω  èç ýòî-
ãî èíòåðâàëà àìïëèòóäà ïàðàìåòðè÷åñêè
âîçáóæäàåìûõ êîëåáàíèé ðàñòåò ñî âðå-
ìåíåì ýêñïîíåíöèàëüíî êàê tαexp , ãäå
ïîêàçàòåëü ðîñòà α  äàåòñÿ âûðàæåíèåì
(21) ñ γ  = 0:

( ) ( )2
res

2
02

1 ωωωα −−= lm (24)

(äëÿ 0res ωωω lm≤− ).

Ïîêàçàòåëü ðîñòà α  îáðàùàåòñÿ â íóëü

íà ãðàíèöàõ ±ω  èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñ-
òè: 0res ωωω lm±=± . Íà ýòèõ ãðàíèöàõ
âîçìîæíû ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ïîñòî-
ÿííîé àìïëèòóäû. Ïðèìåð òàêèõ êîëåáà-
íèé, ïîëó÷åííûõ â ìîäåëèðóþùåì ýêñïå-
ðèìåíòå, ïîêàçàí íà ðèñ. 4. Èç ñèììåò-
ðè÷íîãî âèäà êðèâîé ( )tϕ&  è âçàèìíîãî
ðàñïîëîæåíèÿ êðèâûõ ( )tϕ&  è v (t) ÿñíî,
÷òî ýíåðãèÿ, ïîëó÷àåìàÿ îñöèëëÿòîðîì çà
ïåðèîä êîëåáàíèé îò èñòî÷íèêà ìîäóëÿ-
öèè (ïîëîæèòåëüíàÿ ðàáîòà ñèë, ïåðåìå-
ùàþùèõ ãðóçû âäîëü ñòåðæíÿ), â òî÷íîñ-
òè ðàâíà ýíåðãèè, îòäàâàåìîé èñòî÷íèêó
(òî åñòü îòðèöàòåëüíîé ðàáîòå ýòèõ ñèë)
çà òî æå âðåìÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ áîëåå òî÷íûõ çíà÷å-
íèé ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè ±ω , ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ãðàíèöàì èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè, íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü â
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) âûñ-
øèå ãàðìîíèêè. Èõ ÷àñòóòû 3ω~, 5ω~, ...
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ðàâíû íå÷åòíûì êðàòíûì îñíîâíîé ÷àñ-
òîòû 2~

0ωω = . Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ml
ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

( ) ( ) ( ) ++= ttSttCt ωωϕ ~sin~cos 11

( ) ( ) ttSttC ωω ~3sin~3cos 33 ++ . (25)

Åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî ãðàíèöà-
ìè ±ω  èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè, ãäå êî-
ëåáàíèÿ ñòàöèîíàðíû è èõ àìïëèòóäà ñî
âðåìåíåì íå èçìåíÿåòñÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî êîýôôèöèåíòû C1, S1, C3 è S3 íå çàâè-
ñÿò îò âðåìåíè.

Ïðè ïîäñòàíîâêå (25) â óðàâíåíèå (16)
ìîæíî îïóñòèòü ÷ëåíû ñ ÷àñòîòîé 5ω~. Â
÷ëåíàõ ñ ÷àñòîòîé ω~ íóæíî óäåðæèâàòü
âåëè÷èíû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
ml , â òî âðåìÿ êàê â ÷ëåíàõ ñ ÷àñòîòîé
3ω~ íåîáõîäèìî óäåðæèâàòü âåëè÷èíû
òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â êîíöå êîíöîâ
ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå îäíîðîäíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ C1, S1, C3 è
S3. Èñêîìûå ãðàíèöû èíòåðâàëà ïîëó÷à-
þòñÿ èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâè-
àëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ýòè ãðà-
íèöû (γ = 0) äàþòñÿ ñëåäóþùèìè ÷àñòî-

òàìè ±ω :

0
2

00 8

11
2 ωωωω ll mm +±=± . (26)

×ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ml îäèíàêîâ
äëÿ îáåèõ ãðàíèö èíòåðâàëà. Îí íå ñêà-
çûâàåòñÿ íà øèðèíå èíòåðâàëà, à ëèøü
ñäâèãàåò âåñü èíòåðâàë íà âåëè÷èíó, ïðî-

ïîðöèîíàëüíóþ 2
lm .

Â ìîäåëèðóþùåé êîìïüþòåð-
íîé ïðîãðàììå íóæíî ââîäèòü
íå ÷àñòîòó ìîäóëÿöèè ω , à ïå-
ðèîä ωπ2=T . Ïîýòîìó ïðèâå-
äåì çäåñü òàêæå ïðèáëèæåííûå
âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàíèö îñíîâíî-
ãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà â åäèíèöàõ T0:

  




 −= 20

16

7

2

1
1

2 ll mm
T

T m .   (27)

Ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ íà
ëåâîé ãðàíèöå èíòåðâàëà íåóñ-
òîé÷èâîñòè áûëè ïîêàçàíû íà
ðèñ. 4. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû êî-
ëåáàíèÿ íà ïðàâîé ãðàíèöå ýòî-

ãî èíòåðâàëà. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìà-
íèå íà îòêëîíåíèå ôîðìû ãðàôèêîâ ñòà-
öèîíàðíûõ êîëåáàíèé îò ñèíóñîèäàëüíîé
êðèâîé. Ýòî îòêëîíåíèå âûçâàíî âêëà-
äîì âûñøèõ ãàðìîíèê (ãëàâíûì îáðàçîì
òðåòüåé ãàðìîíèêîé ñ ÷àñòîòîé  23ω ).
Îòíîøåíèå àìïëèòóäû òðåòüåé ãàðìîíè-
êè ê àìïëèòóäå ôóíäàìåíòàëüíîé ãàðìî-
íèêè ïðèáëèçèòåëüíî îäíî è òî æå

(
lmSSÑÑ

8

3
1313 ≈≈ ) äëÿ êîëåáàíèé

íà îáåèõ ãðàíèöàõ (ïðè îäèíàêîâîé ãëó-

áèíå ìîäóëÿöèè). Ðàçëè÷èå â ôîðìå êîëå-
áàíèé íà ïðàâîé è ëåâîé ãðàíèöàõ îáúÿñ-
íÿåòñÿ ðàçíèöåé â ñäâèãå ôàç òðåòüåé ãàð-
ìîíèêè ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâíîé â ýòèõ
ñëó÷àÿõ.

Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòàöè-
îíàðíûå êîëåáàíèÿ íà ãðàíèöàõ îñíîâíî-
ãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷è-
âîñòè ñîäåðæàò òàêæå 5-þ è 7-þ ãàðìîíè-

êè ñ ÷àñòîòàìè ω
2

5
 è ω

2

7
. ×òîáû íàéòè

ãðàíèöû èíòåðâàëà ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ,
ýòè ãàðìîíèêè ñëåäóåò âêëþ÷èòü â ïðîá-
íóþ ôóíêöèþ ( )tϕ&  (ñì. âûðàæåíèå (25)).
Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìå-
íè óäîáíåå âûáðàòü òàê, ÷òîáû äâèæåíèå
ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ ðîòîðà îïèñûâàëîñü

áû ôóíêöèåé ( ) ( )tmltl l ωcos10 += . Ïðè òà-
êîì âûáîðå ñèíóñîèäàëüíûå è êîñèíóñî-
èäàëüíûå ãàðìîíèêè íå ïåðåìåøèâàþòñÿ,
òàê ÷òî êîëåáàíèÿ íà ëåâîé ãðàíèöå èí-
òåðâàëà ñîäåðæàò òîëüêî êîñèíóñîèäàëü-

Ðèñ. 4. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà è ãðàôèêè óãëîâîé ñêîðîñòè
ðîòîðà ( )tϕ&  è ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè ãðóçîâ v (t)
äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà ëåâîé ãðàíèöå

îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè
â îòñóòñòâèå òðåíèÿ
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íûå ãàðìîíèêè, à íà ïðàâîé � ñèíóñîè-
äàëüíûå. Ïðè ó÷åòå âêëàäà âûñøèõ ãàðìî-
íèê àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòîò
ìîäóëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèöàì èí-
òåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè, îêàçûâàþòñÿ âåñü-
ìà ñëîæíûìè è ïîòîìó çäåñü íå ïðèâîäÿò-
ñÿ. Äëÿ èëëþñòðàöèè ñîãëàñèÿ ðàñ÷åòîâ ñ
ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ íèæå ïðèâî-
äÿòñÿ òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ
ìîäóëÿöèè è îòíîñèòåëüíûõ âêëàäîâ âûñ-
øèõ ãàðìîíèê äëÿ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ml
= 0.3 (30 %) è â ñêîáêàõ � ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ (ïî-
ëó÷åííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè):

Ëåâàÿ (êîñèíóñîèäàëüíàÿ) ãðàíèöà:
ïåðèîä T/T0 = 0.4066 (0.4066);
C3 /C1 = �0.103 (�0.101);
C5 /C1 = 0.015 (0.016);
C7 /C1 = 0.002 (0.001).

Ïðàâàÿ (ñèíóñîèäàëüíàÿ) ãðàíèöà: ïå-
ðèîä T/T0 = 0.5528 (0.5528);
S3 /S1 = �0.129 (�0.129);
S5 /S1 = 0.020 (0.020);
S7 /S1 = 0.003 (0.003).

Ñòðóêòóðà îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîêàçàíà íà
ðèñ. 6 a, äëÿ èäåàëèçèðîâàííîãî ñëó÷àÿ
îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ (æèðíûå ãðàíè÷íûå
êðèâûå), à òàêæå äëÿ Q = 20 è Q = 10
(òîíêèå âíóòðåííèå ëèíèè). Ãðàíèöû èí-

òåðâàëà óäîáíåå âûðàæàòü íå ÷åðåç ÷àñòî-
òó ω  ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà, à ÷åðåç ïåðè-
îä ωπ2=T . Çàøòðèõîâàííûå îáëàñòè íà
ðèñ. 6 b ïîêàçûâàþò ïåðâûå òðè èíòåðâà-
ëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè íà îä-
íîé T � ml äèàãðàììå.

Íèæíÿÿ ÷àñòü ðèñ. 5 ñîîòâåòñòâóåò ïðà-
âîé ãðàíèöå ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ. Èç àñèì-
ìåòðèè ãðàôèêà ñêîðîñòè ÿñíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå îñöèëëÿòîð ïîëó÷àåò ýíåðãèè çà ïå-
ðèîä áîëüøå, ÷åì îòäàåò íàçàä: íà èíòåð-
âàëàõ, ãäå ñêîðîñòü v îòðèöàòåëüíà (êîãäà
ãðóçû äâèæóòñÿ â íàïðàâëåíèè ê îñè ðî-
òîðà), óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà ϕ&  áîëüøå
ïî âåëè÷èíå. Èçáûòî÷íàÿ ïîëó÷àåìàÿ ýíåð-
ãèÿ ðàñõîäóåòñÿ íà ïðåîäîëåíèå òðåíèÿ,
÷åì è îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðå-
æèì êîëåáàíèé íåèçìåííîé àìïëèòóäû. Çà
ïðåäåëàìè èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè ìî-
äóëÿöèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ïðèâîäèò ëèøü
ê èñêàæåíèþ ôîðìû çàòóõàþùèõ ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé.

Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ èíòåðâàëû ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ñóæàþòñÿ è èñ-
÷åçàþò ñîâñåì ïðè ml < 1/Q. Èç óðàâíå-
íèÿ (21) (ñ α  = 0) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïðåâû-
øåíèè ïîðîãà, êîãäà ml > 1/Q, ãðàíèöàì
èíòåðâàëà ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå îò-
êëîíåíèÿ ω∆  ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè ω  â îáå
ñòîðîíû îò ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ resω :

( ) =−=∆ 22
0 4γωω lm

( ) 0
22 1 ωQml −= . (28)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî â óñ-
ëîâèÿõ ïîðîãà (êîãäà Q = 1/ml ) îáå ãðà-
íèöû èíòåðâàëà ñëèâàþòñÿ, òî åñòü èíòåð-
âàë íåóñòîé÷èâîñòè èñ÷åçàåò. Çà ïðåäåëà-
ìè èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè ìîäóëÿöèÿ
ìîìåíòà èíåðöèè âûçûâàåò ëèøü íåêîòî-
ðûå èçìåíåíèÿ ôîðìû çàòóõàþùèõ ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé, åñëè òàêîâûå áûëè
âîçáóæäåíû.

1.4. ÐÅÇÎÍÀÍÑÛ ÂÛÑØÈÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ

Êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñ ãàðìîíè÷åñ-
êîé çàâèñèìîñòüþ ìîäóëèðóåìîãî ïàðàìåò-
ðà îò âðåìåíè, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì
Ìàòüå (18), èìååò òàêæå ïàðàìåòðè÷åñêèå

Ðèñ. 5. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà è ãðàôèêè

óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòîðà ( )tϕ&  è ðàäèàëüíîé
ñêîðîñòè ãðóçîâ v (t) äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
êîëåáàíèé íà ïðàâîé ãðàíèöå îñíîâíîãî

èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè
â îòñóòñòâèå òðåíèÿ (ââåðõó)
è ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ (âíèçó)
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Ðèñ. 7. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ
âòîðîãî ïîðÿäêà (n = 2): ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ

è ãðàôèêè óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòîðà è ñêîðîñòè
ðàäèàëüíîãî ïðèíóäèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ãðóçîâ

ðåçîíàíñû âûñøèõ ïîðÿäêîâ (n > 1), ðàñ-
ïîëîæåííûå âáëèçè çíà÷åíèé ÷àñòîòû ìî-
äóëÿöèè n02ωω = . Ïåðèîä êîëåáàíèé,
ñîâåðøàþùèõñÿ â óñëîâèÿõ ëþáîãî èç ðå-
çîíàíñîâ, áëèçîê ê ïåðèîäó ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé. ×òîáû ìîäóëÿöèÿ ìîìåíòà
èíåðöèè êîìïåíñèðîâàëà (è òåì áîëåå
ïðåâîñõîäèëà) ïîòåðè ýíåðãèè èç-çà òðå-
íèÿ, äâà öèêëà ìîäóëÿöèè äîëæíû ñîâåð-
øàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè öåëîãî ÷èñëà n ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé: 2T ≈ nT0. Øèðèíà

ω∆  ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ 0=ϕ ,

0=ϕ& , áûñòðî óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷å-
íèè ïîðÿäêîâîãî íîìåðà n ïàðàìåòðè÷åñ-

êîãî ðåçîíàíñà � êàê n
lm . Ïîêàçàòåëü  s

ñêîðîñòè ðîñòà àìïëèòóäû ïðè ïàðàìåò-
ðè÷åñêîì ðåçîíàíñå óìåíüøàåòñÿ
ïðè ïåðåõîäå ê áîëåå âûñîêèì ïî-
ðÿäêàì n ñòîëü æå áûñòðî, êàê è

øèðèíà ω∆  ÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà
íåóñòîé÷èâîñòè. Îáà ýòè îáñòîÿ-
òåëüñòâà çàòðóäíÿþò ýêñïåðèìåí-
òàëüíîå íàáëþäåíèå ïàðàìåòðè÷åñ-
êèõ ðåçîíàíñîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ
n > 1 ïðè óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ
ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ml .

Äëÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, ìî-
äåëèðóåìîé â êîìïüþòåðíîé ïðî-
ãðàììå, ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ
âòîðîãî ïîðÿäêà n = 2 (ïðè 0ωω ≈

èëè 0TT ≈ ) â ñëó÷àå ìàëîé àìïëèòóäû ñè-
íóñîèäàëüíîãî äâèæåíèÿ ãðóçîâ ÷ðåçâû÷àé-
íî ñëàá è óçîê. Ãðàôèêè êîëåáàíèé â ñëó-
÷àå ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ïëàâ-
íîé ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè òîðñèîí-
íîãî îñöèëëÿòîðà ïîêàçàíû íà ðèñ. 7.

Â îòëè÷èå îò îñíîâíîãî ðåçîíàíñà, äëÿ
êîòîðîãî ïîäïèòêà îñöèëëÿòîðà ýíåðãèåé
èç-çà ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà ïðîèñõîäèò
äàæå â ïðèáëèæåíèè ÷èñòî ñèíóñîèäàëü-
íûõ êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ðîòîðà (ñì.
óðàâíåíèå (6)), â ðåçîíàíñå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ïîëîæèòåëüíûé áàëàíñ ïîëó÷àåìîé
ðîòîðîì ýíåðãèè âîçìîæåí òîëüêî áëàãî-
äàðÿ àñèììåòðè÷íûì èñêàæåíèÿì ôîðìû
âðåìåííîé çàâèñèìîñòè êîëåáàíèé ðîòî-
ðà. Òàêèå èñêàæåíèÿ, õîðîøî âèäèìûå íà

Ðèñ. 6. Îñíîâíîé èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè (à)
è äèàãðàììà ãðàíèö òðåõ ïåðâûõ èíòåðâàëîâ (b).

Òîíêèå êðèâûå, ñëåãêà îòêëîíÿþùèåñÿ îò ãðàíèö îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m, ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîãî âûðàæåíèÿ (27)

à) b)
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ðèñ. 7, îáåñïå÷èâàþò äâèæåíèå ãðóçîâ â
ñòîðîíó îñè ðîòîðà (v > 0) â ñðåäíåì ïðè
áîëüøåé ïî âåëè÷èíå óãëîâîé ñêîðîñòè
ðîòîðà ϕ& ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ îáðàòíûì
äâèæåíèåì. Èñêàæåíèÿ ôîðìû îïèñûâà-
þòñÿ âòîðîé ãàðìîíèêîé (ñ ÷àñòîòîé ω2 ),
âêëàä êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëåí ãëóáèíå
ìîäóëÿöèè ml . Ïîýòîìó ïîäïèòêà ýíåðãè-
åé èç-çà ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè ðî-
òîðà â ðåçîíàíñå âòîðîãî ïîðÿäêà ïðî-
ïîðöèîíàëüíà íå ml  (êàê â îñíîâíîì ðå-
çîíàíñå), à ëèøü 2

lm .
×òîáû íàéòè ÷àñòîòíûå ãðàíèöû âòî-

ðîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé-
÷èâîñòè, ìû èùåì äëÿ óðàâíåíèÿ (16) ðå-
øåíèå, îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíûå êî-
ëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω , áëèçêîé ê ÷àñòîòå
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé 0ω . Ïðè ó÷åòå
÷ëåíîâ âïëîòü äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ãëó-
áèíå ìîäóëÿöèè ml , ìû äîëæíû âêëþ÷èòü
â ýòî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèíóñîèäàëü-
íûå êîëåáàíèÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå1

εωω += 0  (÷àñòîòå ìîäóëÿöèè) è ñëåäóþ-
ùóþ ãàðìîíèêó ñ ÷àñòîòîé ω2 :

( ) ++= tbtat ωωϕ sincos 00

tbta ωω 2sin2cos 11 ++ . (29)

Ïðèìåð òàêèõ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáà-
íèé ïîêàçàí íà ðèñ. 8.

Ïîäñòàâëÿÿ ( )tϕ  â (18), ïðåîáðàçóåì
âñòðå÷àþùèåñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñîâ è

êîñèíóñîâ â ñóììû ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæäåñòâ, ñîõðàíÿÿ
ëèøü ÷ëåíû ñ ÷àñòîòàìè ω  è  2ω . Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îä-
íîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ a0, b0 è a1, b1:

  0
2

2
4

3
1 0

0
10

2
02

2
0 =−++










− bbmama ll ω

γ
ω
ω

,

  0
2

2
4

1
1 0

0
10

2
02

2
0 =+++










− aambmb ll ω

γ
ω
ω

,

  023 01 =− bma l ,  023 01 =+ amb l . (30)

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ýòîé
ñèñòåìû íàõîäèì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ
äëÿ àìïëèòóä a1 è b1 âòîðîé ãàðìîíèêè â
ñëîæíîì êîëåáàíèè ( )tϕ  ÷åðåç ãëóáèíó
ìîäóëÿöèè ml è àìïëèòóäû a0 è b0 îñíîâ-
íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ:

( ) 01 32 bma l= , ( ) 01 32 amb l−= . (31)

Ïî ñóùåñòâó ýòè ñîîòíîøåíèÿ îçíà-
÷àþò, ÷òî àìïëèòóäà âòîðîé ãàðìîíèêè â
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèÿõ ðàâíà (2/3)ml
îò àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ íà îñíîâíîé ÷à-
ñòîòå. Ýòî îòíîøåíèå àìïëèòóä ãàðìîíè-
÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ îäèíàêîâî äëÿ êî-
ëåáàíèé íà îáåèõ ãðàíèöàõ èíòåðâàëà íå-
óñòîé÷èâîñòè. Îäíàêî äëÿ ëåâîé è ïðàâîé
ãðàíèö âûñøèå ãàðìîíèêè äîáàâëÿþòñÿ ê

îñíîâíîìó êîëåáàíèþ â ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ îòíîñèòåëüíûõ ôàçàõ,
÷òî ïðèâîäèò ê ðàçíîé ôîðìå ðå-
çóëüòèðóþùèõ ñòàöèîíàðíûõ êîëå-
áàíèé. Ãðàôèêè ñòàöèîíàðíûõ êî-
ëåáàíèé íà ïðàâîé ãðàíèöå èíòåð-
âàëà ïîêàçàíû íà ðèñ. 9.

Ïîäñòàâëÿÿ a1 è b1 èç (31) â ïåð-
âûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (30) è
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

( ) εωωεωω 0
2
0

2
0

2 2+≈+= , ïîëó-

÷àåì ñèñòåìó äâóõ îäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé äëÿ a0 è b0:

1 Îòìåòèì, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíûì ñ÷èòàòü ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòîé ñòàöèîíàðíûõ ïàðàìåòðè÷åñêè
âîçáóæäàåìûõ êîëåáàíèé âî âñåõ ñëó÷àÿõ ÷àñòîòó 2ω , òî åñòü ïîëîâèíó ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà. Ïðè
òàêîì ñîãëàøåíèè ñïåêòð êîëåáàíèé â ñëó÷àå ðåçîíàíñîâ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ ñîäåðæèò òîëüêî íå÷åòíûå ãàðìîíè-
êè, à ñïåêòð ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ïðè ðåçîíàíñàõ ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ ñîäåðæèò òîëüêî ÷åòíûå ãàðìîíèêè,
ïðè÷åì àìïëèòóäà ôóíäàìåíòàëüíîãî êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 2ω  äëÿ ðåçîíàíñîâ ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ ðàâíà íóëþ.

Ðèñ. 8. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèê óãëîâîé ñêîðîñòè
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà ãðàíèöå èíòåðâàëà

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà (n = 2)
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Ðèñ. 9. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèê
óãëîâîé ñêîðîñòè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé

íà ïðàâîé ãðàíèöå èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà (n = 2)

0
2

12

72
0

0
0

2

0

=−









− baml ω

γ
ω

ε
,

0
12

1322
0

2

0
0

0

=









−+ bma lω

ε
ω

γ
. (32)

Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû
ñóùåñòâóåò, åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí
íóëþ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàõîäÿòñÿ çíà÷å-
íèÿ 0ωωε −= , ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè-
öàì ±ω  âòîðîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñ-
êîé íåóñòîé÷èâîñòè:

( ) 0
242 4

8

1

12

5
1 ωω 





 −++=± Qmm ll .   (33)

Îòìåòèì, ÷òî äàæå íèæíÿÿ ãðàíèöà ýòî-
ãî èíòåðâàëà ñìåùåíà îò 0ω  â ñòîðîíó
áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò. Ãðàíèöû èíòåðâàëà
ñëèâàþòñÿ íà ïîðîãå âîçáóæäåíèÿ. Èç (33)
íàõîäèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ ïîðîãà
âòîðîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà:

( )
Q

ml
2

min
= ; 2min

4

lm
Q = ;

0
2

res 12

5
1 ωω 





 += lm . (34)

Ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ â óñëîâèÿõ
ïîðîãà âòîðîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.

Óðàâíåíèå (33) äàåò ñëåäóþùèå çíà-
÷åíèÿ äëÿ ãðàíèö âòîðîãî èíòåðâàëà íå-
óñòîé÷èâîñòè ïðè íóëåâîì òðåíèè:

0
2

24

13
1 ωω 





 +=+ lm ,

0
2

24

7
1 ωω 





 +=− lm .    (35)

Òàêèì îáðàçîì, â îòñóòñòâèå
òðåíèÿ øèðèíà âòîðîãî èíòåðâàëà
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ãëóáèíû

ìîäóëÿöèè: 40
2ωωω lm=− −+ .

×òîáû â ìîäåëèðóþùåì ýêñïå-
ðèìåíòå íàáëþäàòü ñòàöèîíàðíûå êî-
ëåáàíèÿ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, íóæíî
âûáðàòü ïåðèîä ìîäóëÿöèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé îäíîé èç ýòèõ ãðàíèö, è
äîëæíûì îáðàçîì çàäàòü íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ. Äëÿ += ωω  è γ  = 0 óðàâ-
íåíèå (32) äàåò a0 = 0 (è b1 = 0). Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ −=ωω  ïîëó÷àåì b0 = 0
(è a1 = 0). ×òîáû ñâÿçàòü ýòè çíà÷åíèÿ ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, âîñïîëüçóåìñÿ âû-
ðàæåíèåì (29), êîòîðîå äàåò çàâèñèìîñòü
ϕ  îò âðåìåíè ÷åðåç a0, b0 è a1, b1. Äëÿ íà-
÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 (29) äàåò:

( ) 100 aa +=ϕ ,

( ) ( ) ( )10010 220 bbbb +≈+= ωωϕ& . (36)

Ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå

−= ωω  ïðè t = 0 õàðàêòåðèçóþòñÿ óãëî-
âûì ñìåùåíèåì ( ) 00 a=ϕ  è ñðàâíèòåëüíî
ìàëîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ (ìû âîñïîëüçî-
âàëèñü óðàâíåíèåì (31), ÷òîáû âûðàçèòü
b1 ÷åðåç a0): ( ) == 0120 ωϕ b& ( ) 0034 ωaml− .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàöèî-
íàðíûõ êîëåáàíèé ìîæíî âûáðàòü ïðî-
èçâîëüíîå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ( )0ϕ  è
ââåñòè íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü

( ) ( ) ( ) 00340 ωϕϕ lm−=& .
Äëÿ äðóãîé ãðàíèöû ÷àñòîòíîãî èíòåð-

âàëà ( +=ωω ) ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ïðè
t = 0 õàðàêòåðèçóþòñÿ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

( ) 000 bωϕ =&  è ñðàâíèòåëüíî ìàëûì óãëî-
âûì îòêëîíåíèåì: ( ) ( ) 01 320 bma l==ϕ .
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ êîëåáàíèé â ìîäåëèðóþùåì ýêñïå-
ðèìåíòå óäîáíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî íå-
êîòîðóþ íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü

( )0ϕ&  è ââåñòè íà÷àëüíîå óãëîâîå îòêëî-

íåíèå ( ) ( ) ( ) 00320 ωϕϕ &
lm= .

Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â óñëî-
âèÿõ ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ óðàâíåíèÿ (32)
äàþò b0 = a0. Ïîýòîìó
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( ) 




 += lma

3

2
10 0ϕ ,

( ) 




 −= lma

3

4
10 00ωϕ& . (37)

×òîáû ïîëó÷èòü ñòàöèîíàðíûå êîëå-
áàíèÿ íà ïîðîãå âòîðîãî ïàðàìåòðè÷åñ-
êîãî ðåçîíàíñà, ìîæíî ïðîèçâîëüíî âûá-
ðàòü íà÷àëüíîå óãëîâîå îòêëîíåíèå  ( )0ϕ
è ââåñòè íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü

( ) ( )( )lm2100 0 −= ϕωϕ& , êàê ýòî ñëåäóåò èç
(37). Èëè, â ðàâíîé ìåðå, ìîæíî ïðîèç-
âîëüíî çàäàòü íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ ñêî-

ðîñòü ( )0ϕ&  è ââåñòè íà÷àëüíîå îòêëîíå-

íèå ( ) ( )( ) 02100 ωϕϕ lm+= & . Ðàçóìååòñÿ,

äëÿ çàäàííîé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ml ïå-
ðèîä ìîäóëÿöèè äîëæåí ïðè ýòîì èìåòü
ðåçîíàíñíîå çíà÷åíèå, à äîáðîòíîñòü � ïî-
ðîãîâîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå âûðàæå-
íèåì (34).

Îòìåòèì, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå âûøå
ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ïðèáëèæåííûé õàðàê-
òåð. Îíè ñïðàâåäëèâû äëÿ ìàëûõ çíà÷å-
íèé ml , òàê êàê â ðàñ÷åòàõ ó÷èòûâàëàñü
ëèøü îäíà èç âûñøèõ ãàðìîíèê. Äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ãðàíèö âòîðîãî èíòåðâàëà íå-
óñòîé÷èâîñòè ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ íóæ-
íî âêëþ÷èòü áîëüøå ãàðìîíèê â ïðîá-
íóþ ôóíêöèþ ( )tϕ . Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ
íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè óäîáíåå âûáðàòü
òàê, ÷òîáû äâèæåíèå ãðóçîâ âäîëü ñòåðæ-
íÿ ðîòîðà îïèñûâàëîñü áû ôóíêöèåé

( ) ( )tmltl l ωcos10 += . Ïðè òàêîì âûáîðå
êîëåáàíèÿ íà ëåâîé ãðàíèöå èíòåðâàëà ñî-
äåðæàò òîëüêî êîñèíóñîèäàëüíûå ãàðìîíè-

êè, à íà ïðàâîé � ñèíóñîèäàëüíûå. Ïðè
ó÷åòå âêëàäà âûñøèõ ãàðìîíèê ðàñ÷åòû
äàþò õîðîøåå êîëè÷åñòâåííîå ñîãëàñèå ñ
ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ. Íèæå ïðèâî-
äÿòñÿ òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ ìî-
äóëÿöèè è îòíîñèòåëüíûõ âêëàäîâ âûñøèõ
ãàðìîíèê äëÿ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ml = 0.3
(30 %) è â ñêîáêàõ � ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ (ïîëó÷åííûå
ïðè ìîäåëèðîâàíèè):

Ëåâàÿ (êîñèíóñîèäàëüíàÿ) ãðàíèöà:
ïåðèîä T/T0 = 0.9502 (0.9502);
C4 /C2 = �0.203 (�0.202);
C6 /C2 = 0.038 (0.039).

Ïðàâàÿ (ñèíóñîèäàëüíàÿ) ãðàíèöà:
ïåðèîä T/T0 = 0.9727 (0.9727);
S4 /S2 = �0.207 (�0.207);
S6 /S2 = 0.039 (0.039).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû
ìîäóëÿöèè ml ãðàíèöû ýòîãî èíòåðâàëà
ïîêàçàíû âòîðûì «ÿçûêîì» íà T � ml äè-
àãðàììå (ðèñ. 6 b). ×òîáû íàáëþäàòü ñòà-
öèîíàðíûå êîëåáàíèÿ â ìîäåëèðóþùåì ýê-
ñïåðèìåíòå, íóæíî çàäàòü ïåðèîä ìîäóëÿ-
öèè, ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîé èç ãðàíèö
èíòåðâàëà, è ïðàâèëüíî ââåñòè íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ. Åñëè ( ) ( )tmltl l ωcos10 += , äëÿ
ëåâîé ãðàíèöû ìîæíî âûáðàòü ëþáîé óãîë
îòêëîíåíèÿ ( )0ϕ  è íóëåâóþ óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü. Äëÿ ïðàâîé ãðàíèöû, íàïðîòèâ,
ìîæíî çàäàòü ëþáóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü

( )0ϕ&  è íóëåâîå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå.
Â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå ïëàâ-

íîé ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè ïàðàìåò-
ðè÷åñêèé ðåçîíàíñ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñëà-
áåå è ýæå ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà, â

ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñëó÷àþ ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ìîäóëÿöèè ñî ñêà÷-
êîîáðàçíûìè èçìåíåíèÿìè ïà-
ðàìåòðà. Òðåòèé èíòåðâàë èñ÷å-
çàåò äàæå ïðè íàëè÷èè î÷åíü ñëà-
áîãî òðåíèÿ. Ñòàöèîíàðíûå êî-
ëåáàíèÿ â óñëîâèÿõ ïîðîãà âîç-
áóæäåíèÿ ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà ïîêàçàíû íà ðèñ. 11.

×òîáû íàéòè ãðàíèöû òðå-
òüåãî èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñ-
òè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâèæåíèå
ãðóçîâ ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó
( ) ( )tmltl l ωcos10 += , è âîñ-

Ðèñ. 10. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèê óãëîâîé
ñêîðîñòè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ ïîðîãà
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà (n = 2)
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ïîëüçóåìñÿ ïðîáíîé ôóíêöèåé ( )tϕ , ñî-
äåðæàùåé îñíîâíóþ ãàðìîíèêó ñ ÷àñòî-

òîé ω
2

1
 è íåñêîëüêî âûñøèõ íå÷åòíûõ

ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè ω
2

3
, ω

2

5
, ... Êî-

ëåáàíèÿ íà ëåâîé ãðàíèöå ñîäåðæàò òîëü-
êî êîñèíóñîèäàëüíûå ãàðìîíèêè, íà ïðà-
âîé � ñèíóñîèäàëüíûå. Ïîñëå ïîäñòàíîâ-
êè ïðîáíîé ôóíêöèè â äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå

   ( ) 0cos1 2
0

2 =+



 + ϕωϕω

dt

d
tm

dt

d
l (38)

íóæíî ïðèðàâíÿòü íóëþ êîýôôèöèåíòû

ïðè ãàðìîíèêàõ ñ ÷àñòîòàìè ω
2

1
, ω

2

3
,

ω
2

5
, ... Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ C1, C3, ... (èëè S1, S3, ...). Óñëîâèå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîé
ñèñòåìû äàåò óðàâíåíèå äëÿ èñêîìîé ãðà-
íèöû. Óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàêèì æå, êàê
è äëÿ ãðàíèö îñíîâíîãî èíòåðâàëà, íî òå-
ïåðü íóæíî èñêàòü åãî ïðèáëèæåííîå ðå-

øåíèå â îêðåñòíîñòè 02

3
T (âìåñòî 02

1
T ).

Â ñïåêòðå êîëåáàíèé äîìèíèðóåò òðåòüÿ

ãàðìîíèêà (÷àñòîòà ω
2

3
). Íèæå ïðèâîäÿò-

ñÿ çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ ìîäóëÿöèè è îòíî-
ñèòåëüíûõ âêëàäîâ âûñøèõ ãàðìîíèê äëÿ
ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ml = 0.3 (30 %), ïîëó-
÷åííûå ñ ó÷åòîì ãàðìîíèê äî 13-ãî ïî-
ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî (â ðàñ÷åòå èñïîëüçî-
âàëñÿ ïàêåò Mathematica) è â ñêîáêàõ �
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ (ïîëó-
÷åííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè):

Ëåâàÿ (êîñèíóñîèäàëüíàÿ)
ãðàíèöà:
ïåðèîä T/T0 = 1.4369 (1.4369);
C1 /C3 = 0.107 (0.110);
C5 /C3 = �0.289 (�0.288);
C7 /C3 = 0.065 (0.067).

Ïðàâàÿ (ñèíóñîèäàëüíàÿ)
ãðàíèöà:
ïåðèîä T/T0 = 0.5528 (0.5528);
S1 /S3 = 0.135 (0.136);
S5 /S3 = �0.291 (�0.292);
S7 /S3 = 0.066 (0.066).

Ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ íà ãðàíèöàõ
òðåòüåãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íå-
óñòîé÷èâîñòè ïîêàçàíû íà ðèñ. 12.

Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû âîçìîæíû äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïåðèîäîâ ìîäóëÿöèè, ïðè êî-
òîðûõ âîçíèêàþò ðåçîíàíñû áîëåå âûñî-
êèõ ïîðÿäêîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì èí-
òåðâàëû íåóñòîé÷èâîñòè î÷åíü óçêè, òî åñòü
îáå ãðàíèöû êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ ïî-
÷òè ñîâïàäàþò. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ çíà÷å-
íèÿ ïåðèîäîâ ìîäóëÿöèè è ñïåêòðàëüíûå
ñîñòàâû ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé äëÿ ãðà-
íèö 4-ãî è 5-ãî èíòåðâàëîâ (ïðè ml = 0.3):

Ëåâàÿ (êîñèíóñîèäàëüíàÿ) ãðàíèöà 4-
ãî ðåçîíàíñà:
ïåðèîä T/T0 = 1.9107 (1.9107);
C2 /C4 = 0.219 (0.220);
C6 /C4 = �0.377 (�0.374);
C8 /C4 = 0.100 (0.102);
C1 0 /C4 = �0.023 (�0.021).

Ïðàâàÿ (ñèíóñîèäàëüíàÿ) ãðàíèöà 4-ãî
ðåçîíàíñà:
ïåðèîä T/T0 = 1.9112 (1.9112);
S2 /S4 = 0.222 (0.222);
S6 /S4 = �0.377 (�0.377);
S8 /S4 = 0.100 (0.100);
S1 0 /S4 = �0.023 (�0.023).

Ëåâàÿ (êîñèíóñîèäàëüíàÿ) ãðàíèöà 5-
ãî ðåçîíàíñà:
ïåðèîä T/T0 = 2.3872 (2.3872);
C1 /C5 = 0.017 (0.019);
C3 /C5 = 0.319 (0.321);
C7 /C5 = �0.459 (�0.466);
C9 /C5 = 0.124 (0.146).

Ðèñ. 11. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèê óãëîâîé ñêîðîñòè
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ ïîðîãà

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà (n = 3)
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Ïðàâàÿ (ñèíóñîèäàëüíàÿ) ãðàíèöà 5-ãî
ðåçîíàíñà:
ïåðèîä T/T0 = 2.3873 (2.3873);
S1 /S5 = 0.020 (0.020);

Ðèñ. 12. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè è ãðàôèêè óãëîâîé
ñêîðîñòè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà ãðàíèöàõ

òðåòüåãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè

S3 /S5 = 0.321 (0.321) ;
S7 /S5 = �0.468 (�0.468);
S9 /S5 = 0.142 (0.144).

Ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ,
ôàçîâûå òðàåêòîðèè è ãðà-
ôèêè óãëîâîé ñêîðîñòè
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé
íà ãðàíèöàõ 4-ãî è 5-ãî èí-
òåðâàëîâ ïîêàçàíû íà ðèñ.
13 è 14 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî÷òè òî÷íîå ñîâïàäå-
íèå îáåèõ ãðàíèö äëÿ èí-
òåðâàëîâ âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìî-
äóëÿöèè ïàðàìåòðà ñ ñî-
îòâåòñòâóþùèì ïåðèîäîì
áóäåò íàáëþäàòüñÿ íå ðå-
çîíàíñíûé ðîñò êîëåáà-
íèé (äàæå â îòñóòñòâèå
òðåíèÿ), à ëèøü ñòàöèî-
íàðíûå êîëåáàíèÿ ïîñòî-
ÿííîé àìïëèòóäû. Èç ãðà-
ôèêîâ íà ðèñ. 13 è 14
ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè
òî÷íîé íàñòðîéêå íà ðå-
çîíàíñ n-ãî ïîðÿäêà îñ-
öèëëÿòîð ñîâåðøàåò â òî÷-
íîñòè öåëîå ÷èñëî n ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé (ñ ïå-
ðåìåííûìè ïåðèîäîì è
àìïëèòóäîé) ðîâíî çà äâà
öèêëà ìîäóëÿöèè ïàðà-
ìåòðà. Òàêîé ïðîöåññ
èìååò ïåðèîäè÷åñêèé õà-
ðàêòåð ïðè ïðîèçâîëüíûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, â
ïðîòèâîïîëîæíîñòü ãðà-
íèöàì èíòåðâàëîâ íèçêèõ
ïîðÿäêîâ, äëÿ êîòîðûõ
ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
ìîæíî íàáëþäàòü òîëüêî
ïðè îïðåäåëåííûõ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèÿõ.

Òàêîå ïîâåäåíèå îñ-
öèëëÿòîðà ìîæíî îáúÿñ-
íèòü íà îñíîâå àíàëîãèè
ñ õîðîøî èçâåñòíûì ÿâ-
ëåíèåì ÷àñòîòíîé ìîäóëÿ-
öèè. Â óñëîâèÿõ ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ âû-

Ðèñ. 13. Ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèêè
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé

íà ãðàíèöàõ 4-ãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè
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Ðèñ. 14. Ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèêè
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà ãðàíèöàõ 5-ãî èíòåðâàëà

ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè

Áóòèêîâ Åâãåíèé Èâàíîâè÷,
ïðîôåññîð ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÑÏáÃÓ,
eugene.butikov@gmail.com.

Abstract

The phenomenon of parametric resonance is explained and investigated both analytically
and with the help of a computer simulation. Parametric excitation is studied on the example
of the rotary oscillations of a simple linear system � mechanical torsion spring pendulum
excited by smooth periodic variations of its moment of inertia. Conditions and characteristics
of parametric resonance and regeneration are found and discussed in detail. Ranges of
frequencies within which parametric excitation is possible are determined. Stationary
oscillations at the boundaries of these ranges are investigated. Resonances of higher orders
are explained in terms of the familiar phenomenon of frequency modulation. The simulation
experiments aid greatly an understanding of basic principles and peculiarities of parametric
excitation and complement the analytical study of the subject in a manner that is mutually
reinforcing.

Keywords: linear oscillator, parametric excitation, modulation, threshold of excitation,
intervals of instability, parametric regeneration, frequency modulation.

ñîêèõ ïîðÿäêîâ ãðóçû ïå-
ðåìåùàþòñÿ âäîëü ñòåðæ-
íÿ ðîòîðà ñ ïåðèîäîì,
âåñüìà áîëüøèì ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïåðèîäîì ñîá-
ñòâåííûõ êðóòèëüíûõ êî-
ëåáàíèé ðîòîðà (T >> T0).
Ìåäëåííîå ïåðèîäè÷åñ-
êîå èçìåíåíèå ìîìåíòà
èíåðöèè îçíà÷àåò, ÷òî òå-
êóùåå çíà÷åíèå ñîáñòâåí-
íîé ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà
ïîäâåðãàåòñÿ ìåäëåííîé
ìîäóëÿöèè. Ðèñ. 13 è 14
ÿñíî ïîêàçûâàþò, êàê
ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ
ðîòîðà çàìåäëÿþòñÿ, êîã-
äà ãðóçû ñìåùåíû ê êîí-
öàì ñòåðæíÿ ðîòîðà, è óñ-
êîðÿþòñÿ ïðè ãðóçàõ,
ïðèáëèæåííûõ ê åãî îñè.
Ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü äâèæå-
íèå ðîòîðà â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ðåçîíàíñîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ êàê ÷àñòîò-
íî-ìîäóëèðîâàííîå êîëåáàíèå, â êîòîðîì
÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ðîòîðà
(äîìèíèðóþùàÿ ãàðìîíèêà) èãðàåò ðîëü
íåñóùåé ÷àñòîòû.

Ïîêàçàííûé íà ðèñ. 13 è 14 ñïåêò-
ðàëüíûé ñîñòàâ êîëåáàíèé äàåò óáåäèòåëü-

íîå ïîäòâåðæäåíèå òàêîé èíòåðïðåòàöèè.

Ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé 02 ωω ≈n  èìååò
íàèáîëüøóþ àìïëèòóäó (íåñóùåå êîëåáà-
íèå). Âêëàäû Cn � 2 è Cn + 2 áîêîâûõ ñïåêò-
ðàëüíûõ êîìïîíåíò ñ ÷àñòîòàìè ( ωω ±2n
èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè è (ïðè
n >> 1) ïî÷òè ðàâíû ïî âåëè÷èíå. Èìåííî
òàêîé ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ õàðàêòåðåí äëÿ
÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííûõ êîëåáàíèé.


