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Àííîòàöèÿ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ íîâàÿ ïàðàäèãìà êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðî-
âàíèÿ ìíîãîðàçðÿäíûõ ñèãíàëîâ, èìåþùèõ «ðàçðåæåííîå» (sparse) ïðåäñòàâëåíèå â
íåêîòîðîì áàçèñå. Îíà îïèðàåòñÿ íà èäåè ðàíäîìèçàöèè èçìåðåíèé è l1-îïòèìèçàöèè.
Ïðåäëîæåííûå íåäàâíî íîâûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ ñæèìàåìûõ äàí-
íûõ â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ «Compressive Sensing» (îïîçíàíèå ïî
ñæàòèþ.
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íèå ðàçðåæåííûõ ñèãíàëîâ.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â XX âåêå ñëîâî «èíôîðìàöèÿ» ñòàëî
òåðìèíîì âî ìíîæåñòâå íàó÷íûõ îáëàñòåé,
ïîëó÷èâ îñîáûå äëÿ íèõ îïðåäåëåíèÿ è òîë-
êîâàíèÿ. Äëÿ îáñóæäåíèÿ ïðèâåäåì íåêî-
òîðûå èç øèðîêîèñïîëüçóåìûõ [5].

Èíôîðìàöèåé (îò ëàò. informatio � «íà-
ó÷åíèå», «ñâåäåíèå», «îïîâåùåíèå») íàçû-
âàåòñÿ îïîñðåäîâàííûé ôîðìàìè ñâÿçè ðå-
çóëüòàò îòðàæåíèÿ èçìåíÿåìîãî îáúåêòà
èçìåíÿþùèìñÿ ñ öåëüþ ñîõðàíåíèÿ èõ ñè-
ñòåìíîé öåëîñòíîñòè. Â ìàòåðèàëüíîì ìèðå
èíôîðìàöèÿ ìàòåðèàëèçóåòñÿ ÷åðåç ñâîé
íîñèòåëü è áëàãîäàðÿ åìó ñóùåñòâóåò. Ìà-
òåðèàëüíûé íîñèòåëü ïðèäàåò èíôîðìàöèè
ôîðìó. Â ïðîöåññå ôîðìîîáðàçîâàíèÿ ïðî-
èçâîäèòñÿ ñìåíà íîñèòåëÿ èíôîðìàöèè.

Äàííûå (îò ëàò. data) � ýòî ïðåäñòàâëå-
íèå ôàêòîâ è èäåé â ôîðìàëèçîâàííîì âèäå,
ïðèãîäíîì äëÿ ïåðåäà÷è è îáðàáîòêè â íå-
êîòîðîì èíôîðìàöèîííîì ïðîöåññå. Äàí-
íûå � ýòî âûäåëåííàÿ (èç ñèñòåìû, áëàãî-
äàðÿ îáîñîáëåííîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íîñè-
òåëÿ) èíôîðìàöèÿ.

Çíàíèå � â ôèëîñîôñêîì ñìûñëå: ïîíè-
ìàíèå îñîçíàííîãî ÷óâñòâà; â øèðîêîì
ñìûñëå: ñîâîêóïíîñòü ïîíÿòèé, òåîðåòè÷åñ-
êèõ ïîñòðîåíèé è ïðåäñòàâëåíèé, àäåêâàò-
íî îòðàæàþùèõ îáúåêòèâíûå çàêîíîìåðíî-
ñòè ðåàëüíîãî ìèðà.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïðîáëåìà � ñâÿçàòü
âîåäèíî ïîíÿòèÿ èíôîðìàöèÿ, äàííûå, çíà-
íèÿ. Îäíà èç ôîðìóëèðîâîê ýòîé ïðîáëåìû
ñëåäóþùàÿ: êàê ïîëó÷èòü çíàíèÿ, îáåñïå-
÷èâàþùèå âîññòàíîâëåíèå íåîáõîäèìîé
ñóáúåêòó èíôîðìàöèè x ïî èìåþùèìñÿ äàí-
íûì y. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ìîæíî óïðîùåí-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ
îá èññëåäóåìîì ÿâëåíèè x ∈ X ñâÿçàíà ñ
èìåþùèìèñÿ äàííûìè y ∈ Y ÷åðåç ïîíè-
ìàíèå çàêîíîìåðíîñòåé ÿâëåíèÿ � çíàíèå
(îïåðàòîð) Φ : X → Y:

y = Φx  (= Φ(x)).

Åñëè îïåðàòîð Φ îáðàòèì, òî îí îáåñïå÷è-
âàåò èñ÷åðïûâàþùèå çíàíèÿ äëÿ ïîëíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ x ïî y.

Ïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè y, x ∈ RN è
íåâûðîæäåííîé N × N ìàòðèöå Φ èç ìàò-
ðè÷íîé àëãåáðû õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
x = Φ�1y.
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Äëÿ îòêðûòûõ ñèñòåì òèïè÷íûì ÿâëÿ-
åòñÿ ñëó÷àé, êîãäà äàííûå ïîäâåðæåíû âëè-
ÿíèþ íåêîíòðîëèðóåìûõ âîçìóùåíèé

y = Φ x + ξ.
Âûäåëåíèå ñëàãàåìîãî ξ ñ ôèëîñîôñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïîä÷åðêèâàåò âëèÿíèå íà äàí-
íûå y äðóãèõ ÿâëåíèé âíå îïðåäåëÿåìûõ x.
Äàæå ïðè îòñóòñòâèè ïðÿìîãî âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå áîëåå
åñòåñòâåííîå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Îáû÷íî ïîëó÷åíèå äàííûõ � ïðîöåññ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ x ñ íåêîòîðîé èçìåðèòåëüíîé
ñèñòåìîé, ó êîòîðîé åñòü ñâîè õàðàêòåðèñ-
òèêè, ñîâîêóïíîå âëèÿíèå êîòîðûõ îáúå-
äèíÿåò ξ.

Ïðè íåçíà÷èòåëüíîì óðîâíå âíåøíèõ
âîçìóùåíèé ξ (èëè ïðè èõ çàòóõàþùåì õà-
ðàêòåðå) çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè x ïî y ñâî-
äèòñÿ ê ïðîáëåìå îáðàùåíèÿ îïåðàòîðà Φ,
÷òî îáû÷íî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ
êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé: ïðè x ∈ RN âûáè-
ðàþò m > N è y ∈ Rm.

Ïðè ñóùåñòâåííûõ âíåøíèõ âîçìóùå-
íèÿõ ξ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòè÷åñ-
êàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, âîçìîæíîñòè ðåøå-
íèÿ êîòîðîé ïðè m >> N äåòàëüíî èçó÷åíû
â ðàìêàõ òðàäèöèîííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òå-
îðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ [7]. Ïðè
ýòîì îáû÷íî âíåøíèå âîçìóùåíèÿ ñ÷èòà-
þò ðåàëèçàöèåé íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ
íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Îäíàêî â ïðè-
ëîæåíèÿõ ýòî äîïóùåíèå ÷àñòî íàðóøàåò-
ñÿ, ÷òî ìîæåò ñèëüíî ñêàçûâàòüñÿ íà ðàáî-
òå òðàäèöèîííûõ îöåíî÷íûõ ïðîöåäóð. Íà
ïåðâûé âçãëÿä, ýòî êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì,
íî çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè x ìîæåò áûòü
ýôôåêòèâíî ðåøåíà è â ñëó÷àå íåöåíòðè-
ðîâàííûõ, êîððåëèðîâàííûõ è äàæå íåñëó-
÷àéíûõ ïîìåõ [6; 16] çà ñ÷åò ñëó÷àéíîãî
âûáîðà ìàòðèöû Φ. Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñëó-
÷àéíûõ ðåãðåññîðîâ äëÿ óñòðàíåíèÿ ýôôåêòà
ñìåùåíèÿ áûëà âûäâèíóòà Ð. Ôèøåðîì [15]
â âèäå ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðèíöèïà ïëà-
íèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Ïîìèìî çàäà÷è
ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîé ðåã-
ðåññîðû ìîãóò áûòü ðàíäîìèçèðîâàíû ýêñ-
ïåðèìåíòàòîðîì, ñëó÷àéíûå âõîäû âîçíè-
êàþò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ èäåíòèôèêàöèè,
ôèëüòðàöèè, ðàñïîçíàâàíèÿ è ò. ä.

Â ìîíîãðàôèè [6] äåëàþòñÿ îáùèå âû-
âîäû î òîì, ÷òî ðàíäîìèçàöèÿ ïðîöåññà
èçìåðåíèé ïîçâîëÿåò

� óñòðàíèòü ýôôåêò ñìåùåíèÿ è
� óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, à

çíà÷èò, è íàáëþäåíèé.
Êàêîâà ðàçìåðíîñòü N â òèïè÷íûõ ñëó-

÷àÿõ? Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ
èíôîðìàöèè áåðåò íà÷àëî ñî çíàìåíèòîé
Òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà [10] (Íàéêâèñòà-
Øåííîíà â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå), êî-
òîðàÿ ãëàñèò, ÷òî, åñëè àíàëîãîâûé ñèãíàë
x = {f (t) : t ∈ R} ∈ L2(R) èìååò îãðàíè÷åí-
íûé ñïåêòð, òî îí ìîæåò áûòü âîññòàíîâ-
ëåí îäíîçíà÷íî è áåç ïîòåðü ïî ñâîèì äèñ-
êðåòíûì îòñ÷åòàì, âçÿòûì ñ ÷àñòîòîé áî-
ëåå óäâîåííîé ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû ñïåê-
òðà ωmax, èëè (ôîðìóëèðóÿ èíà÷å) ïî îò-
ñ÷åòàì, âçÿòûì ñ ïåðèîäîì ìåíüøå ïîëóïå-
ðèîäà ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû ñïåêòðà ωmax

( ) ( )( )∑
∈

−=
Zi

i itsincytf maxωπ ,

ãäå ( )maxωifyi =  � îòñ÷åòû ôóíêöèè f (t)

(ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ

äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà â êàæäûé èç

ìîìåíòîâ âðåìåíè 
maxωi  ), ( ) ( )

t

t
tcsin

sin= .

Â ÕÕI âåêå ðåçêî óâåëè÷èëèñü îáúåìû
îáðàáàòûâàåìîé èíôîðìàöèè. Â çíà÷èòåëü-
íîé ñòåïåíè ýòî ñâÿçàíî ñ ìàññîâûì ïåðåõî-
äîì ê îáðàáîòêå ïîòîêîâ äâóìåðíûõ (2-D) è
òðåõìåðíûõ (3-D) äàííûõ.

Â ñîâðåìåííûõ ïðèëîæåíèÿõ äëÿ öèô-
ðîâûõ ôîòî è âèäåîêàìåð òðàäèöèîííîå
òðåáîâàíèå î íåîáõîäèìîé ÷àñòîòå èçìåðå-
íèÿ íàñòîëüêî âûñîêî, ÷òî ñëèøêîì áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî ïîëó÷àþùèõñÿ äàííûõ íàäî
ñóùåñòâåííî ñæèìàòü ïåðåä õðàíåíèåì èëè
ïåðåñûëêîé. Â äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ, âêëþ-
÷àÿ ñèñòåìû îòîáðàæåíèÿ (ìåäèöèíñêèå
ñêàíåðû è ðàäàðû) è áûñòðîäåéñòâóþùèå
àíàëîãî-öèôðîâûå êîíâåðòåðû, óâåëè÷åíèå
÷àñòîòû èçìåðåíèé î÷åíü äîðîãî.

Ñëîæíîñòü òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ êâàí-
òîâàíèÿ ñèãíàëîâ âîçðàñòàåò ïî ýêñïîíåí-
öèàëüíîìó çàêîíó ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè.
Êâàíòîâàíèå 1-D ñèãíàëîâ ïðè N = 103 îò-
ñ÷åòîâ ñîîòâåòñòâóåò 106 â ñëó÷àå 2-D, à â
3-D � 109, ÷òî óæå ñëèøêîì âåëèêî.
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Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÷ðåçâû-
÷àéíî èíòåðåñíî èññëåäîâàòü âîçìîæíîñ-
òè âîññòàíîâëåíèÿ x ∈ RN ïî y ∈ Rm ïðè

 m << N,

÷òî, êîíå÷íî æå, íåðåàëèçóåìî â îáùåì
ñëó÷àå. Íî â ïîñëåäíåå âðåìÿ íà ñìåíó
òðàäèöèîííîé òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ
ïðèõîäèò íîâàÿ ïàðàäèãìà Compressive
Sensing (CS, «îïîçíàíèå ïî ñæàòèþ»), ïî-
çâîëÿþùàÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî âîññòàíàâëè-
âàòü «ðàçðåæåííóþ» (sparse) èíôîðìàöèþ  x
[12; 14]. Àíãëîÿçû÷íûé òåðìèí compressive
sensing çà ïîñëåäíèå ïÿòü ëåò ñòàë óæå îá-
ùåóïîòðåáèìûì. Â [9] ïðåäëîæåí ïåðåâîä
íà ðóññêèé ÿçûê � ñæàòûå èçìåðåíèÿ.
Á.Ò. Ïîëÿê íà îäíîì èç íàó÷íûõ ñåìèíà-
ðîâ â ÈÏÓ ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü òåð-
ìèí îïîçíàíèå, êîòîðûé, ïî íàøåìó ìíå-
íèþ, òî÷íåå îòðàæàåò ñïåöèôèêó íîâîãî
ïîäõîäà.

Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ñòàòüè � ðàçúÿñíèòü
÷èòàòåëÿì ýòó íîâóþ ïàðàäèãìó, îñíîâàí-
íóþ íà ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó ñèãíàëà
íåàäàïòèâíûõ ðàíäîìèçèðîâàííûõ (ñëó÷àé-
íûõ) ëèíåéíûõ ïðîåêòèðîâàíèÿõ, ïî ðåçóëü-
òàòàì êîòîðûõ èíôîðìàöèÿ âîññòàíàâëèâà-
åòñÿ, èñïîëüçóÿ ìåòîäû l1-îïòèìèçàöèè: x
íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷è ñëåäóþùåãî âèäà

[ ] xyjxx
j

Φ=→= ∑ :min
1

.

Íîâàÿ ìåòîäèêà áàçèðóåòñÿ íà îïðåäå-
ëåííîì (îáû÷íî ðàíäîìèçèðîâàííîì) âû-
áîðå ìàòðèöû èçìåðåíèé è òîì, ÷òî ïîëó-
÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå l1-îïòèìèçàöèè âåê-
òîð x̂ èìååò íå áîëåå m íåíóëåâûõ êîìïî-
íåíò, òî åñòü � ñèëüíî ðàçðåæåííûé. Ïîñ-
ëåäíèé ôàêò áûë óñòàíîâëåí â ñòóäåí÷åñ-

êîé êóðñîâîé ðàáîòå îäíîãî èç àâòîðîâ ïðè
ðåøåíèè ïðîáëåìû î ïîñòðîåíèè l1 îïòè-
ìàëüíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà íå-
ìèíèìàëüíîôàçîâîãî îáúåêòà, ïåðâîíà÷àëü-
íî ïðåäñòàâëåííîé â [3], ïîçæå â æóðíàëå
«Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà» áûëî äàíî
ðàçâåðíóòîå îáúÿñíåíèå ñ äåòàëüíîé ãåîìåò-
ðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé [1]. ×åðåç òðè
ãîäà ïîõîæèé ðåçóëüòàò áûë îïóáëèêîâàí â
«IEEE Trans. on Automat. Control» [13].

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïîñëå ââåäåíèÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå
äàåòñÿ ôîðìàëèçîâàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà-
÷è. Â òðåòüåì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ âîçìîæ-
íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ è àíàëèçèðóþòñÿ âîç-
íèêàþùèå ïðîáëåìû. Äàëåå ðàçáèðàþòñÿ
ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåðû è â çàêëþ÷åíèè îá-
ñóæäàþòñÿ ïåðñïåêòèâû. Ñòðóêòóðà ñòàòüè
âî ìíîãîì ñëåäóåò [4].

Ïðåäñòàâëåííûå â ñòàòüå èäåè ìîãóò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èëëþñòðàöèè ñâÿçåé
ìåæäó ïîëó÷åíèåì äàííûõ, ñæàòèåì, ñîêðà-
ùåíèåì ðàçìåðíîñòè è îïòèìèçàöèåé â ó÷åá-
íûõ êóðñàõ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ ïðè ïîäãî-
òîâêå âûïóñêíèêîâ â îáëàñòÿõ öèôðîâîé
îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, ñòàòèñòèêå è ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêå.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ èññëåäîâàòåëÿ èí-
ôîðìàöèÿ x ãåíåðèðóåò íåêîòîðûé ñèãíàë1

f, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðîãî ñ ðåãèñòðèðóþ-
ùèìè ïðèáîðàìè ìîæíî íàáëþäàòü, è ïî-
ëó÷àòü äàííûå y, ïî êîòîðûì èññëåäîâàòåëü
ìîæåò ïûòàòüñÿ âîññòàíàâëèâàòü (îöåíèâàòü)
x (ñì. ðèñ. 1). Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ èñõîäíîå ïîíÿòèå èíôîðìàöèè x

1 Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà ñèãíàë èç îáëàñòè òåëåêîììóíèêàöèé � äàíü òðàäèöèè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè
ðå÷ü ìîæåò èäòè î äàííûõ ëþáîé ïðèðîäû.

Ðèñ. 1. Ñõåìà ïîëó÷åíèÿ è îáðàáîòêè äàííûõ
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ìîæåò áûòü îïèñàíî ñóùåñòâåííî ïðîùå,
÷åì ôàêòè÷åñêè íàáëþäàåìûå èññëåäîâà-
òåëåì ñèãíàëû f. Íàïðèìåð, äëÿ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèÿ â íåêîòîðîé ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ
íàäî çíàòü, ÷òî â ðåãèñòðèðóþùåì êàíàëå
ïîÿâèëñÿ ñèãíàë â âèäå íåêîòîðîé àêóñòè-
÷åñêîé èëè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Èí-
òåðåñåí ïðîñòî îòâåò íà âîïðîñ äà/íåò �
îäèí áèò, â òî âðåìÿ êàê ïîñòóïàþùèé ñèã-
íàë ìîæåò èìåòü ñëîæíóþ ôîðìó è áûòü
ðàñïðåäåëåííûì âî âðåìåíè è ïðîñòðàí-
ñòâå � ìíîãîðàçðÿäíûé âåêòîð. Ó÷åò èìåííî
òàêîãî ðîäà ñïåöèôèêè ëåæèò â îñíîâå íî-
âîé ïàðàäèãìû îáðàáîòêè èíôîðìàöèè CS,
àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ â ïîñëåäíåå
âðåìÿ.

Ñæèìàåìûå ñèãíàëû. Ðàññìîòðèì âå-
ùåñòâåííûé îäíîìåðíûé äèñêðåòíûé ñèã-
íàë f êîíå÷íîé äëèíû. Åãî çíà÷åíèÿ ñî-
ñòàâëÿþò N × 1 âåêòîð-ñòîëáåö â RN ñ ýëå-
ìåíòàìè f [n], n = 1, 2, ..., N. (Áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü 2D-èçîáðàæåíèÿ èëè äàííûå
áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé âåêòîðèçîâàííûìè â
äëèííûé îäíîìåðíûé âåêòîð.) Ëþáîé ñèã-
íàë â RN ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî íåêîòî-

ðîìó áàçèñó èç âåêòîðîâ { jψ } N
j 1=  ðàçìåðíî-

ñòè N × 1. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòîò áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé. Èñïîëüçóÿ
N × N ìàòðèöó áàçèñà ( )Nψψψ ...,,, 21=Ψ
ñî ñòîëáöàìè èç âåêòîðîâ { jψ }, ñèãíàë f

ìîæåò áûòü âûðàæåí êàê

[ ] j

N

j

jxxf ψ∑
=

=Ψ=
1

, (1 )

ãäå x � N × 1 âåêòîð-ñòîëáåö âåñîâûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ [ ] xxjx T
jj ψψ == ,  è .T îáî-

çíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.
Î÷åâèäíî, ÷òî f è x � ýêâèâàëåíòíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé è òîé æå èíôîðìà-
öèè. Îáû÷íî f íàçûâàþò ïðåäñòàâëåíèåì âî
âðåìåííîé (èëè ïðîñòðàíñòâåííîé) îáëàñ-
òè, à x � â Ψ -îáëàñòè.

Ñèãíàë f íàçûâàåòñÿ s-ðåäêèì (s-sparse),
åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
òîëüêî s áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òî åñòü òîëüêî
s êîýôôèöèåíòîâ x [ j ] â (1) îòëè÷íû îò
íóëÿ, à îñòàëüíûå (N � s) � íóëè.

Èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà s << N. Äëÿ
òàêèõ s-ðåäêèõ ñèãíàëîâ ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî èõ ïðåäñòàâëåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåé
Ψ -îáëàñòè è ÿâëÿåòñÿ òîé ñóùåñòâåííîé
èíôîðìàöèåé, êîòîðóþ îíè â ñåáå íåñóò.
Ýòà èíôîðìàöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
äâóìÿ íàáîðàìè èç s íàòóðàëüíûõ (èíäåê-
ñîâ) è âåùåñòâåííûõ (çíà÷åíèé) ÷èñåë.

Íàðÿäó ñ îïðåäåëåíèåì s-ðåäêèõ ñèãíà-
ëîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü è áîëåå îáùåå ïî-
íÿòèå ñæèìàåìîãî ñèãíàëà. Ñèãíàë f íàçû-
âàåòñÿ ñæèìàåìûì, åñëè ó íåãî åñòü ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå ôîðìóëû (1), â êîòîðîé
òîëüêî íåñêîëüêî êîýôôèöèåíòîâ x [ j ] äî-
ñòàòî÷íî âåëèêè, à áîëüøèíñòâî îñòàëü-
íûõ � ìàëû.

Òðàíñôîðìèðóþùåå êîäèðîâàíèå è åãî
íåýôôåêòèâíîñòü. Òîò ôàêò, ÷òî ñæèìàå-
ìûå ñèãíàëû õîðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ
s-ðåäêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, ëåæèò â îñíî-
âå òðàíñôîðìèðóþùåãî êîäèðîâàíèÿ, ñ êî-
òîðûì ìíîãèå óæå ñòàëêèâàþòñÿ äàæå â
áûòó, èñïîëüçóÿ JPEG, MP3, MPEG ôîðìà-
òû ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèé, ìåëîäèé è
âèäåî. Â ñèñòåìàõ ïîëó÷åíèÿ äàííûõ (íà-
ïðèìåð, öèôðîâûå ôîòî è âèäåîêàìåðû)
òðàíñôîðìèðóþùåå êîäèðîâàíèå èãðàåò
öåíòðàëüíóþ ðîëü: ïî ïîëó÷åííîé ïîëíîé
N-âûáîðêå ñèãíàëà f êîìïëåêò êîýôôèöè-
åíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ {x [ j ]} âû÷èñëÿåòñÿ
÷åðåç x = Ψ T f, ïîñëå ÷åãî èç x ëîêàëèçèðó-
þò s áîëüøèõ êîìïîíåíò, à îñòàëüíûå N � s
îòáðàñûâàþò. Â èòîãå êîäèðóþòñÿ s çíà÷å-
íèé è íîìåðà èõ ìåñò. Ê ñîæàëåíèþ, ýô-
ôåêòèâíîñòü ýòîãî ïîäõîäà «ñíà÷àëà ïîë-
íàÿ âûáîðêà � ïîòîì ñæàòèå» ñòðàäàåò òðå-
ìÿ âðîæäåííûìè íåäîñòàòêàìè.

Âî-ïåðâûõ, íà÷àëüíûé ðàçìåð âûáîðêè
N ìîæåò áûòü ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøèì, äàæå
åñëè ðàçìåð s ïîëó÷àåìîãî íàáîðà êîìïî-
íåíò ÿâëÿåòñÿ ìàëûì.

Âî-âòîðûõ, âñå N êîýôôèöèåíòîâ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ {x [ j ]} äîëæíû áûòü âû÷èñëå-
íû äàæå ïðè òîì, ÷òî îò áîëüøèíñòâà êðî-
ìå s èç íèõ â ðåçóëüòàòå îòêàæóòñÿ.

Â-òðåòüèõ, äîïîëíèòåëüíî äîëæíû áûòü
çàêîäèðîâàíû ìåñòîïîëîæåíèÿ s áîëüøèõ
êîýôôèöèåíòîâ.
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Çàäà÷à îïîçíàíèÿ ïî ñæàòèþ
(Compressive Sensing). Ïåðå÷èñëåííûå
âûøå íåäîñòàòêè òðàíñôîðìèðóþùåãî êî-
äèðîâàíèÿ ñíèìàþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè
íîâîãî ïîäõîäà îïîçíàíèÿ ïî ñæàòèþ
(Compressive Sensing, CS) çà ñ÷åò ïðÿìîãî
ïîëó÷åíèÿ ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà
áåç ïðîìåæóòî÷íîé ñòàäèè ïîëó÷åíèÿ
N-âûáîðêè.

Ðàññìîòðèì îáùèé ëèíåéíûé ïðîöåññ
èçìåðåíèÿ, êîòîðûé âû÷èñëÿåò m < N âíóò-
ðåííèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ìåæäó f è

íåêîòîðîé êîëëåêöèåé âåêòîðîâ {
ia } m

i 1= :

fay ii ,= .

Ñîáåðåì ðåçóëüòàòû yi â m × 1 âåêòîð-
ñòîëáåö y, à èç òðàíñïîíèðîâàííûõ âåêòî-
ðîâ èçìåðåíèé T

ia ñôîðìèðóåì ñòðîêè ìàò-

ðèöû A ðàçìåðíîñòè m × N. Ïîäñòàâëÿÿ Ψ
èç (1), âûðàæåíèå äëÿ y ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

y = A f = A Ψ x = Φ x, (2)

ãäå Φ  = A Ψ  � ìàòðèöà m × N. Ìàòðèöà A
ôèêñèðîâàíà è íå çàâèñèò îò ñèãíàëà f (ïðî-
öåññ èçìåðåíèÿ íåàäàïòèâåí).

Çàäà÷à îïîçíàíèÿ ïî ñæàòèþ (Compres-
sive Sensing) ñîñòîèò â ïðîåêòèðîâàíèè

� òàêîé óíèâåðñàëüíîé ìàòðèöû èçìå-
ðåíèé A, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ î
ëþáîì s-ðåäêîì (èëè ñæèìàåìîì ñèãíàëå)
íå áóäåò ïîâðåæäåíà ïðè ñîêðàùåíèè ðàç-
ìåðíîñòè îò f ∈ RN ê y ∈ Rm;

� àëãîðèòìà ðåêîíñòðóêöèè, âîññòàíàâ-
ëèâàþùåãî x (à ñëåäîâàòåëüíî, è f) òîëüêî
ïî m ~ s èçìåðåíèÿì (èëè ïî ïðèìåðíî òà-
êîìó æå ÷èñëó èçìåðåíèé, êàê ïåðåäàâàå-
ìîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ ïðè òðàäèöèîí-
íîì òðàíñôîðìèðóþùåì êîäèðîâàíèè).

3. ÐÅØÅÍÈÅ

Ïðîåêòèðîâàíèå óíèâåðñàëüíîé ìàòðè-
öû èçìåðåíèé. Ìàòðèöà èçìåðåíèé A äîë-
æíà ïîçâîëÿòü ðåêîíñòðóêöèþ ñèãíàëà f
äëèíû N ïî ìåíüøåìó ÷èñëó èçìåðåíèé
m < N (ïî âåêòîðó y). Ïîñêîëüêó m < N, òî
ýòà çàäà÷à � ïëîõîîáóñëîâëåííàÿ. Åñëè, îä-
íàêî, f � s-ðåäêèé âåêòîð è ìåñòîïîëîæå-
íèÿ s îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîýôôèöèåíòîâ â

x èçâåñòíû, òî çàäà÷à ìîæåò áûòü ðàçðåøè-
ìîé ïðè m ≥ s. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè òàêîé óïðîùåííîé çà-
äà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîãî
0 < λ < ∞ è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà z, ó êîòîðî-
ãî âûäåëÿþòñÿ òå æå s íåíóëåâûõ êîìïî-
íåíò, êàê è ó x, âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

222
1 zzz λλ ≤Φ≤− . (3)

Òî åñòü ìàòðèöà Φ = A Ψ  äîëæíà
ñîõðàíÿòü äëèíû òàêèõ ñïåöèôè÷åñêèõ
s-ðåäêèõ âåêòîðîâ. (Çäåñü è äàëåå

[ ]( ) ρρ
ρ

1
1∑ == N

j
jzz , ρ = 1, 2). Êîíå÷íî,

â îáùåì ñëó÷àå ìåñòîïîëîæåíèÿ s âõîæäå-

íèé îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò â x íåèç-
âåñòíû. Îäíàêî, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3) äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ 2s-ðåäêèõ âåêòîðîâ z ÿâëÿåò-
ñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæ-
íîñòè ñòàáèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ëþ-
áîãî s-ðåäêîãî âåêòîðà x. Â ñïðàâåäëèâîñòè
ýòîãî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðîâåäÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî «îò ïðîòèâíîãî». Â êà÷åñòâå îäíîçíà÷-
íîãî ïðàâèëà äåêîäèðîâàíèÿ ìîæíî âûá-
ðàòü ñëåäóþùåå: ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ
x, òàêèõ, ÷òî y = Φ x, âûáèðàåì òîò, ó êîòî-
ðîãî ìåíüøå âñåãî íåíóëåâûõ êîýôôèöè-
åíòîâ. Ïóñòü ó çàäà÷è åñòü äâà ðàçëè÷íûõ
ðåøåíèÿ x′  è x′′ . Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç
íèõ èìååò íå áîëåå, ÷åì s íåíóëåâûõ êîì-
ïîíåíò. Âåêòîð xxx ′′−′=  ÿâëÿåòñÿ 2s-ðåä-

êèì, òàê êàê âåêòîðà x′ , x′′  � s-ðåäêèå. Íî
â ñèëó ëèíåéíîñòè 0=′′Φ−′Φ=Φ xxx , à,
çíà÷èò, â ñèëó (3), èìååì 0=x , òî åñòü

xx ′′=′ . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ñâîéñòâà, ïîõîæèå íà (3), â ëèòåðàòóðå

íàçûâàþò «îãðàíè÷åííîé èçîìåòðèåé» ( RIP,
Restricted Isometry Property). Óñëîâèÿ RIP
äëÿ 2s-ðåäêèõ âåêòîðîâ íåðîáàñòíûå â òîì
ñìûñëå, ÷òî èõ âûïîëíåíèÿ íåäîñòàòî÷íî
äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

� ïðîèçâîëüíîãî s-ðåäêîãî ñèãíàëà ïðè
íàáëþäåíèÿõ y ñ ïîìåõàìè

èëè
� ñæèìàåìîãî ñèãíàëà ñ ìàëûìè, íî íå-

íóëåâûìè (N � s) êîìïîíåíòàìè.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íûìè ÿâëÿþòñÿ

óñëîâèÿ RIP äëÿ 3s-ðåäêèõ âåêòîðîâ â òîì
ñìûñëå, ÷òî



9

Ðàíäîìèçàöèÿ äàííûõ è l
1
-îïòèìèçàöèÿ

ÈÍÆÅÍÅÐÈß ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÃÎ ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈß

1
*

1
ˆ xxconstxx −≤− ,

ãäå x̂ � ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ x, à *x  �
âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç x îáíóëåíèåì âñåõ
êðîìå s íàèáîëüøèõ ïî ìîäóëþ êîìïîíåíò.

Íàðÿäó ñ óñëîâèÿòè RIP â CS èñïîëüçó-
åòñÿ óñëîâèå ìàëîñòè âçàèìíîé çàâèñèìîñ-
òè ( )Ψ;Aµ  ñòðîê {ai} ìàòðèöû A è ñòîëá-
öîâ { jψ } ìàòðèöû Ψ , íàçûâàåìîå «íåêî-
ãåðåíòíîñòþ» A è Ψ , âûïîëíåíèå êîòî-
ðîãî òðåáóåò, ÷òîáû ñòðîêè ìàòðèöû A íå
ìîãëè ðåäêî ïðåäñòàâëÿòü ñòîëáöû Ψ  (è
íàîáîðîò). Â CS øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ
ôàêò, ÷òî ñëó÷àéíûå ìàòðèöû A ñèëüíî
íåêîãåðåíòíû ñ ëþáûì ôèêñèðîâàííûì
áàçèñîì Ψ .

Ïðÿìîå ïîñòðîåíèå ìàòðèöû èçìåðåíèé
A òàêîé, ÷òîáû Φ = AΨ  îáëàäàëà ñâîéñòâîì
RIP òðåáóåò ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

(3) äëÿ êàæäîé èç ( )!!

!

sNs

N
Cs

N −
=  âîçìîæ-

íûõ êîìáèíàöèé âõîæäåíèé s îòëè÷íûõ îò

íóëÿ êîìïîíåíò â âåêòîð z äëèíû N. Îäíà-
êî îêàçàëîñü, ÷òî âûïîëíåíèå ñâîéñòâà RIP
ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ñ âûñîêîé âåðîÿò-
íîñòüþ ïðîñòî çà ñ÷åò âûáîðà ñëó÷àéíîé
ìàòðèöû â êà÷åñòâå A (ðàíäîìèçàöèè ïðî-
öåññà íàáëþäåíèÿ). Ïðè ýòîì âåêòîð ðåçóëü-
òàòîâ èçìåðåíèé y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
ñòî íàáîð m ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáè-
íàöèé êîìïîíåíò f ñî ñëó÷àéíî âûáðàííû-
ìè âåñàìè.

Ñëó÷àéíàÿ m × N ìàòðèöà èçìåðåíèé A
c íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûìè (i.i.d.) ýëåìåíòàìè a[i, j] ñ íîðìàëü-
íîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûìè
ñðåäíèìè è äèñïåðñèåé 1/m èìååò äâà èí-
òåðåñíûõ è ïîëåçíûõ ñâîéñòâà:

1) åñëè
( )sNscm log1≥ , (4)

òî ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò RIP ñ âåðîÿò-

íîñòüþ mce 221 −−≥ , ãäå c1, c2 > 0 � ìàëûå
ïîñòîÿííûå (ñëåäîâàòåëüíî, s-ðåäêèå è ñæè-
ìàåìûå ñèãíàëû äëèíû N ìîãóò áûòü ñ âû-
ñîêîé âåðîÿòíîñòüþ âîññòàíîâëåíû òîëüêî
ïî m << N ñëó÷àéíûì èçìåðåíèÿì);

2) ìàòðèöà A óíèâåðñàëüíà â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî íå òîëüêî ñóùåñòâåííàÿ èíôîðìà-
öèÿ î ëþáîì s-ðåäêîì (èëè ñæèìàåìîì ñèã-

íàëå) íå áóäåò ïîâðåæäåíà ïðè ñîêðàùå-
íèè ðàçìåðíîñòè îò f ∈ RN ê y ∈ Rm, íî è

ìàòðèöà Φ = A Ψ  áóäåò ñëó÷àéíîé ìàòðè-
öåé ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè i.i.d. ýëå-

ìåíòàìè, è, òàêèì îáðàçîì, Φ  áóäåò îáëà-
äàòü ñâîéñòâîì RIP ñî ñòîëü æå âûñîêîé
âåðîÿòíîñòüþ íåçàâèñèìî îò âûáîðà îðòî-
íîðìèðîâàííîãî áàçèñà Ψ .

Ðåçóëüòàò î âûïîëíåíèè ñ âûñîêîé âå-
ðîÿòíîñòüþ óñëîâèÿ RIP èç ñâîéñòâà (4) ñëó-
÷àéíîé ìàòðèöåé A âî ìíîãîì îïèðàåòñÿ íà
ñóùåñòâåííî áîëåå ðàííèå ðàáîòû [8; 2].

Äëÿ CS ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå
ñëó÷àéíûå ìàòðèöû èçìåðåíèé:

� ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà i.i.d. ýëåìåíòîâ
ai, j ïî ñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ Áåð-

íóëëè ( )
2

1
1, =±= maP ji ;

� ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà i.i.d. ýëåìåíòîâ

ai, j, êîãäà { }ma ji 3,0, ±∈  ñ îäèíàêîâîé

âåðîÿòíîñòüþ 1/3;
� ðàâíîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà N

ñòîëáöîâ íà åäèíè÷íîé ñôåðå â Rm;
� ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ïðîåêòîðà P è åãî

íîðìàëèçàöèÿ P
m

N
A = . Âûïîëíåíèå RIP

îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì (4) ñî ñâîåé ïî-

ñòîÿííîé c1, çàâèñÿùåé îò âûáðàííîãî ñïî-
ñîáà ãåíåðàöèè ñëó÷àéíîé ìàòðèöû A. Íà
ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî õîðîøî ðàáîòà-
þò ñèñòåìû ñ m ≈ 4s.

Ñ ðîñòîì N ñóùåñòâåííîé òðóäíîñòüþ
ñòàíîâèòñÿ õðàíåíèå m × N ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû A, òðåáóþùåé O(mN) åäèíèö ïàìÿòè.
Äðóãèìè ïðèìåðàìè ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì RIP, ÿâëÿþòñÿ

� ñëó÷àéíûå «âûðåçêè» ïî m ñòðîê èç
N × N ìàòðèö äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå (DFT)

� èëè ìàòðèö Âàíäåðìîíäà, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èíòåðïîëÿöèè â ðàçëè÷íûõ N òî÷-
êàõ. Äëÿ òàêèõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ðàçìåð
òðåáóåìîé ïàìÿòè ìîæåò áûòü ñîêðàùåí äî
O (m log N). Åñëè ñòðîêè ìàòðèöû A ÿâëÿ-
þòñÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêîé èç òðàíñïîíèðî-
âàííûõ ñòîëáöîâ îðòîíîðìèðîâàííîãî áà-
çèñà, ïîëó÷åííîãî ïîñëå îðòîãîíàëèçàöèè
N ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ðàâíîìåðíî è íåçà-
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âèñèìî âûáðàííûõ èç åäèíè÷íîé ñôåðû RN,
òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñ-
òüþ ñâîéñòâà RIP äîñòàòî÷íî âûáðàòü m:

m ≥ Cs (log N)4.

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì
ñâîéñòâà RIP ÿâëÿåòñÿ åãî òðóäíîïðîâåðÿå-
ìîñòü ïðè áîëüøèõ m. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ïðåäïðèíèìàþòñÿ àêòèâíûå ïîïûòêè ïî åãî
çàìåíå íà áîëåå êîíñòðóêòèâíûå.

Ïðîåêòèðîâàíèå àëãîðèòìà ðåêîíñò-
ðóêöèè ñèãíàëà. Àëãîðèòì ðåêîíñòðóêöèè
ñèãíàëà äîëæåí ïî m èçìåðåíèÿì (ïî âåê-
òîðó y), ñëó÷àéíîé ìàòðèöå èçìåðåíèé A
(èëè ïî ñëó÷àéíîìó çàêîíó, êîòîðûé åå ãå-

íåðèðîâàë) è áàçèñó Ψ  âîññòàíîâèòü ñèã-
íàë f äëèíû N èëè, ýêâèâàëåíòíî, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åìó ðàçðåæåííûé âåêòîð êîýô-
ôèöèåíòîâ x. Òàê êàê m < N â (2), òî äëÿ
s-ðåäêèõ ñèãíàëîâ èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî âåêòîðîâ x′ , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

yx =′Φ . Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åñëè
yx =Φ , òî ( ) yrx =+Φ  äëÿ ëþáîãî âåêòî-

ðà r èç íóëåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ( Φ )
ìàòðèöû Φ . Ïîýòîìó öåëü àëãîðèòìà ðå-
êîíñòðóêöèè ñèãíàëà � íàéòè âåêòîð êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàçðåæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèã-
íàëà â (N � m)-ðàçìåðíîì ñäâèíóòîì íóëå-
âîì ïîäïðîñòðàíñòâå = ( Φ ) + x.

Ðåêîíñòðóêöèÿ ÷åðåç l2-ìèíèìèçàöèþ.
Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ
çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû íàéòè â ñäâèíóòîì íóëåâîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå  âåêòîð ñ íàèìåíüøåé íîðìîé
(ýíåðãèåé) l2:

2
minargˆ xx ′= : yx =′Φ .

Ðåøåíèå ýòîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â óäîáíîé ôîðìå ìåòîäà

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ( ) yx TT 1ˆ −ΦΦΦ= . Ê

ñîæàëåíèþ, ðåçóëüòàò l2-ìèíèìèçàöèè ïî-
÷òè íèêîãäà íå áóäåò s-ðàçðåæåííûì âåê-
òîðîì, à áóäåò ñîäåðæàòü ìíîãî ýëåìåíòîâ
îòëè÷íûõ îò íóëÿ.

Ðåêîíñòðóêöèÿ ÷åðåç l0-ìèíèìèçàöèþ.
Ïîñêîëüêó l2-íîðìà èçìåðÿåò ýíåðãèþ ñèã-
íàëà, à íå åãî ðàçðåæåííîñòü, òî ìîæíî
ðàññìîòðåòü çàäà÷ó l0-ìèíèìèçàöèè, â êî-
òîðîé èùåòñÿ âåêòîð x : Φ x = y ñ ìèíèìó-

ìîì íåíóëåâûõ êîìïîíåíò. Ïî ðåçóëüòàòó
ðåøåíèÿ òàêîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è
ìîæíî âîññòàíîâèòü s-ðåäêèé ñèãíàë òî÷-
íî ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ, èñïîëüçóÿ òîëü-
êî m = s + 1 i.i.d. ñëó÷àéíûõ èçìåðåíèé. Ê
ñîæàëåíèþ, çàäà÷à l0-îïòèìèçàöèè íåâûïóê-
ëàÿ è îòíîñèòñÿ ê êîìáèíàòîðíîìó òèïó,
âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåäóðû ïî åå ðåøåíèþ
÷èñëåííî íåóñòîé÷èâû è NP-ñëîæíûå, òðå-

áóÿ îãðîìíîãî ïåðåáîðà âñåõ s
NC  âîçìîæ-

íûõ âàðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ íåíóëåâûõ ýëå-
ìåíòîâ â x.

Ðåêîíñòðóêöèÿ ÷åðåç l1-ìèíèìèçàöèþ.
Óäèâèòåëüíî, íî îïòèìèçàöèÿ, îñíîâàííàÿ
íà l1-íîðìå:

1minargˆ xx ′= : yx =′Φ .

ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ïîçâîëÿåò òî÷íî
âîññòàíàâëèâàòü s-ðåäêèå ñèãíàëû è õîðî-
øî ïðèáëèæàòü ñæèìàåìûå ñèãíàëû, èñ-

ïîëüçóÿ òîëüêî ( )sNscm log1≥  i.i.d. ñëó-
÷àéíûõ èçìåðåíèé. Ýòî çàäà÷à âûïóêëîé îï-
òèìèçàöèè, êîòîðóþ ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìå-
òîä âíóòðåííåé òî÷êè (âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü ïîðÿäêà O (N3) èëè ñèìïëåêñ-
ìåòîä (òåîðåòè÷åñêè ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
ñëîæíîñòü), êîòîðûé íà ïðàêòèêå îêàçûâà-
åòñÿ îòíîñèòåëüíî áûñòðûì.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è CS â RN

ïîìîãàåò âèçóàëèçèðîâàòü, ïî÷åìó âîññòà-
íîâëåíèå ÷åðåç ðåøåíèå çàäà÷è l2-îïòèìè-
çàöèè ïðîâàëèâàåòñÿ ïðè ïîèñêå ðàçðåæåí-
íîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü èäåí-
òèôèöèðîâàíî ïðè ðåêîíñòðóêöèè ïî
l1-îïòèìèçàöèè.

Íàáîð âñåõ s-ðåäêèõ âåêòîðîâ x â RN

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, ñîñòîÿùèì èç âñåõ s-ìåðíûõ ãèïåð-
ïëîñêîñòåé, êîòîðûå ïðîñòèðàþòñÿ ïî êî-
îðäèíàòíûì îñÿì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2a.
Ñäâèíóòîå íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî

= ( Φ ) + x îðèåíòèðîâàíî ïîä ñëó÷àé-
íûì óãëîì, çàäàâàåìûì ðàíäîìèçàöèåé â

ìàòðèöå Φ , êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2 b. (Íà
ïðàêòèêå N, m, s >> 3 è òðåõìåðíûå èíòó-
èòèâíûå ðàññóæäåíèÿ íå äîëæíû ââîäèòü â
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Ðàíäîìèçàöèÿ äàííûõ è l
1
-îïòèìèçàöèÿ

ÈÍÆÅÍÅÐÈß ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÃÎ ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈß

çàáëóæäåíèå.) Ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè
l2- íîðìû � áëèæàéøàÿ ê íà÷àëó êîîðäè-
íàò òî÷êà íà , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàé-
äåíà ðàñøèðåíèåì ãèïåðñôåðû (l2-øàðà) äî
êàñàíèÿ . Èç-çà ñëó÷àéíîé îðèåíòàöèè 
ýòà ñàìàÿ áëèçêàÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò òî÷-
êà x̂  ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò äàëåêî
îò îñåé êîîðäèíàò è, ñëåäîâàòåëüíî, íå áó-
äåò íè s-ðåäêîé, íè áëèçêîé ê ïðàâèëüíî-
ìó îòâåòó x. Íàïðîòèâ, l1-øàð íà ðèñ. 2 c
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê, ëå-
æàùèõ íà îñÿõ êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ïðè
ðàñøèðåíèè l1-øàðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå â êîíòàêò ñî ñäâèíóòûì äâóìåðíûì
íóëåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì  ñíà÷àëà âîé-
äåò òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îñÿõ êîîðäèíàò
(s = 1), êîòîðàÿ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òî÷-
êîé ðàñïîëîæåíèÿ èñêîìîãî ðàçðåæåííîãî
âåêòîðà x.

4. ÏÐÈÌÅÐÛ

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäóåòñÿ ñïåê-
òðàëüíî ðàçðåæåííûé ñèãíàë ñî ñâåðõøè-
ðîêîé ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ

( ) [ ]∑
=

=
N

j

Njtijxtf
0

2exp π , t = 0, ..., N � 1,

ãäå N � î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî, íî êîëè÷å-
ñòâî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò x [ j ] ìåíüøå
ëèáî ðàâíî s (êîòîðîå áóäåì ïðåäïîëàãàòü
ñðàâíèòåëüíî ìàëûì: s << N). Íà ðèñ. 3

ïðèâåäåí ïðèìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèãíà-
ëà ïðè s = 5 ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñëó÷àéíû-
ìè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ïîìåõàìè
ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íåèçâåñòíî,
êàêèå ÷àñòîòû àêòèâíû, è ìû íå çíàåì èõ
àìïëèòóä. Òàê êàê íàáîð àêòèâíûõ ÷àñòîò
ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë, òå-
îðèÿ Êîòåëüíèêîâà/Íàéêâèñòà/Øåííîíà
ñîâåðøåííî áåñïîëåçíà (òàê êàê íåëüçÿ àï-
ðèîðè îãðàíè÷èòü âîçìîæíóþ øèðèíó ïî-
ëîñû ïðîïóñêàíèÿ, òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî
âñå N çíà÷åíèé íóæíû). Íî íîâàÿ ïàðàäèã-
ìà CS ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå ñ âûñîêîé
âåðîÿòíîñòüþ òî÷íîé èíôîðìàöèè î ÷àñòî-
òàõ è àìïëèòóäàõ ïî ñðàâíèòåëüíî íåáîëü-
øîé m ~ s log (N/s) âûáîðêå çíà÷åíèé f (t).
Áîëåå òîãî, ýòè çíà÷åíèÿ íå äîëæíû êàê-òî
ñïåöèàëüíî âûáèðàòüñÿ, àëãîðèòì âîññòàíîâ-
ëåíèÿ áóäåò ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü ñ ïî÷òè
ëþáûì èõ íàáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàç-
ìåðà. Èëëþñòðèðóþùèé ïðèìåð âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïðè m = 320 ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.

2. Â [11] ðàññìîòðåí èíòåðåñíûé ïðè-
ìåð îäíîïèêñåëüíîé ñæèìàþùåé öèôðîâîé
êàìåðû, êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåò
m ñëó÷àéíûõ ëèíåéíûõ èçìåðåíèé áåç ïðåä-
âàðèòåëüíîãî ñáîðà çíà÷åíèé âñåõ N ïèê-
ñåëåé èñõîäíîé êàðòèíêè. Èñõîäÿùèå îò
êàðòèíêè f ñâåòîâûå âîëíû îòðàæàþòñÿ îò

Ðèñ. 2. a) Ïðîñòðàíñòâî 2-ðåäêèõ âåêòîðîâ â R3 ñîñòîèò èç òðåõ ïëîñêîñòåé,
     ñîäåðæàùèõ ïî äâå êîîðäèíàòíûå îñè;
 b) l2-ìèíèìèçàöèÿ íàõîäèò íåðàçðåæåííûé âåêòîð x̂ , äàëåêèé îò õ;
 c) l1-ìèíèìèçàöèÿ íàõîäèò ðàçðåæåííóþ òî÷êó x̂  êîíòàêòà l1-øàðà
    ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ , ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñîâïàäàþùóþ ñ x

à) b) c)



12

Ãðàíè÷èí Î.Í., Ïàâëåíêî Ä.Â.

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 1, 2010 ã.

ñïåöèàëüíîãî óñòðîéñòâà öèôðîâûõ ìèêðî-
çåðêàë è ñîáèðàþòñÿ âòîðîé ëèíçîé, ôîêó-
ñèðóÿñü íà îäèí ôîòîäèîä (îäèí ïèêñåëü).

Êàæäîå ìèêðîçåðêàëî ìîæåò íåçàâèñè-
ìî îðèåíòèðîâàòüñÿ èëè ê ôîòîäèîäó (ñî-
îòâåòñòâóåò 1) èëè â ñòîðîíó îò ôîòîäèîäà
(ñîîòâåòñòâóåò 0). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîáðàòü
èçìåðåíèÿ, ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà ñëó÷àé-
íûõ ÷èñåë óñòàíàâëèâàþòñÿ ïñåâäîñëó÷àé-
íûå îðèåíòàöèè ìèêðîçåðêàë, ñîçäàþùèå
èçìåðèòåëüíûé âåêòîð ai èç 1/0. Èòîãîâîå
íàïðÿæåíèå íà ôîòîäèîäå ðàâíÿåòñÿ âåëè-
÷èíå yi, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïðî-
èçâåäåíèåì ìåæäó ai è èçîáðàæåíèåì f. Ïðî-
öåññ ïîâòîðÿåòñÿ m ðàç äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ
êîìïîíåíò y.

3. Ïðè èñïîëüçîâàíèè CS äëÿ ñæàòèÿ/
âîññòàíîâëåíèÿ êàðòèíîê èëè âèäåî ïîëåç-
íî òî ñâîéñòâî, ÷òî àëãîðèòìû ñæàòèÿ ãî-
ðàçäî ìåíåå ðåñóðñîåìêè, íåæåëè àëãîðèò-
ìû ðåêîíñòðóêöèè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïðÿìî
ïðîòèâîïîëîæíà òîé, êîòîðàÿ â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ñëîæèëàñü â îáëàñòè ñæàòèÿ âèäåî.
Íîâàÿ ïàðàäèãìà CS ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð,

òàê îðãàíèçîâàòü ïåðåäà÷ó èíôîðìà-
öèè ìåæäó ìîáèëüíûìè óñòðîéñòâà-
ìè îãðàíè÷åííîé âû÷èñëèòåëüíîé
ìîùíîñòè: ñæàòü íà ìîáèëüíîì óñò-
ðîéñòâå, ïåðåäàòü íà ñåðâåð, òàì ñ
ïîìîùüþ ìîùíûõ ðåñóðñîâ ñåðâåðà
âîññòàíàâèòü è çàíîâî ñæàòü èíôîð-
ìàöèþ, íî óæå êëàññè÷åñêèìè àëãî-
ðèòìàìè òðàíñôîðìèðóþùåãî êîäè-

ðîâàíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïåðåäàòü íà äðóãîå ìî-
áèëüíîå óñòðîéñòâî.

4. Â çàäà÷àõ îáó÷åíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðè ðåøåíèè âîïðîñà îá îòíåñåíèè âõîä-
íîãî ñèãíàëà ê òîìó èëè èíîìó êëàññó,
ìîæíî â ñëó÷àå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î
ðàçðåæåííîñòè ñèãíàëîâ íå ïðîâîäèòü îïå-
ðàöèè âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà, à îãðàíè-
÷èòüñÿ ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â
ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâåííî ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòè.

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîëó÷åíèå ñèãíàëà, îñíîâàííîå íà CS,
ìîæåò áûòü áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì òðàäè-
öèîííîå îñóùåñòâëåíèå âûáîðêè äëÿ ðåä-
êèõ èëè ñæèìàåìûõ ñèãíàëîâ.

Â Compressive Sensing õîðîøî èçâåñò-
íàÿ îöåíêà ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
(ÌÍÊ) íåàäåêâàòíà äëÿ õîðîøåé ðåêîíñò-
ðóêöèè ñèãíàëà, è ïîòîìó èñïîëüçóþòñÿ
äðóãèå òèïû âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.

Â ñòàòüå îáñóæäåíèÿ ôîêóñèðîâàëèñü íà
äèñêðåòíûõ ñèãíàëàõ f, íî ïàðàäèãìà
Compressive Sensing (Compressive
Sampling) ïðèìåíÿåòñÿ è ê s-ðåäêèì (èëè
ñæèìàåìûì) àíàëîãîâûì ñèãíàëàì f (t),
êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû èëè
ïðèáëèæåíû èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî s èç
N âîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî íå-
ïðåðûâíîãî áàçèñà èëè ñëîâàðÿ

{ ( )tjψ } N
j 1= . Â òî âðåìÿ, êàê êàæäûé áà-

çèñíûé ýëåìåíò ( )tjψ  ìîæåò èìåòü áîëü-
øîé ðàçáðîñ ÷àñòîò, àíàëîãîâûé ñèãíàë
f(t) èìååò òîëüêî s ñòåïåíåé ñâîáîäû è,
òàêèì îáðàçîì, òàêæå ìîæåò áûòü èçìå-
ðåí â ñóùåñòâåííî ìåíüøåì êîëè÷åñòâå
òî÷åê.

Ðèñ. 3. 5-ðåäêèé ñèãíàë ñ ïîìåõîé

Ðèñ. 4. Îïðåäåëåíèå ÷àñòîò è àìïëèòóä
5-ðåäêîãî ñèãíàëà
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Abstract

Recently a new paradigm has been developing for the coding/decoding of
multidimensional signals having sparse representation in some basis. It is based on ideas
of measurement's randomization and l1-optimization. Recently proposed new methods of
obtaining and representation of the compressible data are referred to as Compressive
Sensing.

Keywords: randomized measurements, l1-optimization, sparse signals reconstruction.


