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Áóòèêîâ Åâãåíèé Èâàíîâè÷

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êàê ìîæíî ðàñêà÷àòü äåòñêèå êà÷åëè?
Ìîæíî, íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêè ïîäòàë-
êèâàòü êà÷åëè â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ.
Äàæå ïðè íåáîëüøèõ ïðèëàãàåìûõ óñèëè-
ÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü áîëüøîé ðàçìàõ êîëå-
áàíèé, åñëè ïîäòàëêèâàòü êà÷åëè êàæäûé
ðàç ïðè èõ ïðîõîæäåíèè ÷åðåç íèæíþþ
òî÷êó. Ýòî õîðîøî èçâåñòíîå ÿâëåíèå ðå-
çîíàíñà, âîçíèêàþùåå ïðè ðèòìè÷åñêîì
âíåøíåì âîçäåéñòâèè íà êîëåáàòåëüíóþ
ñèñòåìó. Ðåçîíàíñ íàñòóïàåò ïðè óñëîâèè
ñîâïàäåíèÿ ÷àñòîòû ïåðèîäè÷åñêîãî âíåø-
íåãî âîçäåéñòâèÿ ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé
ñèñòåìû.

Íî âñå çíàþò, ÷òî ìîæíî ðàñêà÷àòüñÿ
íà êà÷åëÿõ è áåç ïîñòîðîííåé ïîìîùè. Äëÿ
ýòîãî íóæíî, ñòîÿ íà êà÷åëÿõ, ïåðèîäè÷åñ-
êè ïðèñåäàòü è âûïðÿìëÿòü íîãè. Ðàçìàõ
êîëåáàíèé íàðàñòàåò îñîáåííî ñèëüíî,
åñëè ïðèñåäàòü â ïîëîæåíèÿõ íàèáîëüøå-
ãî îòêëîíåíèÿ è âûïðÿìëÿòüñÿ ïðè ïðî-
õîæäåíèè êà÷åëåé ÷åðåç íèæíþþ òî÷êó. Ýòî

íàèáîëåå çíàêîìûé ïðèìåð ïàðàìåòðè÷åñ-
êîãî ðåçîíàíñà, â êîòîðîì íàðàñòàíèå êî-
ëåáàíèé îáóñëîâëåíî íå âíåøíèì âîçäåé-
ñòâèåì, à ïåðèîäè÷åñêèì èçìåíåíèåì êà-
êîãî-ëèáî ïàðàìåòðà êîëåáàòåëüíîé ñèñ-
òåìû. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè ïðèñåäàíèè è
âûïðÿìëåíèè ïðîèñõîäèò ïåðèîäè÷åñêîå
èçìåíåíèå (ìîäóëÿöèÿ) ïðèâåäåííîé äëè-
íû ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, êàêîâûì ÿâëÿ-
þòñÿ êà÷åëè ñ íàõîäÿùèìñÿ íà íèõ ÷åëî-
âåêîì.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ïîäðîáíî ðàññìîò-
ðèì îñîáåííîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà íà ïðèìåðå ïðîñòîé ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû � ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà, ðî-
òîð êîòîðîãî ìîæåò ñîâåðøàòü êðóòèëü-
íûå êîëåáàíèÿ. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìî-
äåëèðóåìîé ñèñòåìû ïðèâåäåíî íèæå.
Ïîâåäåíèå òàêîé ñèñòåìû ïîä÷èíÿåòñÿ
ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
è ïîòîìó íà åå ïðèìåðå ëåã÷å ïîíÿòü ôè-
çè÷åñêèå îñíîâû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà, ÷åì â ñëó÷àå êà÷åëåé, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé íåëèíåéíóþ ñèñòåìó.

Ìû ïðîâåäåì ñðàâíåíèå âûíóæäåííûõ
è ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ðàññìîò-© Å.È. Áóòèêîâ, 2009

Àííîòàöèÿ

Ñòàòüÿ çíàêîìèò ñ ôèçè÷åñêèìè ïðèíöèïàìè ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êî-
ëåáàíèé íà íàãëÿäíîì ïðèìåðå ïðîñòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû: òîðñèîííîãî ëèíåéíî-
ãî îñöèëëÿòîðà, ìîìåíò èíåðöèè êîòîðîãî ïðèíóäèòåëüíî èçìåíÿåòñÿ ïî çàäàííîìó
ïåðèîäè÷åñêîìó çàêîíó. Îáñóæäàþòñÿ îáùèå çàêîíîìåðíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ, óñëîâèÿ âîçáóæäåíèÿ è îñîáåííîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà. Ïðèëàãàåìàÿ ê ñòàòüå ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàòü âñå èçó÷àåìûå ÿâëåíèÿ è ïðîâåðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå òåî-
ðåòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå, ìîäóëÿ-
öèÿ, ïîðîã âîçáóæäåíèÿ, èíòåðâàëû íåóñòîé÷èâîñòè, ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãåíåðàöèÿ
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ðèì ýíåðãåòè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ è ïî-
ðîã ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, ðàññ÷è-
òàåì ÷àñòîòíûå èíòåðâàëû ïàðàìåòðè÷åñ-
êîé íåóñòîé÷èâîñòè è íàéäåì óñëîâèÿ ðå-
æèìà ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèè. Âñå
èçó÷àåìûå çàêîíîìåðíîñòè èëëþñòðèðóþò-
ñÿ ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîé èíòåðàêòèâ-
íîé ìîäåëèðóþùåé êîìïüþòåðíîé ïðî-
ãðàììîé, êîòîðóþ âû íàéäåòå íà ïðèëàãà-
åìîì ê æóðíàëó äèñêå.

2. Î ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåïðèíÿòîé êëàñ-
ñèôèêàöèåé êîëåáàíèé ïî ñïîñîáó èõ âîç-
áóæäåíèÿ, êîëåáàíèÿ íàçûâàþò ñîáñòâåí-
íûìè, åñëè îíè ïðîèñõîäÿò â ïðåäîñòàâ-
ëåííîé ñàìîé ñåáå êîëåáàòåëüíîé ñèñòå-
ìå, ïîñëå òîãî êàê ñèñòåìó âûâåëè èç ñî-
ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì
âîçäåéñòâèåì. Êîëåáàíèÿ íàçûâàþò âûíóæ-
äåííûìè, åñëè îñöèëëÿòîð ïîäâåðæåí ïå-
ðèîäè÷åñêîìó âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ, âëè-
ÿíèå êîòîðîãî â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâ-
íåíèè îñöèëëÿòîðà ìîæíî âûðàçèòü îò-
äåëüíûì ÷ëåíîì, èìåþùèì âèä çàäàííîé
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè âðåìåíè. Áîëåå
ñëîæåí äëÿ èçó÷åíèÿ ñëó÷àé ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé, êîãäà
âîçäåéñòâèå íà îñöèëëÿòîð âûðàæàåòñÿ â
ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè (ìîäóëÿöèè) êà-
êîãî-ëèáî ïàðàìåòðà ñèñòåìû. Ïóñòü, íà-
ïðèìåð, ïðè îòêëîíåíèè îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ âîçíèêàåò âîññòàíàâëèâàþùàÿ
ñèëà F = �kx, íî, â îòëè÷èå îò ñòàöèîíàð-
íîãî ñëó÷àÿ, ïàðàìåòð k â ðåçóëüòàòå êà-
êîãî-ëèáî ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì: k = k(t). Â äèô-
ôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè òàêîé ñèñòåìû

xtkxm )(−=&& , (1)

êîýôôèöèåíò ïðè x íå ïîñòîÿíåí: îí ÿâíî
çàâèñèò îò âðåìåíè. Êîëåáàíèÿ â òàêîé
ñèñòåìå ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ êàê îò
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå, îïè-
ñûâàåìîé óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, òàê è îò âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû,
çàâèñÿùåé òîëüêî îò âðåìåíè.

Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ
ïàðàìåòðà k, êîãäà k(t + T) = k(t), ãäå T �

ïåðèîä, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1)
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Õèëëà. Êîëåáàíèÿ
â ñèñòåìå, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì Õèë-
ëà, íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè âîçáóæ-
äàåìûìè èëè ïðîñòî ïàðàìåòðè÷åñêèìè.
Êîãäà êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ, âûçûâàå-
ìûé ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèåé êàêîãî-
ëèáî ïàðàìåòðà, ïðèíèìàåò íàðàñòàþùèé
õàðàêòåð, ãîâîðÿò î ïàðàìåòðè÷åñêîì ðå-
çîíàíñå. Â ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðå-
çîíàíñà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû
ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, è óõîä èç íåãî
èìååò õàðàêòåð êîëåáàíèé ñ ïðîãðåññèâ-
íî ðàñòóùåé àìïëèòóäîé.

Âî ââåäåíèè óæå óïîìèíàëñÿ èçâåñò-
íûé ïðèìåð ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà �
ðàñêà÷èâàíèå êà÷åëåé ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ
èçìåíåíèÿõ ìîìåíòà èíåðöèè (à òåì ñà-
ìûì è ïðèâåäåííîé äëèíû) ôèçè÷åñêîãî
ìàÿòíèêà, òî åñòü êà÷åëåé âìåñòå ñ íàõî-
äÿùèìñÿ íà íèõ ÷åëîâåêîì. Ïàðàìåòðè-
÷åñêîå âîçáóæäåíèå âîçìîæíî â ëþáûõ
êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Íàïðèìåð, â
êîëåáàòåëüíîì LCR-êîíòóðå èç ïîñëåäî-
âàòåëüíî ñîåäèíåííûõ êàòóøêè èíäóêòèâ-
íîñòè, êîíäåíñàòîðà è ðåçèñòîðà ìîæíî
âîçáóäèòü êîëåáàíèÿ, èçìåíÿÿ åìêîñòü
êîíäåíñàòîðà ïåðèîäè÷åñêèì ñáëèæåíè-
åì è ðàçâåäåíèåì åãî ïëàñòèí, ëèáî èçìå-
íÿÿ èíäóêòèâíîñòü êàòóøêè ïåðèîäè÷åñ-
êèì âäâèãàíèåì è âûäâèãàíèåì ñåðäå÷íè-
êà. Íàèáîëåå èíòåíñèâíûå êîëåáàíèÿ âîç-
áóæäàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà öèêë òà-
êèõ èçìåíåíèé ïîâòîðÿåòñÿ äâà ðàçà çà
îäèí ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â
êîíòóðå, òî åñòü êîãäà ÷àñòîòà ìîäóëÿöèè
ïàðàìåòðà âäâîå ïðåâûøàåò ñîáñòâåííóþ
÷àñòîòó ñèñòåìû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêîå âîç-
áóæäåíèå âîçìîæíî ëèøü ïðè ìîäóëÿöèè
îäíîãî èç ýíåðãîåìêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñ-
òåìû (åìêîñòè C èëè èíäóêòèâíîñòè L â
ñëó÷àå êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà, æåñòêîñ-
òè ïðóæèíû èëè èíåðòíîñòè ðîòîðà â ñëó-
÷àå ìåõàíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà). Ìîäó-
ëÿöèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ R èëè êîýôôèöèåí-
òà çàòóõàíèÿ ìîæåò ïîâëèÿòü ëèøü íà õà-
ðàêòåð çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé, íî íå ìîæåò
ïðèâåñòè ê èõ íàðàñòàíèþ.
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3. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÅÇÎÍÀÍÑÀ

Ïî ðÿäó ïðèçíàêîâ ïàðàìåòðè÷åñêèé
ðåçîíàíñ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷-
íîãî ðåçîíàíñà, âûçûâàåìîãî ïðÿìûì ñè-
ëîâûì âîçäåéñòâèåì íà êîëåáàòåëüíóþ
ñèñòåìó. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ íà-
ñòóïàåò ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ
ñîîòíîøåíèé ìåæäó ÷àñòîòîé èçìåíåíèÿ
ïàðàìåòðà è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé âîçáóæ-
äàåìîé ñèñòåìû. Ýòè óñëîâèÿ îòëè÷àþòñÿ
îò õàðàêòåðíîãî äëÿ îáû÷íîãî ðåçîíàíñà
ïðîñòîãî óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ÷àñòîòû
âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è ñîáñòâåííîé ÷à-
ñòîòû ñèñòåìû. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçî-
íàíñ, â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ðåçîíàíñà,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîðîãîâûé ýôôåêò, òàê
êàê ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ îí âîçìîæåí ëèøü
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé àìïëèòóäå èçìå-
íåíèÿ ïàðàìåòðà, òî åñòü ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè, ïðåâîñõîäÿ-
ùåé íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå.
Ìîäóëÿöèÿ ïàðàìåòðà íå ìîæåò ðàñêà÷àòü
îñöèëëÿòîð, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè
ïîêîÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ: äëÿ âîç-
áóæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, â
îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ðåçîíàíñà, îñöèëëÿ-
òîð äîëæåí ñîâåðøàòü õîòÿ áû íåáîëü-
øèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ.

Äàëåå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå
ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðå êðóòèëüíûõ
êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîãî òîðñèîííîãî
ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà. Âîçáóæäåíèå
êîëåáàíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè

èçìåíåíèÿìè (ìîäóëÿöèåé) ìîìåíòà èíåð-
öèè ðîòîðà (ìàõîâèêà) ïðóæèííîãî îñöèë-
ëÿòîðà. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå òîðñè-
îííîãî îñöèëëÿòîðà ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

Ðîòîð îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óðàâíîâåøåííûé ñòåðæåíü ñ äâóìÿ îäè-
íàêîâûìè ãðóçàìè, êîòîðûé ìîæåò ïîâî-
ðà÷èâàòüñÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç åãî ñåðåäèíó. Ïðè ïîâîðîòå ðîòîðà
ïðèêðåïëåííàÿ ê íåìó ñïèðàëüíàÿ ïðóæè-
íà ñîçäàåò âîññòàíàâëèâàþùèé ìîìåíò,
ïðîïîðöèîíàëüíûé óãëó çàêðó÷èâàíèÿ.
Âòîðîé êîíåö ïðóæèíû çàêðåïëåí íåïîä-
âèæíî. Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, òî åñòü
ïðè íåíàïðÿæåííîé ïðóæèíå, ñòåðæåíü ðî-
òîðà îäíèì èç ñâîèõ êîíöîâ óêàçûâàåò íà
íóëåâîå äåëåíèå øêàëû.

Ãðóçû ðîòîðà ìîæíî îäíîâðåìåííî
ñäâèãàòü âäîëü ñòåðæíÿ â ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ, òàê ÷òî öåíòð ìàññ ñè-
ñòåìû îñòàåòñÿ íà îñè âðàùåíèÿ. Ïðè òà-
êîì ñìåùåíèè ãðóçîâ èçìåíÿåòñÿ ìîìåíò
èíåðöèè ðîòîðà: ìîìåíò èíåðöèè âîçðàñ-
òàåò ïðè ðàçäâèãàíèè ãðóçîâ (ïðè óäàëå-
íèè îò îñè âðàùåíèÿ) è óáûâàåò ïðè èõ
ïðèáëèæåíèè ê îñè. Èçìåíåíèå ìîìåíòà
èíåðöèè ðîòîðà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ÷à-
ñòîòû ñîáñòâåííûõ êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé
îñöèëëÿòîðà. Ïðèíóäèòåëüíûìè ïåðèîäè-
÷åñêèìè ïåðåìåùåíèÿìè ãðóçîâ âäîëü
ñòåðæíÿ òóäà è îáðàòíî ñîçäàåòñÿ ìîäó-
ëÿöèÿ ìîìåíòà èíåðöèè, íåîáõîäèìàÿ äëÿ
ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êðóòèëü-
íûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà. Â äàííîé
ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ ìîäóëÿöèÿ ìîìåí-
òà èíåðöèè ïî ïðÿìîóãîëüíîìó êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîìó çàêîíó, êîãäà ïåðåìåùåíèÿ
ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ ïðîèñõîäÿò ñêà÷-
êîîáðàçíî. Âûçâàííûå ñìåùåíèÿìè ãðó-
çîâ ðåçêèå, ïî÷òè ìãíîâåííûå óâåëè÷å-
íèÿ è óìåíüøåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ïðî-
èñõîäÿò ïîî÷åðåäíî ÷åðåç ðàâíûå ïðî-
ìåæóòêè âðåìåíè. Îáîçíà÷èì ýòè ïðîìå-
æóòêè ÷åðåç 2T , òàê ÷òî T � ýòî ïîëíûé
ïåðèîä èçìåíåíèé ìîìåíòà èíåðöèè (ïå-
ðèîä ìîäóëÿöèè).

Òàêèå ïðèíóäèòåëüíûå èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðà, îïèñûâàåìûå ïðÿìîóãîëüíîé çà-
âèñèìîñòüþ îò âðåìåíè, ìîãóò âûçâàòü çà-
ìåòíîå ðàñêà÷èâàíèå ðîòîðà ïðè óñëîâèè,

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå
òîðñèîííîãî îñöèëëÿòîðà ñ ìîäóëèðóåìûì
ìîìåíòîì èíåðöèè è åãî ýëåêòðîìàãíèòíûé

àíàëîã � êîëåáàòåëüíûé êîíòóð
ñ ìîäóëèðóåìîé èíäóêòèâíîñòüþ

L(t)

C

R
J(t)
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Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ Â Ó×ÅÁÍÎÌ ÏÐÎÖÅÑÑÅ

÷òî ïåðèîä ìîäóëÿöèè âûáðàí äîëæíûì
îáðàçîì. Äàäèì êà÷åñòâåííîå ôèçè÷åñêîå
îáúÿñíåíèå ýòîãî ýôôåêòà. Ïðåäïîëîæèì,
íàïðèìåð, ÷òî ãðóçû ïðèáëèæàþòñÿ ê îñè
ðîòîðà â òîò ìîìåíò, êîãäà ðîòîð ïðîõî-
äèò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è èìååò
ïîýòîìó ïî÷òè ìàêñèìàëüíóþ óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü. Ïðè ðàäèàëüíîì ñìåùåíèè ãðóçîâ
ìîìåíò èìïóëüñà ðîòîðà îñòàåòñÿ ïðåæíèì.
Òàê êàê ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí ïðîèçâå-
äåíèþ ìîìåíòà èíåðöèè íà óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü, óìåíüøåíèå ìîìåíòà èíåðöèè ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì óãëîâîé ñêî-
ðîñòè ðîòîðà, è ðîòîð ïîëó÷àåò äîïîëíè-
òåëüíóþ ýíåðãèþ. ×åì áîëüøå áûëà óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà â ìîìåíò ñáëèæåíèÿ
ãðóçîâ, òåì çíà÷èòåëüíåå âîçðàñòàíèå åãî
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ýòà äîïîëíèòåëü-
íàÿ ýíåðãèÿ ïîñòàâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, âû-
çûâàþùèì ïðèíóäèòåëüíûå ðàäèàëüíûå
ïåðåìåùåíèÿ ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ.

Çäåñü óìåñòíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ
õîðîøî çíàêîìûì òðþêîì â ôèãóðíîì
êàòàíèè. Âñïîìíèòå, êàê óñêîðÿåòñÿ âðà-
ùåíèå ôèãóðèñòà âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè,
êîãäà îí ïîäòÿãèâàåò ê êîðïóñó ðàçâåäåí-
íûå â ñòîðîíû ðóêè, óìåíüøàÿ òåì ñà-
ìûì ñâîé ìîìåíò èíåðöèè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà ãðóçû ðàç-
äâèãàþòñÿ â ñòîðîíû îò îñè âðàùàþùå-
ãîñÿ ðîòîðà, óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
ðîòîðà è åãî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ óìåíü-
øàþòñÿ. Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ïåðåäàåòñÿ íà-
çàä îò ðîòîðà èñòî÷íèêó ìîäóëÿöèè. ×òî-
áû ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè ïðîèñõîäèëè ðå-
ãóëÿðíî è â öåëîì ïðåâûøàëè ýíåðãèþ,
âîçâðàùàåìóþ èñòî÷íèêó, ñèñòåìàòè÷åñ-
êè «ïîäïèòûâàÿ» ðîòîð ýíåðãèåé, ïåðèîä
è ôàçà ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåí-
íûì óñëîâèÿì. Âûÿñíèì, êàêèì
èìåííî.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ãðóçû ñäâèãà-
þòñÿ ê îñè âðàùåíèÿ è çàòåì ðàç-
äâèãàþòñÿ â ïðåæíèå ïîëîæåíèÿ
äâàæäû íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî ñðåä-
íåãî ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèé. Ïóñòü ãðóçû ïðèäâèãàþòñÿ ê îñè
âðàùåíèÿ êàæäûé ðàç â òå ìîìåí-
òû, êîãäà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà

ìàêñèìàëüíà. Òîãäà èõ âîçâðàùåíèå â
ïðåæíèå ïîëîæåíèÿ ïðèäåòñÿ íà ìîìåíò
ïî÷òè ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò ðàâ-
íîâåñèÿ, êîãäà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà
áëèçêà ê íóëþ. Òàêèå ôàçîâûå ñîîòíîøå-
íèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êîëåáàíèé, ãðàôè-
êè êîòîðûõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.

Íàïîìíèì, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðî-
òîðà âîçðàñòàåò ïðè ñáëèæåíèè ãðóçîâ è
óáûâàåò ïðè èõ ðàçäâèãàíèè, è ýòè èçìå-
íåíèÿ ñêîðîñòè ïðîïîðöèîíàëüíû ñàìîé
ñêîðîñòè. Íî ïîñêîëüêó â ìîìåíò ðàçäâè-
ãàíèÿ ãðóçîâ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà
áëèçêà ê íóëþ, òàêîå ðàçäâèãàíèå íå âû-
çûâàåò ïðàêòè÷åñêè íèêàêîãî èçìåíåíèÿ
óãëîâîé ñêîðîñòè è êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ðîòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëÿöèÿ ìî-
ìåíòà èíåðöèè ñ ïåðèîäîì, âäâîå ìåíü-
øèì ñîáñòâåííîãî ñðåäíåãî ïåðèîäà îñ-
öèëëÿòîðà, ïðèâîäèò ê ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîìó ðîñòó àìïëèòóäû ïðè óñëîâèè,
÷òî ôàçà ìîäóëÿöèè âûáðàíà òàê, êàê îïè-
ñàíî âûøå. Ýòî óñëîâèÿ âîçáóæäåíèÿ îñ-
íîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé ðîñò ýíåð-
ãèè îñöèëëÿòîðà âîçìîæåí íå òîëüêî òîã-
äà, êîãäà äâà ïîëíûõ öèêëà èçìåíåíèÿ
ïàðàìåòðà ïðîèñõîäÿò íà ïðîòÿæåíèè îä-
íîãî ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, íî
òàêæå êîãäà äâà öèêëà ìîäóëÿöèè ïðîèñ-
õîäÿò íà ïðîòÿæåíèè òðåõ, ïÿòè èëè äðó-
ãîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà ïåðèîäîâ ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé. Ýòî ïàðàìåòðè÷åñêèå ðå-
çîíàíñû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âîçðàñòàíèå
ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà, õîòÿ è ìåíåå çíà÷è-
òåëüíîå, ìîæåò ïðîèñõîäèòü è òîãäà, êîã-

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè
ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé

ìîäóëÿöèåé ìîìåíòà èíåðöèè
ïî êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó çàêîíó
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äà äâà öèêëà ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà ïðî-
èñõîäÿò íà ïðîòÿæåíèè ÷åòíîãî ÷èñëà ïå-
ðèîäîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé.

Åñëè ïðèíóäèòåëüíûå èçìåíåíèÿ ïàðà-
ìåòðà ñîâåðøàþòñÿ ñ óêàçàííîé âûøå
ïåðèîäè÷íîñòüþ, íî íå ñêà÷êîîáðàçíî, èõ
âëèÿíèå íà îñöèëëÿòîð êà÷åñòâåííî îêà-
çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì, õîòÿ ýôôåêòèâ-
íîñòü âëîæåíèÿ ýíåðãèè (ïðè òîé æå àìï-
ëèòóäå ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà) ìàêñèìàëü-
íà ïðè ìîäóëÿöèè ïî ïðÿìîóãîëüíîìó çà-
êîíó, ïîòîìó ÷òî èìåííî òàêîé çàêîí ìî-
äóëÿöèè ìîæåò îáåñïå÷èòü íàèáîëåå îï-
òèìàëüíûå óñëîâèÿ ïåðåäà÷è ýíåðãèè îñ-
öèëëÿòîðó. Ñëó÷àé ïëàâíîé (ñèíóñîèäàëü-
íîé) ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà âàæåí äëÿ ïðàê-
òè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì áîëåå ñòðîãèé
ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, âûçûâàåìîãî
êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ìîäóëÿöèåé ïàðàìåò-
ðà ïî ïðÿìîóãîëüíîìó çàêîíó.

4. ÏÎÐÎÃ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈß

Äëÿ îöåíêè ãëóáèíû ìîäóëÿöèè, ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïîðîãó ïàðàìåòðè÷åñêîãî
âîçáóæäåíèÿ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñî-
îáðàæåíèÿìè, îñíîâàííûìè íà çàêîíå
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïðåæäå âñåãî ðàñ-
ñ÷èòàåì ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ðîòîðà, ïðîèñõîäÿùåå ïðè ñêà÷êîîá-
ðàçíîì ñìåùåíèè ãðóçîâ â íàïðàâëåíèè îñè
âðàùåíèÿ, êîãäà ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà
óìåíüøàåòñÿ îò çíà÷åíèÿ J1 = J0(1 + m) äî
J2 = J0(1 � m). Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ìà-
ëûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m
(m << 1). Ïðè ðàäèàëüíîì ñìåùåíèè ãðó-
çîâ ìîìåíò èìïóëüñà ðîòîðà ϕω &JJL ==
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì: 

2211 ϕϕ && JJ = , îòêó-
äà äëÿ îòíîøåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé äî
è ïîñëå èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè
ïîëó÷àåì )1()1(2112 mmJJ −+==ϕϕ && .
Äëÿ ïðîèñõîäÿùåãî ïðè ýòîì ïðèðàùå-
íèÿ E∆  êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðîòîðà

JLJE 22 22
kin == ϕ&  ìîæíî íàïèñàòü:

kin
0

2

2
1

1

1

1

2
mE

mmJ

L
E ≈







+
−

−
=∆ , (2)

(ïîñëåäíåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ñïðà-
âåäëèâî ïðè ìàëîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè
m << 1). Êîãäà òàêîå ñîáûòèå ïðîèñõî-
äèò âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðîòî-
ðà, òî åñòü â ìîìåíò, êîãäà ïîëíàÿ ýíåð-
ãèÿ îñöèëëÿòîðà E ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäà-
åò ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ðîòîðà kinE ,
èç âûðàæåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî îòíîñèòåëü-
íîå ïðèðàùåíèå ïîëíîé ýíåðãèè EE∆
ïðè îäíîêðàòíîì ñáëèæåíèè ãðóçîâ ïðè-
ìåðíî ðàâíî óäâîåííîìó çíà÷åíèþ ãëóáè-
íû ìîäóëÿöèè mEE 2≈∆ .

Åñëè ïåðèîä è ôàçà ìîäóëÿöèè èìåþò
òå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå íàèáîëåå áëàãîïðè-
ÿòíû äëÿ ýôôåêòèâíîé ïåðåäà÷è ýíåðãèè
îñöèëëÿòîðó, ñêà÷êîîáðàçíîå ñìåùåíèå
ãðóçîâ íàçàä ê êîíöàì ñòåðæíÿ ïðîèñõî-
äèò â òîò ìîìåíò, êîãäà ðîòîð íàõîäèòñÿ
â ïîëîæåíèè íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ
(òî÷íåå, î÷åíü áëèçîê ê ýòîìó ïîëîæåíèþ).
Â ýòîò ìîìåíò óãëîâàÿ ñêîðîñòü è êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðîòîðà èìåþò ïî÷òè íóëå-
âûå çíà÷åíèÿ, è ïîýòîìó îáðàòíîå ðàäè-
àëüíîå ñìåùåíèå ãðóçîâ â ïðåæíèå ïîëî-
æåíèÿ ê êîíöàì ñòåðæíÿ ïî÷òè íå ïðèâî-
äèò ê óìåíüøåíèþ ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà.

Â ñëó÷àå îñíîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî ðåçîíàíñà (òî åñòü ðåçîíàíñà 1-ãî ïî-
ðÿäêà, n = 1) âëîæåíèå ýíåðãèè ïðîèñõî-
äèò äâàæäû íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî ïåðèî-
äà T0 ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Òàêèì îá-
ðàçîì, îòíîñèòåëüíîå ïðèðàùåíèå ýíåð-
ãèè EE∆  çà îäèí ïåðèîä êîëåáàíèé ñî-
ñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 4m. Ïðîöåññ, â
êîòîðîì ïðèðàùåíèå ýíåðãèè E∆  çà ïå-
ðèîä ïðîïîðöèîíàëüíî çàïàñåííîé ýíåð-
ãèè E ( mEE 4≈∆ ), õàðàêòåðèçóåòñÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûì ðîñòîì ýíåðãèè ñî âðå-
ìåíåì:

)exp()( 0 tEtE α= . (3)

Â äàííîì ñëó÷àå ïîêàçàòåëü ðîñòà α
ïðîïîðöèîíàëåí ãëóáèíå ìîäóëÿöèè m
ìîìåíòà èíåðöèè: 04 Tm=α . Â óñëîâèÿõ
òî÷íîé íàñòðîéêè ïåðèîäà ìîäóëÿöèè íà
îñíîâíîé ðåçîíàíñ (òî åñòü ïðè 20TT = )
óìåíüøåíèå ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà ïðîèñ-
õîäèò ãëàâíûì îáðàçîì èç-çà òðåíèÿ. Èç-
âåñòíî, ÷òî ïðè ëèíåéíîì (ïðîïîðöèîíàëü-
íîì ñêîðîñòè) òðåíèè àìïëèòóäà êîëåáà-
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íèé óáûâàåò ñî âðåìåíåì ýêñïîíåíöèàëü-
íî: )exp()( 0 tAtA γ−= , ãäå γ  � ïîñòîÿí-
íàÿ çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé. Ýíåðãèÿ êîëå-
áàíèé ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó àìïëè-
òóäû. Ïîýòîìó ðàññåÿíèå ýíåðãèè çà ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè, ðàâíûé öåëîìó ÷èñëó
ïåðèîäîâ êîëåáàíèé, äàåòñÿ ñëåäóþùèì
âûðàæåíèåì:

)2exp()( 0 tEtE γ−= . (4)

Äëÿ îòíîñèòåëüíîãî óìåíüøåíèÿ EE∆
ýíåðãèè èç-çà òðåíèÿ âûðàæåíèå (4) äàåò

tEE γ2−≈∆ . Ïðèðàâíèâàÿ íàéäåííîå
âûøå îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå ýíåðãèè
4m çà ïåðèîä T0, âûçâàííîå ïðÿìîóãîëü-
íîé ìîäóëÿöèåé ìîìåíòà èíåðöèè, îòíî-
ñèòåëüíîìó óìåíüøåíèþ ýíåðãèè èç-çà òðå-

íèÿ 02 Tγ  çà òî æå âðåìÿ, ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùåå ïîðîãîâîå (ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå
mmin ãëóáèíû ìîäóëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå
îñíîâíîìó (n = 1) ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðå-
çîíàíñó:

)2(20min QTm πγ == . (5)

Çäåñü ìû âûðàçèëè ïîñòîÿííóþ çàòó-
õàíèÿ γ  ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèë-
ëÿòîðà ÷åðåç áîëåå óäîáíóþ õàðàêòåðèñ-
òèêó èíòåíñèâíîñòè âÿçêîãî òðåíèÿ � áåç-
ðàçìåðíóþ âåëè÷èíó )2(0 γω=Q , íàçû-
âàåìóþ äîáðîòíîñòüþ îñöèëëÿòîðà.

Ãðàôèê óãëîâîé ñêîðîñòè è ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ êîëåáàíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â
óñëîâèÿõ ïîðîãà ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîç-
áóæäåíèÿ, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Òàêîé ðå-
æèì ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé, àìïëèòóäà
êîòîðûõ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, íåñìîòðÿ
íà äèññèïàöèþ ýíåðãèè, íàçûâàåòñÿ ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèåé. Ñòàöèîíàðíûé
õàðàêòåð êîëåáàíèé îêàçûâàåò-
ñÿ âîçìîæíûì, áëàãîäàðÿ òîìó
÷òî ïîòåðè ýíåðãèè èç-çà òðåíèÿ
â ñðåäíåì êîìïåíñèðóþòñÿ ïî-
ñòóïëåíèåì ýíåðãèè îò èñòî÷íè-
êà, êîòîðûé ïðèâîäèò ãðóçû â
äâèæåíèå âäîëü ñòåðæíÿ, îáåñ-
ïå÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêóþ ìîäóëÿ-
öèþ ìîìåíòà èíåðöèè ðîòîðà.

Äëÿ ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿä-
êà, êîãäà 23 0TT = , ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå ãëóáèíû ìîäóëÿöèè â

òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì äëÿ îñíîâíîãî ðåçî-
íàíñà: )2(3min Qm π= . Â ýòîì ñëó÷àå äâà
öèêëà ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà ñîâåðøàþòñÿ
íà ïðîòÿæåíèè òðåõ ïîëíûõ ïåðèîäîâ ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ðàäèàëüíûå ïåðåìå-
ùåíèÿ ãðóçîâ âäîëü ñòåðæíÿ ðîòîðà çäåñü
òàêæå ïðîèñõîäÿò â ìîìåíòû, íàèáîëåå
áëàãîïðèÿòíûå äëÿ ïåðåäà÷è ýíåðãèè îñ-
öèëëÿòîðó, ïîýòîìó òî æå ñàìîå âëîæå-
íèå ýíåðãèè ïðîèñõîäèò â òå÷åíèå âòðîå
áîëüøåãî èíòåðâàëà âðåìåíè, ÷åì â ñëó-
÷àå îñíîâíîãî ðåçîíàíñà.

Åñëè ãëóáèíà ìîäóëÿöèè ïðåâîñõîäèò
ïîðîãîâîå çíà÷åíèå, ýíåðãèÿ îñöèëëÿòî-
ðà ðàñòåò ñî âðåìåíåì ýêñïîíåíöèàëüíî.
Ðîñò ýíåðãèè è çäåñü îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì (3). Îäíàêî òåïåðü ïîêàçàòåëü
ñêîðîñòè ðîñòà ýíåðãèè α  îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïðåâûøåíèåì ýíåðãèè, ñîîáùàåìîé
îñöèëëÿòîðó áëàãîäàðÿ ìîäóëÿöèè ïàðà-
ìåòðà, íàä ïîòåðÿìè ýíåðãèè èç-çà òðå-
íèÿ çà òî æå âðåìÿ: γα 24 0 −= Tm . Ýíåð-
ãèÿ êîëåáàíèé ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðà-
òó àìïëèòóäû. Ïîýòîìó àìïëèòóäà ïàðà-
ìåòðè÷åñêè âîçáóæäàåìûõ êîëåáàíèé
òîæå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñî âðåìå-
íåì: )exp()( 0 tAtA β= . Ïîêàçàòåëü β  ñêî-
ðîñòè ðîñòà àìïëèòóäû ðàâåí ïîëîâèíå ïî-
êàçàòåëÿ ñêîðîñòè ðîñòà ýíåðãèè. Â óñëî-
âèÿõ îñíîâíîãî ðåçîíàíñà, êîãäà âëîæå-
íèÿ ýíåðãèè ïðîèñõîäÿò äâàæäû íà ïðî-
òÿæåíèè ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé,
äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñêîðîñòè ðîñòà àìïëèòó-
äû ïîëó÷àåì γπωγβ −=−= 002 mTm .

Ãðàôèêè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà
êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ îñíîâíîãî ðåçîíàí-
ñà ïîêàçàíû íà ðèñ. 2 è íà ðèñ. 4, ãäå
òàêæå ïîêàçàíà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ. Çà-

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè è ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñòàöèîíàðíûõ
êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ ïîðîãà Qm 2π=  ïðè 20TT ≈
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òóõàþùèì ñîáñòâåííûì êîëåáàíèÿì íà èí-
òåðâàëàõ ïîñòîÿíñòâà ìîìåíòà èíåðöèè
ñîîòâåòñòâóþò ó÷àñòêè ôàçîâîé òðàåêòî-
ðèè â âèäå îòðåçêîâ ñïèðàëåé, ñêðó÷èâà-
þùèõñÿ ê ôîêóñó. Âåðòèêàëüíûå ñåãìåí-
òû ñîîòâåòñòâóþò ñêà÷êîîáðàçíûì èçìå-
íåíèÿì óãëîâîé ñêîðîñòè â ìîìåíòû ðà-
äèàëüíûõ ñìåùåíèé ãðóçîâ ðîòîðà. Â ñî-
âîêóïíîñòè îáðàçóåòñÿ ðàñêðó÷èâàþùàÿ-
ñÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
íàðàñòàþùèì êîëåáàíèÿì.

5. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

Äîïóñòèì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå èçìåíå-
íèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ðîòîðà J ïðîèñõî-
äÿò ïî ïðÿìîóãîëüíîìó êóñî÷íî-ïîñòîÿí-
íîìó çàêîíó. Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå è ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ðàâ-
íû ñîîòâåòñòâåííî J1 = J0(1 + m) è
J2 = J0(1 � m), ãäå J0 � çíà÷åíèå ìîìåíòà
èíåðöèè ïðè íåêîòîðîì ñðåäíåì ïîëîæå-
íèè ãðóçîâ íà ñòåðæíå, à m � áåçðàçìåð-
íàÿ ãëóáèíà ìîäóëÿöèè m < 1. Íà ïðîòÿ-
æåíèè èíòåðâàëîâ âðåìåíè (0, 2T ) è
( 2T , T) çíà÷åíèå ìîìåíòà èíåðöèè ïî-
ñòîÿííî, è äâèæåíèå ðîòîðà ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ñâîáîäíîå êîëåáàíèå,
îïèñûâàåìîå ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì. Îäíàêî êîýôôèöèåíòû
â ýòîì óðàâíåíèè ðàçëè÷íû äëÿ ñîñåäíèõ
èíòåðâàëîâ âðåìåíè (0, 2T ) è ( 2T , T):

 )2(
1

1 2
0 ϕγϕωϕ &&& +

+
−=

m

äëÿ 0 < t < 2T , (6)

)2(
1

1 2
0 ϕγϕωϕ &&& +

−
−=

m
äëÿ 2T < t < T. (7)

Çäåñü 
00 JD=ω  � ñîáñòâåííàÿ ÷àñ-

òîòà îñöèëëÿòîðà, à γ  � ïîñòîÿííàÿ çàòó-
õàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü
âÿçêîãî òðåíèÿ â ñèñòåìå. Îáå ýòè âåëè-
÷èíû îòíîñÿòñÿ ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ìî-

ìåíòà èíåðöèè )(
2

1
210 JJJ += . Äëÿ ìàëûõ

è óìåðåííûõ çíà÷åíèé m ìîìåíò èíåðöèè
ðàâåí J0, êîãäà ãðóçû íàõîäÿòñÿ ïðèáëè-
çèòåëüíî íà ïîëïóòè ìåæäó èõ êðàéíèìè
ïîëîæåíèÿìè íà ñòåðæíå ðîòîðà. Ïðè
áîëüøèõ m ýòî íå òàê, ïîòîìó ÷òî ìîìåíò
èíåðöèè îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòîì ðàññòî-
ÿíèÿ ãðóçîâ îò îñè âðàùåíèÿ ðîòîðà.

Äëÿ èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà ìîìåíòà
èíåðöèè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
(6)�(7) ëèíåéíû è èìåþò òî÷íûå àíàëèòè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ðàçâèâàåìûé íèæå òåî-
ðåòè÷åñêèé ïîäõîä îïèðàåòñÿ íà «ñøèâà-
íèå» ýòèõ ðåøåíèé â ìîìåíòû ñêà÷êîîá-
ðàçíûõ èçìåíåíèé ïàðàìåòðà, êîãäà ìû
äîëæíû ñîâåðøèòü ïåðåõîä îò îäíîãî èç
ýòèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ê äðóãîìó. Óðàâ-
íåíèÿ (6)�(7) ñìåíÿþò äðóã äðóãà â ìî-
ìåíòû âðåìåíè 2Tnt = , ãäå n = 1, 2, ...

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êàæäîãî ïðî-
ìåæóòêà âûáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðè-
íÿòîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëüþ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Êàæäîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óãëà
îòêëîíåíèÿ ϕ  áåðåòñÿ ðàâíûì óãëó )(tϕ ,
äîñòèãíóòîìó ðîòîðîì ê êîíöó ïðåäøå-
ñòâóþùåãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Íà÷àëü-
íàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ϕ&  ñâÿçàíà ñ óãëî-

âîé ñêîðîñòüþ â êîíöå
ïðåäûäóùåãî èíòåðâàëà
âðåìåíè çàêîíîì ñîõðàíå-
íèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà:

     21 )1()1( ϕϕ && mm −=+ . (8)

Â óðàâíåíèè (8) 1ϕ&  �
óãëîâàÿ ñêîðîñòü â êîíöå
ïðåäøåñòâóþùåãî èíòåð-
âàëà âðåìåíè, íà ïðîòÿæå-
íèè êîòîðîãî ìîìåíò
èíåðöèè ðîòîðà áûë ðàâåí

)1(01 mJJ += , à 2ϕ&  � íà-
Ðèñ. 4. Ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé

â óñëîâèÿõ îñíîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (n = 1)
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÷àëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ñëåäóþùåãî èíòåð-
âàëà, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðîãî ìîìåíò
èíåðöèè ðàâåí )1(02 mJJ −= . Èçìåíåíèå
óãëîâîé ñêîðîñòè ïðè ñëåäóþùåì ñêà÷-
êîîáðàçíîì èçìåíåíèè ìîìåíòà èíåðöèè
îò çíà÷åíèÿ J2 äî J1 ìîæíî ðàññ÷èòàòü òî÷-
íî òàê æå.

Ïðèìåíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìî-
ìåíòà èìïóëüñà äëÿ íàõîæäåíèÿ âûðàæàå-
ìîé ôîðìóëîé (8) ñâÿçè óãëîâîé ñêîðîñ-
òè äî è ïîñëå èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èíåð-
öèè çäåñü äîïóñòèìî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
âðàùåíèå ìàõîâèêà, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå
ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì: íà íåãî äåéñòâóåò
ìîìåíò ñèëû óïðóãîñòè ïðóæèíû. Äåéñòâè-
òåëüíî, âëèÿíèåì ïðóæèíû ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü, åñëè ïåðåìåùåíèå ãðóçîâ âäîëü ñòåð-
æíÿ ðîòîðà ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ, çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøåå ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êî-
ëåáàíèé. Â ïðèíÿòîé ìîäåëè ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî ïåðåìå-
ùåíèå ãðóçîâ ïðîèñõîäèò ìãíîâåííî.

Íà ïðîòÿæåíèè êàæäîé ïîëîâèíû ïå-
ðèîäà ìîäóëÿöèè 2T  âðàùåíèå ðîòîðà
îñöèëëÿòîðà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (6) èëè (7).
Òàêèì îáðàçîì, ýòî äâèæåíèå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îòðåçîê íåêîòîðîãî ãàðìîíè-
÷åñêîãî (ïðè 0=γ ) èëè çàòóõàþùåãî êî-
ëåáàíèÿ. Ãðàôèê òàêîãî äâèæåíèÿ íà îò-
äåëüíîì èíòåðâàëå ïîñòîÿíñòâà ìîìåíòà
èíåðöèè � ýòî îòðåçîê ñèíóñîèäû (èëè
çàòóõàþùåé ñèíóñîèäû). Àíàëèòè÷åñêîå
èññëåäîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæ-
äåíèÿ êîëåáàíèé ïðè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé
ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà ìîæíî âûïîëíÿòü
«ñøèâàíèåì» («ïðèïàñîâêîé» ïî âûðàæå-
íèþ àêàäåìèêà Ë.È. Ìàíäåëüøòàìà) èçâå-
ñòíûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè.

6. ÐÅÇÎÍÀÍÑÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß
×ÀÑÒÎÒÛ ÌÎÄÓËßÖÈÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ

Ïîðîã ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ
áûë íàéäåí âûøå äëÿ óñëîâèé îñíîâíîãî
ðåçîíàíñà, êîãäà äâà öèêëà ïðèíóäèòåëü-
íîé ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà ñîâåðøàþòñÿ íà
ïðîòÿæåíèè îäíîãî ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà. Ïîëó÷åííàÿ îöåí-

êà (5) ñïðàâåäëèâà äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé
ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m.

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ìî-
äóëÿöèè m ñàìî ïîíÿòèå ïåðèîäà ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà òðåáóåò

óòî÷íåíèÿ. Ïóñòü DJT 000 22 πωπ ==  �

ïåðèîä êîëåáàíèé ðîòîðà, êîãäà ãðóçû íà
íåì çàêðåïëåíû â ñðåäíèõ ïîëîæåíè-
ÿõ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòèì ïîëîæåíèÿì
ãðóçîâ ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà ðàâåí

)(
2

1
minmax0 JJJ += . Ïåðèîä ñîáñòâåííûõ

êîëåáàíèé T1 áóäåò íåìíîãî áîëüøå, êîãäà

ãðóçû ñìåùåíû äàëüøå îò îñè âðàùåíèÿ:

)21(1 001 mTmTT +≈+= . Ïåðèîä áóäåò

ìåíüøå, êîãäà ãðóçû ïðèäâèíóòû áëèæå ê

îñè âðàùåíèÿ: )21(1 002 mTmTT −≈−= .

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèìåíåíèé áóäåò óäîá-
íåå îïðåäåëèòü ñðåäíèé ïåðèîä avT  íå

êàê àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå )(
2

1
21 TT + ,

à, ñêîðåå, êàê ïåðèîä, ñîîòâåòñòâóþùèé

ñðåäíåé ÷àñòîòå )(
2

1
21av ωωω += , ãäå

11 2 Tπω =  è 22 2 Tπω = . Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ãëóáèíû ìîäóëÿ-
öèè ñðåäíèì ïåðèîäîì áóäåì íàçûâàòü
ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

)(

22

21

21

av
av TT

TT
T

+
==

ω
π

. (9)

Âñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî ïå-
ðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îò ãëóáè-
íû ìîäóëÿöèè, çíà÷åíèå ïåðèîäà T ìîäó-
ëÿöèè ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷íîé
íàñòðîéêå íà êàêîé-ëèáî èç ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ, îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿ-
ùèì íå òîëüêî îò ïîðÿäêà n ðåçîíàíñà,
íî è îò ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m. Â ñàìîì
äåëå, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ðåçîíàíñà
ïðèðàùåíèå ôàçû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî öèêëà ìîäóëÿöèè
äîëæíî áûòü ðàâíî π , 2π , 3π , ..., nπ , ...
Â òå÷åíèå ïåðâîãî ïîëóöèêëà ìîäóëÿöèè
ôàçà ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå 21Tω , à â
òå÷åíèå âòîðîãî ïîëóöèêëà � ïðèðàùåíèå

22Tω , îòêóäà ìû ïîëó÷àåì:
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π
ωω

nT =
+
2

21 , èëè 
2
av

av

T
nnT ==

ω
π

. (10)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå òî÷íîé íà-
ñòðîéêè íà ðåçîíàíñ îïðåäåëåííîãî ïî-
ðÿäêà n âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ äâóõ
ïåðèîäîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé T1 è T2.

Ýòî óñëîâèå èìååò âèä 2avTnT = , ãäå 
avT

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (9).
Äëÿ ìàëûõ è óìåðåííûõ çíà÷åíèé m

ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåííûìè âû-
ðàæåíèÿìè äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû
è ïåðèîäà:






 +≈





−

+
+

= 2
0

0
av 8

3
1

1

1

1

1

2
m

mm
ω

ω
ω ,






 −≈= 2

0
av

av 8

3
1

2
mTT

ω
π

.

Ðàçëè÷èå ìåæäó 
avT  è 0T  ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü

â ÷ëåíàõ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ êâàäðàòó ãëó-
áèíû ìîäóëÿöèè m.

7. ×ÀÑÒÎÒÍÛÅ ÈÍÒÅÐÂÀËÛ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Áåñêîíå÷íûé ðîñò àìïëèòóäû ïðè ïà-
ðàìåòðè÷åñêîì âîçáóæäåíèè âîçìîæåí íå
òîëüêî â ñëó÷àÿõ òî÷íîé íàñòðîéêè íà
êàêîé-ëèáî èç ðåçîíàíñîâ, íî è â íåêîòî-
ðûõ èíòåðâàëàõ çíà÷åíèé ïåðèîäà ìîäó-
ëÿöèè. Ýòè èíòåðâàëû ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà ñîäåðæàò â ñåáå çíà÷åíèÿ

2avTT = , avTT = , 23 avTT = , ..., ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òî÷íîé íàñòðîéêå íà ðåçîíàí-
ñû. Øèðèíà èíòåðâàëîâ âîçðàñòàåò ñ óâå-

ëè÷åíèåì ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m (ïðè ìà-
ëûõ è óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ìî-
äóëÿöèè). Âíå ýòèõ èíòåðâàëîâ ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ òîðñèîííîãî îñöèëëÿòîðà óñ-
òîé÷èâî, òî åñòü ïðè ìîäóëÿöèè ìîìåíòà
èíåðöèè àìïëèòóäà êîëåáàíèé íå íàðàñ-
òàåò.

×òîáû îïðåäåëèòü ãðàíèöû ÷àñòîòíûõ
èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷è-
âîñòè, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñòàöèîíàðíûå
êîëåáàíèÿ íåèçìåííîé àìïëèòóäû, êîòî-
ðûå ìîãóò ïðîèñõîäèòü, êîãäà ïåðèîä ìî-
äóëÿöèè T ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ýòèõ ãðà-
íèö. Òàêèå ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê ÷åðåäîâàíèå ñâîáîä-
íûõ (ñîáñòâåííûõ) êîëåáàíèé ñ ïåðèîäà-
ìè T1 è T2. Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ãðàôèêè
òàêèõ êîëåáàíèé îáðàçîâàíû ñåãìåíòàìè
íåçàòóõàþùèõ ñèíóñîèäàëüíûõ êðèâûõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðèîäîâ.

7.1. ×ÀÑÒÎÒÍÛÉ ÈÍÒÅÐÂÀË
ÎÑÍÎÂÍÎÃÎ ÐÅÇÎÍÀÍÑÀ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îêðåñòíîñòü îñ-
íîâíîãî ðåçîíàíñà ñ 2avTT = . Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ïåðèîä T ìîäóëÿöèè ïàðàìåò-
ðà íåìíîãî êîðî÷å ðåçîíàíñíîãî çíà÷å-
íèÿ 2avTT = , òàê ÷òî îí ñîîòâåòñòâóåò
ëåâîé ãðàíèöå îñíîâíîãî èíòåðâàëà íåóñ-
òîé÷èâîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîìåæóòîê ïî-
ñòîÿíñòâà ìîìåíòà èíåðöèè äëèòñÿ ìåíåå
÷åòâåðòè ñðåäíåãî ïåðèîäà 

avT  ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé, è ïîýòîìó ÷óòü ìåíüøå
÷åòâåðòè ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ óñïåâà-
åò ñîâåðøèòüñÿ çà ýòî âðåìÿ. Ôàçîâàÿ òðà-

åêòîðèÿ è ãðàôèê óãëîâîé ñêîðîñòè
òàêîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà èìå-
þò õàðàêòåðíûé âèä, ïîêàçàííûé íà
ðèñ. 5. Ó÷àñòêè ãðàôèêà ñêîðîñòè íà
èíòåðâàëàõ ïîñòîÿíñòâà ìîìåíòà
èíåðöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷åðåäó-
þùèåñÿ îòðåçêè ñèíóñîèäàëüíûõ êðè-
âûõ ñ ïåðèîäàìè T1 è T2. Ýòè îòðåç-
êè ñèíóñîèä ñèììåòðè÷íî óñå÷åíû ñ
äâóõ ñòîðîí íà êðàÿõ èíòåðâàëîâ.

×òîáû íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ âîçìîæíû òàêèå ñòàöèîíàðíûå êî-
ëåáàíèÿ, ìîæíî íàïèñàòü âûðàæåíèÿ
äëÿ )(tϕ  è )(tϕ&  íà ñîñåäíèõ èíòåðâà-

Ðèñ. 5. Ñòàöèîíàðíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
íà íèæíåé ãðàíèöå îñíîâíîãî èíòåðâàëà

íåóñòîé÷èâîñòè (âáëèçè 2avTT = )



27

Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ Â Ó×ÅÁÍÎÌ ÏÐÎÖÅÑÑÅ

ëàõ è çàòåì ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòè âûðà-
æåíèÿ äîëæíûì îáðàçîì ñøèâàëèñü íà
ãðàíèöàõ èíòåðâàëîâ.

Ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû çà íà÷àëî îò-
ñ÷åòà âðåìåíè t = 0 ìîìåíò, êîãäà ãðóçû
ñêà÷êîîáðàçíî ðàçäâèãàþòñÿ â ñòîðîíû îò
îñè. Â ýòîò ìîìåíò óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðî-
òîðà ñêà÷êîì óìåíüøàåòñÿ ïî ìîäóëþ (ñì.
ðèñ. 5). Çàòåì â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðå-
ìåíè (0, 2T ) ìîìåíò èíåðöèè ïîñòîÿíåí
è ãðàôèê ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó êî-

ëåáàíèþ ñ ÷àñòîòîé m+= 101 ωω . Ýòî

äâèæåíèå óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåð-
ïîçèöèþ ñèíóñîèäàëüíîé è êîñèíóñîèäàëü-
íîé ôóíêöèé ñ ïîñòîÿííûìè àìïëèòóäà-
ìè A1 è B1:

tBtAt 11111 cossin)( ωωϕ += ,

tBtAt 1111111 sincos)( ωωωωϕ −=& . (11)

Àíàëîãè÷íî, â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà

(� 2T , 0) ãðàôèê íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé îòðåçîê ñèíóñîèäàëüíîãî êîëåáà-

íèÿ ñ ÷àñòîòîé m−= 102 ωω :

tBtAt 22222 cossin)( ωωϕ += ,

tBtAt 2222222 sincos)( ωωωωϕ −=& . (12)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ
A1, B1 è A2, B2 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óñ-
ëîâèÿìè, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
ïðè «ñøèâàíèè» ãðàôèêîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Ïðè t = 0 óãîë îòêëîíåíèÿ îäèíàêîâ
êàê äëÿ 1ϕ , òàê è äëÿ 2ϕ : )0()0( 21 ϕϕ = .
Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàõîäèì, ÷òî B1 = B2.
Áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü ýòè ñî-
âïàäàþùèå ïîñòîÿííûå ïðîñòî êàê B. Óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü â ìîìåíò t = 0 èçìåíÿåòñÿ
ñêà÷êîì:

)0()1()0()1( 21 ϕϕ && mm −=+ .

Ýòî óñëîâèå äàåò ñëåäóþùåå ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó À2 è A1: À2 = kÀ1 = kÀ, ãäå
ââåäåíà áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà k, ñëåäó-
þùèì îáðàçîì çàâèñÿùàÿ îò ãëóáèíû ìî-
äóëÿöèè m:

m

m
k

−
+=

1

1
.

Óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿí-
íûõ A è Â ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèé ñøèâà-

íèÿ â ìîìåíòû � 2T  è 2T . Â ñëó÷àå ñòà-

öèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îñíîâíîìó ðåçîíàíñó (è
âñåì ðåçîíàíñàì íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ ñ
n = 1, 3, ... â âûðàæåíèè (10)), ýòè óñëî-
âèÿ òàêîâû:

)2()2( 21 TT −−= ϕϕ ,

)2()1()2()1( 21 TmTm −−−=+ ϕϕ && . (13)

Ïîäñòàâëÿÿ ϕ  è ϕ&  èç âûðàæåíèÿ (12)
â (13), ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ îäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ A è B:

0)()( 2121 =++− BCCAkSS ,

0)()( 2121 =−−+ BSkSACCk . (14)

Â óðàâíåíèÿõ (14) èñïîëüçîâàíû ñëå-
äóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

)2cos( 11 TC ω= , )2cos( 22 TC ω= ,

)2sin( 11 TS ω= , )2sin( 22 TS ω= . (15)

Ñèñòåìà (14) îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
äëÿ A è B èìååò íåòðèâèàëüíîå (íåíóëå-
âîå) ðåøåíèå òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îï-
ðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ:

02)1(2 21
2

21 =++− kSSkCkC . (16)

Ýòî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâî-
ãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14) äàåò óðàâíåíèå
äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé ïåðåìåííîé
T, âõîäÿùåé â (15) ÷åðåç àðãóìåíòû ñèíó-
ñîèäàëüíûõ è êîñèíóñîèäàëüíûõ ôóíêöèé
â S1, S2 è Ñ1, Ñ2. Ýòî óðàâíåíèå è îïðåäå-
ëÿåò èñêîìûå ãðàíèöû èíòåðâàëà íåóñòîé-
÷èâîñòè. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû èí-
òåðâàëà T� è T+ äàþòñÿ êîðíÿìè ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ.

×òîáû íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ (16), ïðåîá-
ðàçóåì åãî ê áîëåå óäîáíîé ôîðìå. Ñíà-
÷àëà ïðåäñòàâèì âõîäÿùèå â íåãî ïðîèç-
âåäåíèÿ êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ Ñ1Ñ2 è S1S2
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

)cos
2

(cos
2

1
av21 T

T
CC ωω +∆= ,

)cos
2

(cos
2

1
av21 T

T
SS ωω −∆= ,
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ãäå 12 ωωω −=∆ . Çàòåì, èñïîëüçóÿ òîæäå-
ñòâî 1)2(cos2cos 2 −= αα , ïðèâåäåì (16)
ê ñëåäóþùåìó âèäó:

2
cos1

2
cos)1( av T

k
T

k
ωω ∆−±=+ . (17)

Äëÿ ãðàíèö èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñ-
òè, ñîäåðæàùåãî îñíîâíîé ðåçîíàíñ, íóæ-
íî èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) äëÿ
íåèçâåñòíîãî T â îêðåñòíîñòè 20TT = .
Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ãëóáèíû ìîäóëÿ-
öèè m óðàâíåíèå (17) èìååò äâà ðåøåíèÿ
â îêðåñòíîñòè 22 av0 TT ≈ , êîòîðûå ñî-
îòâåòñòâóþò íèæíåé (ñì. ðèñ. 5) è âåðõ-
íåé ãðàíèöàì T� è T+ èíòåðâàëà íåóñòîé-
÷èâîñòè. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà è ãðàôèê óã-
ëîâîé ñêîðîñòè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êîëå-
áàíèé íà âåðõíåé ãðàíèöå èíòåðâàëà ïî-
êàçàíû íà ðèñ. 6.

×òîáû íàéòè ãðàíèöû T� è T+ èíòåðâà-
ëà íåóñòîé÷èâîñòè, ïðåäñòàâèì èñêîìûé
ïåðèîä T â àðãóìåíòå êîñèíóñà â ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (17) â âèäå TT ∆+2av ,
ãäå 0TT <<∆ . Ïîñêîëüêó πω 2avav =T , ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü ýòîò êîñèíóñ êàê

)2sin( av T∆− ω . Òîãäà óðàâíåíèå (17) äëÿ
íåèçâåñòíîãî T∆  ïðèíèìàåò âèä:

4

)2(
cos

1

1

2
sin avav TT

k

kT ∆+∆
+
−

=
∆ ωω

m .  (18)

Â êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììå ýòî óðàâ-
íåíèå äëÿ T∆  ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòî-
äîì èòåðàöèé. Ìû íà÷èíàåì ñ T∆  = 0 â

êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà,
ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â ïðàâóþ ÷àñòü
(18), âçÿòóþ, ñêàæåì, ñ âåðõíèì çíàêîì.
Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü (18) äàåò íàì çíà÷åíèå

T∆  â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Ïîäñòàâëÿÿ
ýòî çíà÷åíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ â ïðà-
âóþ ÷àñòü (18), â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì
çíà÷åíèå T∆  âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè. Ýòà
ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà
íå áóäåò ïîëó÷åíî ñàìîñîãëàñîâàííîå çíà-
÷åíèå T∆  äëÿ ëåâîé ãðàíèöû èñêîìîãî
èíòåðâàëà. ×òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèå T∆
äëÿ åãî ïðàâîé ãðàíèöû, èñïîëüçóåòñÿ òà
æå ïðîöåäóðà èòåðàöèé äëÿ óðàâíåíèÿ (18)
ñ íèæíèì çíàêîì â åãî ïðàâîé ÷àñòè. Ïî-
ëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèÿ ïåðèî-
äà ìîäóëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöàì
èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè ïðè çàäàííîì
çíà÷åíèè ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m, âûâîäÿò-
ñÿ íà ýêðàí, êîãäà îòêðûòà ïàíåëü «Ââîä
äàííûõ». Åñëè Âû èçìåíèëè m, äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ íîâûõ çíà÷åíèé ãðàíèö èíòåðâàëà
íåóñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî íàæàòü êíîï-
êó «Îáíîâèòü èíôîðìàöèþ».

Äèàãðàììû ãðàíèö ÷àñòîòíûõ èíòåð-
âàëîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè â
êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììå ìîæíî âûâåñòè
íà ýêðàí, åñëè â ðàçäåëå ãëàâíîãî ìåíþ
«Òåîðåòè÷åñêèé îáçîð» âûáðàòü ïóíêò
«Óñëîâèÿ ðåçîíàíñà». Òàêèå äèàãðàììû
ïðèâåäåíû íèæå íà ðèñ. 11.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè îäíîãî èç êîðíåé
T� èëè T+ óðàâíåíèÿ (18) â ñèñòåìó (14)
îáà åå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ A è B
ñòàíîâÿòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè è ïîçâîëÿþò

íàéòè òîëüêî îòíîøåíèå BA . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî àìïëèòóäà ñòàöèîíàð-
íûõ êîëåáàíèé íà ãðàíèöå èíòåð-
âàëà íåóñòîé÷èâîñòè ìîæåò èìåòü
ëþáîå çíà÷åíèå. Ýòî çíà÷åíèå çà-
âèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Íî
ôîðìà êîëåáàíèé íà êàæäîé èç ãðà-
íèö èíòåðâàëà îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì àìïëèòóä A è B
ñèíóñîèäàëüíîé è êîñèíóñîèäàëüíîé
ôóíêöèé, ÷åðåäóþùèåñÿ îòðåçêè
ãðàôèêîâ êîòîðûõ îáðàçóþò õàðàê-
òåðíûé ïðîôèëü ñòàöèîíàðíûõ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ñì. ðèñ.
5 è 6).

Ðèñ. 6. Ñòàöèîíàðíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
íà âåðõíåé ãðàíèöå îñíîâíîãî èíòåðâàëà

íåóñòîé÷èâîñòè (âáëèçè 2avTT = )
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7.2. ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ
ÄËß ×ÀÑÒÎÒÍÎÃÎ ÈÍÒÅÐÂÀËÀ

ÎÑÍÎÂÍÎÃÎ ÐÅÇÎÍÀÍÑÀ

×òîáû ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18), ñïðà-
âåäëèâîå äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìî-
äóëÿöèè m, ìîæíî óïðîñòèòü âûðàæåíèå
â åãî ïðàâîé ÷àñòè, ïîëàãàÿ mk +≈ 1 ,

mk ≈−1 . Ìîæíî òàêæå çíà÷åíèå êîñè-
íóñà ïðèíÿòü ðàâíûì 1. Â ëåâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (18), ãäå avav 2 Tπω = , ìîæíî
çàìåíèòü ñèíóñ åãî ìàëûì àðãóìåíòîì. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ïðèáëè-
æåííîå âûðàæåíèå, ñïðàâåäëèâîå ñ òî÷-
íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ìà-
ëîìó ïàðàìåòðó m:

av1
2

1
T

m
T 





=

π
m

m
. (19)

Ïîñêîëüêó â êîìïüþòåðíîé ïðîãðàì-
ìå â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîé åäèíèöû âðå-
ìåíè äëÿ ââîäà ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé 00 2 JDT π=  (ñîîòâåòñòâóþùèé
ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ìîìåíòà èíåðöèè 0J ),
óäîáíî âûðàçèòü ýòè ïðèáëèæåííûå çíà-
÷åíèÿ 

m
T  äëÿ ãðàíèö èíòåðâàëà íåóñòîé-

÷èâîñòè ÷åðåç 0T :

0

2

8

3
1

2

1
T

mm
T 





−=

π
m

m
. (20)

7.3. ×ÀÑÒÎÒÍÛÅ ÈÍÒÅÐÂÀËÛ
ÐÅÇÎÍÀÍÑÎÂ ÍÅ×ÅÒÍÛÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ

Àíàëîãè÷íî ìîæíî
ðàññ÷èòàòü ãðàíèöû èí-
òåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè
â îêðåñòíîñòè ðåçîíàí-
ñà òðåòüåãî ïîðÿäêà n =
3, êîãäà äâà ïîëíûõ
öèêëà ìîäóëÿöèè ïàðà-
ìåòðà ñîâåðøàþòñÿ íà
ïðîòÿæåíèè òðåõ ïåðè-
îäîâ ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé ( 23 avTT = ). Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ñòàöèîíàðíûå
êîëåáàíèÿ íà ãðàíèöàõ

ýòîãî èíòåðâàëà (ðèñ. 7), ìû ïðèõîäèì ê
òåì æå óðàâíåíèÿì (14) äëÿ A è B, è ê
óðàâíåíèþ (17) äëÿ çíà÷åíèé ïåðèîäà ìî-
äóëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèöàì èí-
òåðâàëà. Îäíàêî òåïåðü íóæíî èñêàòü ðå-
øåíèå (14) â îêðåñòíîñòè 23 avTT = .

Ãðàíèöû ýòîãî èíòåðâàëà, ïîëó÷åííûå
÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (17) äëÿ
çàäàííîãî çíà÷åíèÿ m, òàêæå âûâîäÿòñÿ
íà ýêðàí, êîãäà îòêðûòà ïàíåëü «Ââîä äàí-
íûõ». Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ìî-
äóëÿöèè m ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå
âûðàæåíèÿ äëÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö
ýòîãî èíòåðâàëà, ñïðàâåäëèâûå ñ òî÷íîñ-
òüþ äî êâàäðàòè÷íûõ ïî m ÷ëåíîâ:

av22

3
T

m
T 





=

π
m

m
. (21)

×åðåç ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
T0 (ïðè J = J0) ýòè ãðàíèöû âûðàæàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0

2

16

9

22

3
T

mm
T 





−=

π
m

m
. (22)

Â äàííîì ïðèáëèæåíèè èíòåðâàë íå-
óñòîé÷èâîñòè âáëèçè ðåçîíàíñà òðåòüåãî
ïîðÿäêà èìååò òàêóþ æå øèðèíó 0)( Tm π ,
÷òî è èíòåðâàë â îêðåñòíîñòè îñíîâíîãî
ðåçîíàíñà. Îäíàêî òðåòèé èíòåðâàë õàðàê-
òåðèçóåòñÿ áîëüøåé àñèììåòðèåé: åãî ñå-
ðåäèíà ñìåùåíà â ñòîðîíó ìåíüøèõ çíà-
÷åíèé îò 23 0TT =  íà (9/16)m2T0.

Ðèñ. 7. Ñòàöèîíàðíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

íà ãðàíèöå èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè âáëèçè 23 avTT =
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7.4. ×ÀÑÒÎÒÍÛÅ ÈÍÒÅÐÂÀËÛ
ÐÅÇÎÍÀÍÑÎÂ ×ÅÒÍÛÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ

Ïðè óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû
ìîäóëÿöèè ïî ïðÿìîóãîëüíîìó êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîìó çàêîíó ïàðàìåòðè÷åñêèé ðå-
çîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà, n = 2 (îäèí öèêë
ìîäóëÿöèè íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî ïåðèî-
äà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé) îêàçûâàåòñÿ
ñðàâíèòåëüíî ñëàáûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ-
ñìîòðåííûìè âûøå ðåçîíàíñàìè ñ n = 1
è n = 3. Äåëî â òîì, ÷òî â ñëó÷àå n = 2
ñêà÷êîîáðàçíûå èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èíåð-
öèè âûçûâàþò îäíî óâåëè÷åíèå è îäíî
óìåíüøåíèå ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà çà ïå-
ðèîä. Ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé âîçìî-
æåí ëèøü òîãäà, êîãäà ïðèðîñò ýíåðãèè,
ïðîèñõîäÿùèé ïðè ñáëèæåíèè ãðóçîâ,
ïðåâîñõîäèò óáûëü ýíåðãèè ïðè îáðàò-
íîì ðàçäâèãàíèè ãðóçîâ. Ýòî ìîæåò áûòü
òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ãðóçû ñäâèãàþò-
ñÿ ê îñè â ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà áîëüøå, ÷åì êîãäà
ãðóçû ðàçäâèãàþòñÿ â ñòîðîíû. Ïðè

avTT ≈  âûïîëíåíèå òàêîãî óñëîâèÿ ìîæåò
îáåñïå÷èâàòüñÿ ëèøü çà ñ÷åò ìàëîãî ðàç-
ëè÷èÿ â ïåðèîäàõ T1 è T2 ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé ðîòîðà ïðè ðàçäâèíóòûõ è
ñäâèíóòûõ ê îñè ãðóçàõ. Ýòî ðàçëè÷èå ïå-
ðèîäîâ T1 è T2 ñàìî ïðîïîðöèîíàëüíî
ìàëîé âåëè÷èíå m.

Ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿä-
êà ïîêàçàí íà ðèñ. 8. Â ýòîì ñëó÷àå âëîæå-
íèå ýíåðãèè çà ïåðèîä ïðîïîðöèîíàëüíî
êâàäðàòó ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m, â òî âðåìÿ

êàê ïðè ðåçîíàíñàõ ñ n = 1 è
n = 3 âëîæåíèå ýíåðãèè ïðî-
ïîðöèîíàëüíî ïåðâîé ñòåïåíè
m. Ïîýòîìó ïðè òîì æå çíà÷å-
íèè ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ γ
(ïðè òîé æå äîáðîòíîñòè Q)
òðåáóåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøàÿ
ãëóáèíà ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà,
÷òîáû ïðåâçîéòè ïîðîã ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà âòîðî-
ãî ïîðÿäêà.

Èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè â îêðåñòíîñòè

ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà çíà÷èòåëüíî
ýæå ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåðâàëàìè, ñîîò-
âåòñòâóþùèìè n = 1 è n = 3: åãî øèðèíà
òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíà ëèøü êâàäðàòó m
(äëÿ ìàëûõ m). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíèö
ýòîãî èíòåðâàëà ìîæíî ðàññìîòðåòü, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå äëÿ äðóãèõ ðåçî-
íàíñîâ, ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ïðè

0TT ≈ , îáðàçîâàííûå ÷åðåäóþùèìèñÿ
ó÷àñòêàìè ñâîáîäíûõ ñèíóñîèäàëüíûõ êî-
ëåáàíèé ñ ïåðèîäàìè T1 è T2. Ôàçîâàÿ
òðàåêòîðèÿ è ãðàôèê óãëîâîé ñêîðîñòè
äëÿ òàêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà
îäíîé èç ãðàíèö ïîêàçàí íà ðèñ. 9. Â
ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà ãðà-
íèöå â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ñêà÷êîîáðàç-
íûå óâåëè÷åíèÿ è óìåíüøåíèÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè â òî÷íîñòè êîìïåíñèðóþòñÿ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ êî-
ëåáàíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåæíè-
ìè âûðàæåíèÿìè (11)�(12) äëÿ )(tϕ  è )(tϕ& .
Óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ ãðàôèêîâ ïðè t = 0 òàê-
æå îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Ðàçëè÷èÿ ïîÿâëÿ-
þòñÿ ëèøü â óðàâíåíèÿõ äëÿ ïîñòîÿííûõ
A è B. Ýòè óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç òðå-
áîâàíèé ïåðèîäè÷íîñòè â ìîìåíòû � 2T
è 2T . Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðå-
çîíàíñó ñ n = 2 (è âñåì ðåçîíàíñàì ÷åò-
íûõ ïîðÿäêîâ ñ n = 2, 4, ... â (10)), ýòè
óñëîâèÿ èìåþò âèä:

)2()2( 21 TT −= ϕϕ ,

)2()1()2()1( 21 TmTm −−=+ ϕϕ && , (23)

è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé äëÿ àìïëèòóä A è B:

Ðèñ. 8. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ êîëåáàíèé è ãðàôèê óãëîâîé

ñêîðîñòè ïðè ðåçîíàíñå âòîðîãî ïîðÿäêà ( avTT = )
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   0)()( 2121 =−++ BCCAkSS ,

  0)()( 2121 =+−− BSkSACCk ,    (24)

ãäå S1, Ñ1 è S2, Ñ2 ïî-ïðåæíåìó îï-
ðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (15). Îä-
íîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (24)
äëÿ A è B èìååò íåòðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ
åå îïðåäåëèòåëÿ:

02)1(2 21
2

21 =−+− kSSkCkC .  (25)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé
TTT ∆+= avm

 äëÿ ãðàíèö èíòåðâàëà
íåóñòîé÷èâîñòè ñ n = 2 ïðåîáðà-
çóåì ïðîèçâåäåíèÿ Ñ1Ñ2 è S1S2 â óðàâíå-
íèè (25) ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

)2(sin21cos 2 αα −= :

4
sin1

2
sin)1( av T

k
T

k
ωω ∆−±=+ . (26)

Çàòåì çàìåíèì èñêîìîå çíà÷åíèå ïå-
ðèîäà T â àðãóìåíòå ñèíóñà â ëåâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (26) íà TT ∆+av

, ãäå TT <<∆ .
Ïîñêîëüêó πω 2avav =T , ýòîò ñèíóñ ìîæíî
çàïèñàòü êàê )2sin( av T∆− ω , ïîñëå ÷åãî
óðàâíåíèå (17) ïðèíèìàåò âèä:

  
4

)(
sin

1

1

2
sin avav TT

k

kT ∆+∆
+
−

=
∆ ωω

m .    (27)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ëåâóþ ãðà-
íèöó −T  èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè, êîãäà
áåðåòñÿ âåðõíèé çíàê â åãî ïðàâîé ÷àñòè,
è ïðàâóþ ãðàíèöó 

+T  â ïðîòèâîïîëîæíîì
ñëó÷àå. Ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ äëÿ ïðà-
âîé ãðàíèöû èíòåðâàëà ïîêàçàíû íà
ðèñ. 10.

Â êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììå
óðàâíåíèå (27) äëÿ T∆  òàêæå ðå-
øàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì èòåðàöèé.
Ïîäñòàâëÿÿ −T  èëè 

+T , íàéäåííûå
èç (27), â îäíî èç óðàâíåíèé (14),
ìû ïîëó÷àåì îòíîøåíèå àìïëèòóä A
è B, êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ ïðîôèëü
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ãðàíèöå èíòåðâàëà íåóñòîé-
÷èâîñòè. Äèàãðàììû ãðàíèö âòîðîãî
èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé-
÷èâîñòè â êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììå

òàêæå ìîæíî âûâåñòè íà ýêðàí, åñëè â
ðàçäåëå ãëàâíîãî ìåíþ «Òåîðåòè÷åñêèé
îáçîð» âûáðàòü ïóíêò «Óñëîâèÿ ðåçîíàí-
ñà». Â ýòîé ñòàòüå äèàãðàììû ïðèâåäåíû
íèæå íà ðèñ. 11.

Äëÿ óìåðåííûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìî-
äóëÿöèè ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííîå àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (27):

av
2

4

1
1 TmT 





= m

m
. (28)

×åðåç T0 ýòè ãðàíèöû âòîðîãî èíòåð-
âàëà âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0
2

0 8

3

4

1
TmTT 





 −+= m

m
, (29)

òî åñòü 0
2

0 )85( TmTT −=− , 0
2

0 )81( TmTT −=+ .
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, øèðèíà

0
2 )2( TmTT =− −+  ýòîãî èíòåðâàëà íåóñòîé-

÷èâîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ãëóáè-
íû ìîäóëÿöèè.

Ðèñ. 9. Ñòàöèîíàðíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
íà íèæíåé ãðàíèöå èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè

âòîðîãî ïîðÿäêà (âáëèçè avTT = )

Ðèñ. 10. Ñòàöèîíàðíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
íà ïðàâîé ãðàíèöå âòîðîãî èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè

(âáëèçè 
0av TTT ≈= )
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8. ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ
ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Èíòåðâàëû íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ïåðâûõ
ïÿòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ïîêà-
çàíû íà äèàãðàììå ðèñ. 11 äëÿ ðàçíûõ
çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m. Äèàãðàì-
ìà ïîëó÷åíà ÷èñëåííûì ðåøåíèåì îáñóæ-
äàâøèõñÿ âûøå óðàâíåíèé. Îòìåòèì, íà-
ñêîëüêî óçêè èíòåðâàëû äëÿ ðåçîíàíñîâ
÷åòíûõ ïîðÿäêîâ ñ n = 2, 4) ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ m. Ñ ðîñòîì m ýòè èíòåðâàëû
ðàñøèðÿþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ ñðàâíèìûìè ñ
èíòåðâàëàìè íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ.

Èç äèàãðàììû íà ðèñ. 11 âèäíî, ÷òî
äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿ-
öèè m îáå ãðàíèöû èíòåðâàëîâ ñ n > 2
ñîâïàäàþò (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè òàêèõ
m îíè ïåðåñåêàþòñÿ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè
òàêèõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ñî-
îòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû ïàðàìåòðè÷åñ-
êîãî âîçáóæäåíèÿ èñ÷åçàþò. Ýòîìó èñ÷åç-
íîâåíèþ èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðè÷åñêîãî
âîçáóæäåíèÿ ìîæíî äàòü ïðîñòîå ôèçè-
÷åñêîå îáúÿñíåíèå, åñëè îáðàòèòü âíèìà-
íèå íà ñîîòíîøåíèå ïåðèîäîâ ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé T1 è T2 (ïðè ðàçäâèíóòûõ
è ñäâèíóòûõ ãðóçàõ) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
çíà÷åíèé m. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî T1 è T2 îò-
íîñÿòñÿ êàê 2:1, 3:1, è 3:2. Â ñëó÷àå ïåð-
âîãî ïåðåñå÷åíèÿ (ñ îòíîøåíèåì ñîáñòâåí-
íûõ ïåðèîäîâ 2:1) çà ïåðâóþ ïîëîâèíó
öèêëà ìîäóëÿöèè ïðîèñõîäèò ðîâíî ïî-
ëîâèíà ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ ðîòîðà ñ
ïåðèîäîì T1, à çà âòîðóþ � öåëîå êîëå-

áàíèå ñ ïåðèîäîì T2 (òðè ïîëíûõ ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèÿ çà îäèí öèêë ìîäó-
ëÿöèè). ßñíî, ÷òî â òàêèõ óñëîâèÿõ ìîäó-
ëÿöèè ïðîöåññ êîëåáàíèé áóäåò ïåðèîäè-
÷åñêèì âñåãäà, ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñ-
ëîâèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m è ïå-
ðèîäà ìîäóëÿöèè T íå áóäåò íè ðîñòà, íè
óáûâàíèÿ àìïëèòóäû: ïðè ëþáûõ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèÿõ ïðîèñõîäÿò ñòàöèîíàðíûå
êîëåáàíèÿ.

Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ â ñèñòåìå èí-
òåðâàëû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
ñòàíîâÿòñÿ ýæå è ïðè äîñòàòî÷íî ñèëü-
íîì òðåíèè èñ÷åçàþò ñîâñåì. Êîãäà ãëó-
áèíà ìîäóëÿöèè ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå, ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
ãðàíèö ïåðâîãî èíòåðâàëà äàþòñÿ âûðà-
æåíèÿìè (19) èëè (20), åñëè ïîäñòàâèòü

â íèõ âìåñòî m âåëè÷èíó min
22 mm − , â

êîòîðîé ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ãëóáèíû ìî-

äóëÿöèè )2(min Qm π=  îïðåäåëÿåòñÿ âû-

ðàæåíèåì (5). Äëÿ òðåòüåãî èíòåðâàëà ìîæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (21) èëè
(22), ïîäñòàâëÿÿ òóäà âìåñòî m âåëè÷èíó

min
22 mm − , â êîòîðîé )2(3min Qm π= .

Êîãäà ãëóáèíà ìîäóëÿöèè m ðàâíà ïîðî-

ãîâîìó çíà÷åíèþ minm , ñîîòâåòñòâóþùèé

èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ
èñ÷åçàåò.

Ãðàíèöû âòîðîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ äà-
þòñÿ âûðàæåíèÿìè (28) èëè (29), åñëè ïîä-

ñòàâèòü â íèõ âìåñòî 2m  âûðàæå-

íèå min
44 mm −  ñ ïîðîãîâûì çíà-

÷åíèåì Qm 2min = , ñîîòâåò-

ñòâóþùèì ðåçîíàíñó âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Äèàãðàììà íà ðèñ. 12 ïîêà-
çûâàåò ãðàíèöû ïåðâûõ òðåõ èí-
òåðâàëîâ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðå-
çîíàíñà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ äëÿ
Q = 20 è äëÿ Q = 10. Îáðàòèòå
âíèìàíèå íà «îñòðîâîê» ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ
n = 3 è Q = 20. Ýòîò ðåçîíàíñ

Ðèñ. 11. Èíòåðâàëû ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ
ïðè ïðÿìîóãîëüíîé ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè

â îòñóòñòâèå òðåíèÿ

Период модуляции
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ïðîïàäàåò, êîãäà ãëóáèíà ìîäóëÿöèè äîñ-
òèãàåò çíà÷åíèÿ 45% è ïîÿâëÿåòñÿ ñíîâà,
êîãäà m ïðåâûøàåò ïðèìåðíî 66%.

Äëÿ êàæäîãî äàííîãî çíà÷åíèÿ ãëóáè-
íû ìîäóëÿöèè m ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëèøü
íåñêîëüêî ïåðâûõ èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ m ïðå-
âûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå.

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî äàæå â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñ-
òåìû íåóñòîé÷èâî âñëåäñòâèå ïåðèîäè÷åñ-
êîé ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà (òî åñòü êîãäà
âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ
âîçáóæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàí-
ñà), îñöèëëÿòîð áóäåò îñòàâàòüñÿ â ïîêîå
â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, åñëè çàäàíû íó-
ëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, òî åñòü )0(ϕ  è

)0(ϕ&  â òî÷íîñòè ðàâíû íóëþ. Â ýòîì çàê-
ëþ÷àåòñÿ îäíî èç îòëè÷èé ïàðàìåòðè÷åñ-
êîãî ðåçîíàíñà îò îáû÷íîãî ðåçîíàíñà ïðè
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ, äëÿ êîòîðîãî
àìïëèòóäà ðàñòåò äàæå ïðè íóëåâûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Äëÿ âîçáóæäåíèÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, êðîìå âûïîë-
íåíèÿ óñëîâèÿ ïðåâûøåíèÿ ïîðîãà, â ñè-
ñòåìå äîëæíû îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâîâàòü
õîòÿ áû ñëàáûå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ.
Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ òàêèå êîëåáàíèÿ
âñåãäà ñóùåñòâóþò èç-çà ôëóêòóàöèé.

Â ëèíåéíîé ñèñòåìå ïðè ïðåâûøåíèè
ïîðîãà ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ
àìïëèòóäà êîëåáàíèé íåîãðàíè÷åííî ðàñ-
òåò ñî âðåìåíåì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàêîíó. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñëó÷àþ âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèé, âÿçêîå òðåíèå íå
â ñîñòîÿíèè îãðàíè÷èòü ðîñò àì-
ïëèòóäû êîëåáàíèé ïðè ïàðàìåò-
ðè÷åñêîì ðåçîíàíñå. Â ðåàëüíûõ
ñèñòåìàõ ðîñò àìïëèòóäû îãðàíè-
÷èâàåòñÿ íåëèíåéíûìè ÿâëåíèÿìè,
ïðèâîäÿùèìè ê çàâèñèìîñòè ïå-
ðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îò
àìïëèòóäû. Ïî ìåðå ðîñòà àìï-
ëèòóäû ïàðàìåòðè÷åñêè âîçáóæäà-
åìûõ êîëåáàíèé èçìåíÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûé ïåðèîä êîëåáàíèé è
ïîýòîìó íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ ðå-
çîíàíñà. Ðîñò àìïëèòóäû ñìåíÿ-
åòñÿ åå óìåíüøåíèåì. Êîãäà àìï-
ëèòóäà ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ìà-

ëîé, óñëîâèÿ ðåçîíàíñà âîññòàíàâëèâàþò-
ñÿ, è àìïëèòóäà ñíîâà íà÷èíàåò ðàñòè. Ïðè
íàëè÷èè òðåíèÿ òàêèå ïåðåõîäíûå áèåíèÿ
â íåëèíåéíîé ñèñòåìå ïîñòåïåííî çàòóõà-
þò, è â êîíöå êîíöîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòà-
öèîíàðíûé ðåæèì êîëåáàíèé ñ êîíå÷íîé
àìïëèòóäîé.

9. ÇÀÄÀÍÈß ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÉ
ÐÀÁÎÒÛ Ñ ÏÐÎÃÐÀÌÌÎÉ

1. Îñíîâíîé ðåçîíàíñ (n = 1) â îòñóò-
ñòâèå òðåíèÿ. Çàäàéòå óìåðåííîå çíà÷å-
íèå ãëóáèíû m ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåð-
öèè (îêîëî 10�15 %). Ïóñòü ïåðèîä ìîäó-
ëÿöèè T ðàâåí ïîëîâèíå ïåðèîäà T0 ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà. ×òîáû
ïðèíóäèòåëüíàÿ ìîäóëÿöèÿ ïàðàìåòðà âûç-
âàëà ðåçîíàíñ, îñöèëëÿòîð ñ ñàìîãî íà-
÷àëà äîëæåí ñîâåðøàòü õîòÿ áû íåáîëü-
øèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, òî åñòü äîë-
æíû áûòü çàäàíû íåíóëåâûå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ.

à) Êàêîãî âèäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñëå-
äóåò çàäàòü, ÷òîáû ñðàçó ïîñëå âêëþ÷åíèÿ
ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè íà÷àëñÿ áû-
ñòðåéøèé ðåçîíàíñíûé ðîñò àìïëèòóäû
êîëåáàíèé? Íàïîìíèì, ÷òî â ïðèíÿòîé
ìîäåëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0
ãðóçû ñêà÷êîîáðàçíî ðàçäâèãàþòñÿ â ñòî-
ðîíû îò îñè âðàùåíèÿ, òàê ÷òî ìîìåíò
èíåðöèè ðîòîðà âîçðàñòàåò.

á) Êàêîãî âèäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè-
âåäóò ñíà÷àëà ê ïîñòåïåííîìó çàòóõàíèþ
óæå ñóùåñòâóþùèõ êîëåáàíèé? Ïðîâåðü-
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äëÿ ïåðâûõ òðåõ ðåçîíàíñîâ ïðè ìîäóëÿöèè ìîìåíòà
èíåðöèè (â îòñóòñòâèå òðåíèÿ äëÿ Q = 20 è äëÿ Q = 10)



34

Áóòèêîâ Å.È.

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 3, 2009 ã.

òå ñâîé îòâåò â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðè-
ìåíòå. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ãðàôèêè êî-
ëåáàíèé, îáúÿñíèòå ôèçè÷åñêóþ ïðè÷èíó
ïåðâîíà÷àëüíîãî óìåíüøåíèÿ àìïëèòóäû
êîëåáàíèé. Ïðèìèòå âî âíèìàíèå ôàçî-
âûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîáñòâåííûìè
êîëåáàíèÿìè ðîòîðà è ïðèíóäèòåëüíûìè
ïåðèîäè÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè åãî ìîìåí-
òà èíåðöèè. Ïî÷åìó ÷åðåç íåêîòîðîå âðå-
ìÿ óáûâàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñìå-
íÿåòñÿ åå âîçðàñòàíèåì?

â) Ïîïûòàéòåñü âûÿñíèòü, êàêèìè ôàê-
òîðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê âðåìå-
íè, ïî èñòå÷åíèè êîòîðîãî ïåðâîíà÷àëü-
íîå çàòóõàíèå êîëåáàíèé ñìåíÿåòñÿ èõ
íåîãðàíè÷åííûì ðîñòîì.

2. Ðîñò àìïëèòóäû â óñëîâèÿõ îñíîâ-
íîãî ðåçîíàíñà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü
ïðèíóäèòåëüíàÿ ìîäóëÿöèÿ ìîìåíòà èíåð-
öèè ïðîèñõîäèò ñ ïåðèîäîì T, ðàâíûì
ïîëîâèíå ïåðèîäà T0 ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé îñöèëëÿòîðà ( 20TT = ).

à) Ïî êàêîìó çàêîíó ðàñòåò ñî âðå-
ìåíåì àìïëèòóäà êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ
îñíîâíîãî ðåçîíàíñà, åñëè çàäàíî íåêî-
òîðîå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå 0)0( ϕϕ =  è
íóëåâàÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü 0)0( =ϕ& ? Ïðè
êàêîì çíà÷åíèè ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m (â
îòñóòñòâèå òðåíèÿ) íà÷àëüíàÿ àìïëèòóäà
êîëåáàíèé óäâîèòñÿ çà 10 öèêëîâ ìîäóëÿ-
öèè ìîìåíòà èíåðöèè? Ïðîâåðüòå ñâîé ðå-
çóëüòàò â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.

á) ×åì áóäåò îòëè÷àòüñÿ ïðîöåññ ðå-
çîíàíñíîé ðàñêà÷êè îò ñëó÷àÿ, ðàññìîò-
ðåííîãî â ïóíêòå à), åñëè çàäàòü òàêîå æå
ïî âåëè÷èíå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå â ïðî-
òèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó?

3. Ïîðîã âîçáóæäåíèÿ äëÿ îñíîâíîãî
ðåçîíàíñà.

à) Âûáðàâ óìåðåííîå çíà÷åíèå ãëóáè-
íû ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè (ñêàæåì,
m = 15 %), îöåíèòå ïîðîãîâîå (ìèíèìàëü-
íîå) çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Qmin â óñëî-
âèÿõ íàñòðîéêè ïåðèîäà ìîäóëÿöèè íà îñ-
íîâíîé ðåçîíàíñ 20TT = . Íàïîìíèì, ÷òî
ïîðîãîâûé ðåæèì ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèî-
íàðíûì êîëåáàíèÿì íåèçìåííîé àìïëè-
òóäû (ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãåíåðàöèÿ). Ïðè
êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ êîëåáàíèÿ îñ-

öèëëÿòîðà ñ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì äîá-
ðîòíîñòè Q = Qmin ñðàçó áóäóò ñòàöèî-
íàðíûìè?

á) Óòî÷íèòå Âàøó òåîðåòè÷åñêóþ îöåí-
êó ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ äîáðîòíîñòè Qmin
ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðóþùåãî ýêñïåðèìåí-
òà íà êîìïüþòåðå (ìåòîäîì ïðîá è îøè-
áîê). Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïðè÷èíà ðàñõîæ-
äåíèé òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëü-
íîãî çíà÷åíèé?

â) Èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü ðåæèìà
ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèè, òî åñòü
ðåæèìà ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â óñëî-
âèÿõ ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ (äëÿ Q = Qmin).
Óñòîé÷èâ ëè ýòîò ðåæèì ïî îòíîøåíèþ ê
ìàëûì èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
(ïåðèîäà è ãëóáèíû ìîäóëÿöèè, äîáðîò-
íîñòè)? Óñòîé÷èâ ëè ðåæèì ðåãåíåðàöèè
ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé?

ã) Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè,
îáåñïå÷èâàþùåå ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ
ïðè çàäàííîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè m, áó-
äåò àáñîëþòíî ìèíèìàëüíûì ïðè òî÷íîé
íàñòðîéêå ïåðèîäà ìîäóëÿöèè íà ðåçî-
íàíñ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ m îñíîâíîé
ðåçîíàíñ èìååò ìåñòî ïðè 20TT = . Îä-
íàêî ñ ðîñòîì m ðåçîíàíñíîå çíà÷åíèå
ïåðèîäà ìîäóëÿöèè íà÷èíàåò îòêëîíÿòüñÿ
îò 20T . Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ðåçî-
íàíñíîãî çíà÷åíèÿ ïåðèîäà ìîäóëÿöèè ïðè
ïðîèçâîëüíî áîëüøîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè
m è ñäåëàéòå ÷èñëåííûå îöåíêè T äëÿ
m = 15 % è m = 40 %.

4. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïåðèîäè-
÷åñêèõ êîëåáàíèé íà ãðàíèöàõ èíòåð-
âàëà.

à) Ââåäèòå çíà÷åíèå ïåðèîäà ìîäóëÿ-
öèè, ñîîòâåòñòâóþùåå íèæíåé ãðàíèöå
îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè
ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m (â îòñóòñòâèå òðå-
íèÿ). Çàäàéòå ïðîèçâîëüíî íåêîòîðîå íà-
÷àëüíîå îòêëîíåíèå ðîòîðà. Êàêóþ íà÷àëü-
íóþ ñêîðîñòü íåîáõîäèìî çàäàòü äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîëó÷èòü â ìîäåëèðóþùåì ýêñïå-
ðèìåíòå ñòàöèîíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ íåèçìåííîé àìïëèòóäû? Ñäå-
ëàéòå ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòû è ýêñïå-
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ðèìåíòû òàêæå è äëÿ âåðõíåé ãðàíèöû
èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè.

á) Îáúÿñíèòå õàðàêòåðíûå îñîáåííî-
ñòè íàáëþäàåìûõ ãðàôèêîâ è ôàçîâîé òðà-
åêòîðèè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà
êàæäîé èç ãðàíèö îñíîâíîãî èíòåðâàëà
ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè.

â) Äëÿ âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ íà÷àëü-
íîãî óãëà îòêëîíåíèÿ )0(ϕ  è ðàññ÷èòàí-
íîãî çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñ-
òè )0(ϕ& , îáåñïå÷èâàþùåé ñòàöèîíàðíûå
êîëåáàíèÿ íà ãðàíèöå èíòåðâàëà, ðàññ÷è-
òàéòå àìïëèòóäó êîëåáàíèé (äëÿ êàæäîé
èç ãðàíèö èíòåðâàëà). Ïðîâåðüòå ñâîè òå-
îðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ â ýêñïåðèìåíòå.

5. Ðó÷íîå óïðàâëåíèå ïàðàìåòðîì.
Ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà äîïóñêàåò, íà-
ðÿäó ñ àâòîìàòè÷åñêèì ïðîãðàììíûì ðå-
æèìîì ïðèíóäèòåëüíîé ìîäóëÿöèè ìîìåí-
òà èíåðöèè ñ çàäàííûì ïåðèîäîì (ýòî ðå-
æèì ïî óìîë÷àíèþ), âîçìîæíîñòü âêëþ÷å-
íèÿ ðåæèìà ðó÷íîãî óïðàâëåíèÿ ìîìåíòîì
èíåðöèè ðîòîðà. Äëÿ ïåðåõîäà íà ðó÷íîå
óïðàâëåíèå íóæíî ïîñòàâèòü ãàëî÷êó â êîí-
òðîëüíûé áîêñ «Ðó÷íîå óïðàâëåíèå» â ëþ-
áîì èç ðàáî÷èõ ýêðàíîâ ïðîãðàììû. Ãëó-
áèíà ìîäóëÿöèè è äîáðîòíîñòü îñöèëëÿòî-
ðà è â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿ-
ìè, ââåäåííûìè â ïàíåëè «Ââîä ïàðàìåò-
ðîâ», íî àâòîìàòè÷åñêàÿ ìîäóëÿöèÿ ìîìåí-
òà èíåðöèè ïîäàâëÿåòñÿ: ìîìåíòû ïåðåìå-
ùåíèé ãðóçîâ Âû âûáèðàåòå ñàìîñòîÿòåëü-
íî, ùåëêàÿ ìûøüþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé
êíîïêå èëè íàæèìàÿ êëàâèøó «Ïðîáåë»
íà êëàâèàòóðå. Åñëè ãðóçû íàõîäèëèñü â
ïðèäâèíóòîì ê îñè ïîëîæåíèè, òî ïðè ïåð-
âîì ùåë÷êå (èëè íàæàòèè ïðîáåëà) îíè
ñìåùàþòñÿ â ñòîðîíó îò îñè (è íàîáîðîò),
à ïðè ñëåäóþùåì ùåë÷êå âîçâðàùàþòñÿ â
ïðåæíèå ïîëîæåíèÿ. Ïûòàÿñü ðàñêà÷àòü
îñöèëëÿòîð òàêèì ñïîñîáîì, Âû íå òîëüêî
ïðèäåòå ê áîëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ
ìåõàíèçìà ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ
êîëåáàíèé, íî ñìîæåòå âûðàáîòàòü ó ñåáÿ
÷óâñòâåííîå îùóùåíèå ôèçè÷åñêèõ ïðè-
÷èí ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.

à) Ââåäèòå íåêîòîðîå çíà÷åíèå m ãëó-
áèíû ìîäóëÿöèè (îêîëî 15�30 %) è âû-
áåðèòå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè, ïðåâûøà-
þùåå ïîðîãîâîå (äëÿ äàííîãî m) çíà÷å-
íèå. Çàäàâ ïîäõîäÿùèå íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ, âîçáóäèòå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ
íåáîëüøîé àìïëèòóäû (10�20 ãðàäóñîâ).
Ïîïûòàéòåñü óâåëè÷èòü ðàçìàõ êîëåáàíèé,
ùåëêàÿ ìûøüþ ïî êíîïêå ðó÷íîãî óïðàâ-
ëåíèÿ â ïîäõîäÿùèå ìîìåíòû âðåìåíè
(ëèáî íàæèìàÿ êëàâèøó «Ïðîáåë» íà êëà-
âèàòóðå). Â êàêèå ìîìåíòû âðåìåíè ñëå-
äóåò ñìåùàòü ãðóçû â ñòîðîíó îñè è â êà-
êèå ìîìåíòû ðàçäâèãàòü èõ â ïðåæíèå
ïîëîæåíèÿ, ÷òîáû ðàçìàõ êîëåáàíèé óâå-
ëè÷èâàëñÿ êàê ìîæíî áûñòðåå?

á) Âîçìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ðó÷íîãî
óïðàâëåíèÿ äîáèòüñÿ óâåëè÷åíèÿ ðàçìàõà
êîëåáàíèé ðîòîðà äî çàäàííîé âåëè÷èíû
(ñêàæåì, äî 180°) çà ìåíüøåå ÷èñëî öèê-
ëîâ èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè, ÷åì â
àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå â óñëîâèÿõ òî÷-
íîé íàñòðîéêè ïåðèîäà ïðÿìîóãîëüíîé
ìîäóëÿöèè íà îñíîâíîé ðåçîíàíñ? Ïîä-
ðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ñèñòåìû
(ãëóáèíà ìîäóëÿöèè, äîáðîòíîñòü, íà÷àëü-
íàÿ àìïëèòóäà) îäèíàêîâû äëÿ ðåæèìîâ
ðó÷íîé è àâòîìàòè÷åñêîé ìîäóëÿöèè ìî-
ìåíòà èíåðöèè. Ïðèâåäèòå äîñòàòî÷íî óáå-
äèòåëüíûå àðãóìåíòû äëÿ îáîñíîâàíèÿ
ñâîåãî îòâåòà.

â) Ïîñëå òîãî, êàê Âû âîçáóäèëè äîñ-
òàòî÷íî ñèëüíûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà
ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ìàíèïóëèðîâà-
íèÿ ìîìåíòîì èíåðöèè ðîòîðà, ïîïûòàé-
òåñü âðó÷íóþ êàê ìîæíî áûñòðåå ïîãà-
ñèòü êîëåáàíèÿ ðîòîðà ñ ïîìîùüþ ïðèíó-
äèòåëüíûõ èçìåíåíèé åãî ìîìåíòà èíåð-
öèè. Äëÿ ïåðåõîäà îò ðàñêà÷êè ê ãàøå-
íèþ êîëåáàíèé ïðèäåòñÿ äîëæíûì îáðà-
çîì èçìåíèòü ôàçó ïðèíóäèòåëüíûõ èçìå-
íåíèé ìîìåíòà èíåðöèè. Â êàêèå ìîìåí-
òû âðåìåíè ñëåäóåò ñäâèãàòü ãðóçû ê îñè
ðîòîðà, è â êàêèå ìîìåíòû ðàçäâèãàòü èõ
îáðàòíî, ÷òîáû êàê ìîæíî áûñòðåå ïîãà-
ñèòü êîëåáàíèÿ ðîòîðà?
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Abstract

The phenomenon of parametric resonance in a linear torsion spring oscillator caused
by a square-wave modulation of its moment of inertia is explained and investigated both
analytically and with the help of a computer simulation. Characteristics of parametric
resonance and regeneration are found and discussed in detail. Ranges of frequencies
within which parametric excitation is possible are determined. Stationary oscillations at
the boundaries of these ranges and at the threshold conditions are investigated.


