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Àííîòàöèÿ

Êàíîíè÷åñêèé êîä � ýòî ñïîñîá çàïèñè ãðàôà, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî èçî-
ìîðôèçìà. Â ñòàòüå âêðàòöå îáúÿñíÿåòñÿ çíà÷èìîñòü êàíîíè÷åñêèõ êîäîâ è ïîêàçûâà-
åòñÿ ñâÿçü çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî êîäà ñ äðóãèìè çàäà÷àìè, èçâåñòíûìè èç
êóðñà òåîðèè àëãîðèòìîâ. Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî êîäà äëÿ
äåðåâà ñ ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè è ð¸áðàìè, êîòîðûé ðàáîòàåò çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò
ðàçìåðà äåðåâà. Àëãîðèòì îñíîâàí íà èçâåñòíîì àëãîðèòìå ïðîâåðêè èçîìîðôèçìà
äâóõ äåðåâüåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàíîíè÷åñêèé êîä, êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ, èçîìîðôèçì ãðà-
ôîâ, èçîìîðôèçì äåðåâüåâ.

ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÊÎÄ ÄÅÐÅÂÀ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ êàíî-
íè÷åñêèì êîäîì ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà (graph
canonical code). Òàêèì êîäîì íàçûâàåòñÿ
óíèêàëüíàÿ ñòðîêà, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà íóìåðàöèè âåðøèí. Ó èçîìîðôíûõ
ãðàôîâ îäèíàêîâûå êàíîíè÷åñêèå êîäû, ó
íåèçîìîðôíûõ � ðàçíûå.

Âåðøèíû è ð¸áðà ãðàôà ìîãóò áûòü
ñíàáæåíû äîïîëíèòåëüíûìè ìåòêàìè
(öâåòàìè). Â ýòîì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèé
êîä âêëþ÷àåò â ñåáÿ öâåòîâûå èäåíòèôè-
êàòîðû.

Èìåÿ â ðóêàõ êàíîíè÷åñêèå êîäû ãðà-
ôîâ, ìîæíî îïðåäåëÿòü èõ èçîìîðôèçì
ïðîñòûì ñðàâíåíèåì ñòðîê, íå äåëàÿ äîðî-
ãîñòîÿùåé ïðîöåäóðû ïðîâåðêè èçîìîðôèç-
ìà (graph isomorphism, GI).

Íàïðèìåð, êàê íàéòè äóáëèêàòû â ìíî-
æåñòâå N ãðàôîâ? Âû÷èñëèòü N êàíîíè÷åñ-
êèõ êîäîâ, îòñîðòèðîâàòü èõ è ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñðàâíèòü. Ýòî ãîðàçäî âûãîäíåå, ÷åì
äåëàòü N⋅(N � 1)/2 ïðîâåðîê èçîìîðôèçìà.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèé êîä �
ýòî õåø-êîä áåç ïðîìàõîâ.

Êàíîíè÷åñêèé êîä ìîæåò âûãëÿäåòü ïî-
ðàçíîìó: êàê ìàòðèöà ñìåæíîñòè, ðàçâ¸ð-
íóòàÿ â ñòðîêó, èëè êàê ìàðøðóò îáõîäà
ãðàôà â øèðèíó èëè â ãëóáèíó. Êàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå âûáðàòü, íå ñòîëü âàæíî. Çàäà÷à

â ëþáîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ
êàíîíè÷åñêîé íóìåðàöèè âåðøèí (canonical
numbering, canonical labeling). Êàíîíè÷åñ-
êàÿ íóìåðàöèÿ � ýòî íóìåðàöèÿ (ïåðåñòà-
íîâêà) âåðøèí ãðàôà, ãàðàíòèðóþùàÿ, ÷òî
èçîìîðôíûå ãðàôû áóäóò ïðîíóìåðîâàíû
îäèíàêîâî. Ïîëó÷èâ íóæíóþ ïåðåñòàíîâêó,
óæå ìîæíî áåç òðóäà ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñ-
êèé êîä, íàïðèìåð, ïî îáõîäó ãðàôà â ãëóáè-
íó: íà÷àòü îáõîä ñ âåðøèíû ïîä íîìåðîì 1
è ïðè âåòâëåíèè âûáèðàòü òó âåðøèíó, «êà-
íîíè÷åñêèé íîìåð» êîòîðîé ìåíüøå.

Íàëè÷èå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà
äëÿ çàäà÷è êàíîíè÷åñêîé íóìåðàöèè îçíà-
÷àëî áû, ÷òî çàäà÷à GI îïðåäåëåíèÿ èçî-
ìîðôèçìà ãðàôîâ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøè-
ìà. Íà äàííûé ìîìåíò äëÿ çàäà÷è GI ïîëè-
íîìèàëüíîãî àëãîðèòìà íå íàéäåíî, íî è
íå äîêàçàíà NP-ïîëíîòà (â îòëè÷èå îò èç-
âåñòíîé çàäà÷è èçîìîðôèçìà ïîäãðàôó,
subgraph isomorphism). Ïî íåêîòîðûì ïðè-
çíàêàì ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî GI íå ÿâ-
ëÿåòñÿ NP-ïîëíîé [1].

Â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ [2, 3, 4] ñóùå-
ñòâóþò ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ïðîâåð-
êè èçîìîðôèçìà è êàíîíè÷åñêîé íóìåðà-
öèè. Ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé,
êîãäà ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

Â êíèãå Àõî, Õîïêðîôòà è Óëüìàíà [5]
ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ èçî-
ìîðôèçìà äâóõ äåðåâüåâ (tree isomorphism),
ðàáîòàþùèé çà ëèíåéíîå âðåìÿ îò êîëè÷å-
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Ðèñ. 3

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

ñòâà âåðøèí. Íà åãî îñíîâå íåòðóäíî ñî-
ñòàâèòü àëãîðèòì êàíîíè÷åñêîé íóìåðàöèè
âåðøèí äåðåâà, ðàáîòàþùèé çà òî æå ëè-
íåéíîå âðåìÿ. Àëãîðèòì ñîñòîèò èç òð¸õ
ýòàïîâ, èçëîæåííûõ â òð¸õ ñëåäóþùèõ ïà-
ðàãðàôàõ.

ÝÒÀÏ 1. ÂÛÄÅËÅÍÈÅ ÊÎÐÍß

Îòðóáèì îò äåðåâà âñå ëèñòüÿ. Ïîëó÷èòñÿ
äåðåâî ìåíüøåãî ðàçìåðà. Áóäåì ïîâòîðÿòü
ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ
îäíà âåðøèíà (center) èëè äâå âåðøèíû,
ñîåäèí¸ííûõ ðåáðîì (bicenter).

Åñëè îñòàëàñü îäíà âåðøèíà, ìû äåëàåì
å¸ êîðíåì è ðàñïîëàãàåì îñòàëüíûå âåðøè-
íû ïî óðîâíÿì, ñ÷èòàÿ îò êîðíÿ (ðèñ. 1).

Åñëè îñòàëîñü ðåáðî, ìû ðàñïîëàãàåì
îñòàëüíûå âåðøèíû ïî óðîâíÿì, ñ÷èòàÿ îò
ýòîãî ðåáðà, îáå âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå-
ùàþòñÿ íà ïåðâûé óðîâåíü (ðèñ. 2).

Ìû ðàçäåëèëè N âåðøèí íà K óðîâíåé,
òàê ÷òî ó êàæäîé âåðøèíû íà óðîâíå k > 1
åñòü «ðîäèòåëü» èç óðîâíÿ k � 1. Âñïîìíèì

åù¸, ÷òî âåðøèíû è ð¸áðà ñíàáæåíû öâå-
òàìè. Â íàøåì ïðèìåðå îíè áóäóò ÷¸ðíû-
ìè è ñåðûìè (ðèñ. 3).

ÝÒÀÏ 2. ÏÎÓÐÎÂÍÅÂÀß ÑÎÐÒÈÐÎÂÊÀ

Äëÿ àëãîðèòìà íóæíî çàäàòü óñëîâíûé
ïîðÿäîê íà öâåòàõ. Ïóñòü ñåðûé öâåò áóäåò
ñòàðøå ÷¸ðíîãî. Ââåä¸ì îáîáù¸ííûé êîä
âåðøèíû, ñîñòîÿùèé èç öâåòîâîãî êîäà ðåá-
ðà, êîòîðîå ñîåäèíÿåò å¸ ñ ðîäèòåëåì, è èç
öâåòîâîãî êîäà ñàìîé âåðøèíû.
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Ñãðóïïèðóåì âåðøèíû íèæíåãî óðîâ-
íÿ, èìåþùèå îäèíàêîâûé îáîáù¸ííûé êîä,
è ïðèñâîèì êàæäîé ãðóïïå ðàíã, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñòàðøèíñòâó öâåòîâ. Öâåò ðåá-
ðà èìååò áîëüøèé ïðèîðèòåò, ÷åì öâåò âåð-
øèíû. Ðàíã 0 ñ÷èòàåòñÿ ñàìûì ñòàðøèì
(ðèñ. 4).

Ñîñòàâèì îáîáù¸ííûå êîäû ðîäèòåëåé
ýòèõ âåðøèí, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íà ïðå-
äûäóùåì óðîâíå. Êðîìå öâåòîâûõ êîäîâ
ðåáðà ê ðîäèòåëþ è ñàìîé âåðøèíû, âêëþ-
÷èì â îáîáù¸ííûé êîä îòñîðòèðîâàííûé
ñïèñîê ðàíãîâ å¸ äåòåé. Ðàíãè äåòåé èìåþò
ìåíüøèé ïðèîðèòåò, ÷åì öâåòîâûå êîäû âåð-
øèíû è ðåáðà (ðèñ. 5).

Ïîâòîðÿåì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó (ðèñ.
6) è åù¸ ðàç (ðèñ. 7), ïîêà íå äîéä¸ì äî
óðîâíÿ 1. Â íàøåì ñëó÷àå íà ïåðâîì óðîâ-
íå îäíà âåðøèíà, ïîýòîìó å¸ ðàíã íóëå-
âîé, â ñëó÷àå äâóõ âåðøèí íà ïåðâîì óðîâ-
íå íóæíî ñðàâíèòü èõ îáîáù¸ííûå êîäû
è ïðèñâîèòü èì ðàíãè 0 è 1 (èëè 0 è 0).

ÝÒÀÏ 3. ÍÓÌÅÐÀÖÈß

Íà÷èíàÿ ñ óðîâíÿ 1, ïðèñâàèâàåì âåð-
øèíàì âîçðàñòàþùèå íîìåðà â ïîðÿäêå âîç-
ðàñòàíèÿ èõ ðàíãîâ. Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ
ðàíãîâ íà óðîâíå ïîðÿäîê ïðèñâàèâàíèÿ íî-
ìåðîâ ìîæåò áûòü ëþáûì, òàê êàê âåðøèíû
ñ îäèíàêîâûì ðàíãîì â íåêîòîðîì ñìûñëå
èäåíòè÷íû. Âûðàæàÿñü ìàòåìàòè÷åñêè, ýòè
âåðøèíû ëåæàò íà îäíîé îðáèòå [6], òî åñòü
ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ãðàôà, ïåðåâîäÿùèé
îäíó âåðøèíó â äðóãóþ (ðèñ. 8).

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ
ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÊÎÄÀ

Êàê áûëî ñêàçàíî, ñòðîèòü êàíîíè-
÷åñêèé êîä ìîæíî ìíîãèìè ñïîñîáàìè.
Ïðèâåä¸ì ïðèìåð êàíîíè÷åñêîãî êîäà,
ïîñòðîåííîãî ïðè îáõîäå äåðåâà â ãëó-
áèíó (ðèñ. 9).

Ðèñ. 4

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 5

Ðèñ. 9
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî êîäà íå íóæåí
äàæå òðåòèé ýòàï ïðåäûäóùåãî àëãîðèòìà
(íóìåðàöèÿ). Ìû íà÷èíàåì îáõîä ñ êîðíÿ
è äëÿ êàæäîé ïîñåù¸ííîé âåðøèíû îáõî-
äèì å¸ äåòåé â ïîðÿäêå ñòàðøèíñòâà. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ñòàðøèíñòâà äåòåé õâàòèò
«âíóòðèóðîâíåâûõ» êîäîâ, ïîëó÷åííûõ íà
ýòàïå 2.

ÀÍÀËÈÇ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ

Ýòàï 1, î÷åâèäíî, òðåáóåò O(N) îïåðà-
öèé. Íåòðóäíî òàêæå ïîíÿòü, ÷òî íà ýòàïå
2 ìû, äâèãàÿñü îò ïîñëåäíåãî óðîâíÿ ê ïåð-
âîìó, ïðîõîäèì âñå âåðøèíû ïî îäíîìó
ðàçó. Çàòðóäíåíèÿ ìîæåò âûçâàòü òîëüêî
ïðîöåññ «ðàíæèðîâàíèÿ» âåðøèí íà óðîâ-
íå, íî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîðàçðÿäíîé ñîð-
òèðîâêè [7] îí çàíèìàåò âðåìÿ, ïðîïîðöè-
îíàëüíîå êîëè÷åñòâó âåðøèí, è ñóììàðíî

ïî óðîâíÿì ïîëó÷àåòñÿ òîæå O(N) îïåðà-
öèé. Ýòàï 3 è ïîñòðîåíèå ñàìîãî êîäà òàê-
æå çàíèìàþò ëèíåéíîå âðåìÿ.

ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÀß ÍÓÌÅÐÀÖÈß
Â ÎÁÙÅÌ ÑËÓ×ÀÅ

Àâñòðàëèéñêèé ïðîôåññîð Brendan McKay
íàïèñàë áèáëèîòåêó íà C ïîä íàçâàíèåì Nauty
[8]. Îíà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïîèñêà ãðóïï àâ-
òîìîðôèçìîâ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ; îäíèì èç
å¸ «ïîáî÷íûõ» ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ êàíîíè-
÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí.

Nauty ðàáîòàåò î÷åíü áûñòðî. Îíà íå ïðå-
äîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòè çàäàòü öâåòà ð¸áåð,
íî ïðè íåîáõîäèìîñòè âñåãäà ìîæíî äîáà-
âèòü â ãðàô ïñåâäî-âåðøèíû òàêèì îáðàçîì,
÷òî êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ ïîëó÷èâøåãî-
ñÿ ãðàôà áåç ó÷¸òà öâåòîâ ð¸áåð áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ êàíîíè÷åñêîé äëÿ èñõîäíîãî ãðàôà.
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Abstract

Canonical code is the notation for the graph structure, which is invariant to isomorphism.
The article briefly illustrates the significance of canonical codes in general, and reveals
some connection of the canonical code building to other problems common to computer
science. A linear-time algorithm for calculating the canonical code of a colored tree is
presented. The algorithm is based on widely known procedure of tree isomorphism detection.

Ëèòåðàòóðà

1. Johannes Kobler, Uwe Schoning, Jacobo Toran. The Graph Isomorphism Problem: Its Structural
Complexity. Birkhauser, 1993.

2. J. Hopcroft, J. Wong. A Linear. Time Algorithm for Isomorphism of Planar Graphs, Proceedings
of the Sixth Annual ACM Symposium on Theory of Computing, 1974, pp. 310�324.
3. E.M. Luks. Isomorphism of Graphs of Bounded Valence Can Be Tested in Polynomial Time,
Proc. 21st IEEE FOCS Symp., 1980, pp. 42�49.
4. L. Babai, D.Y. Grigoryev, D.M. Mount. Isomorphism of Graphs With Bounded Eigenvalue
Multiplicity, Proceedings 14th ACM Symposium on Theory of Computing, 1982, pp. 310�324.
5. À. Àõî, Äæ. Õîïêðîôò, Äæ. Óëüìàí. Ïîñòðîåíèå è àíàëèç âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ì.:

«Ìèð», 1979.
6. http://mathworld.wolfram.com/GroupOrbit.html
7. Äîíàëüä Êíóò. Èñêóññòâî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òîì 3. Ñîðòèðîâêà è ïîèñê = The Art of

Computer Programming, vol.3. Sorting and Searching. 2-å èçä. Ì.: «Âèëüÿìñ», 2007.
8. http://cs.anu.edu.au/~bdm/nauty/


