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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÒÀÐÑÊÎÃÎ

Ìàòèÿñåâè÷ Þðèé Âëàäèìèðîâè÷

Àííîòàöèÿ

Àëãîðèòì Òàðñêîãî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü ëþáîãî óòâåð-
æåíèÿ ïðî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Âìåñòå ñ ìåòîäîì êîîðäèíàò
Äåêàðòà ýòî ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè äîêàçûâàòü øèðîêèé êëàññ òåîðåì ýëåìåíòàð-
íîé ãåîìåòðèè.

Èçëîæåííûé çäåñü âàðèàíò àëãîðèòìà ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî çíàêîì-
ñòâà ñ ýòîé îáëàñòüþ � åãî íåòðóäíî ïîíÿòü, íåñëîæíî çàïðîãðàììèðîâàòü, íî ïîëó÷å-
íàÿ ïðîãðàììà áóäåò êðàéíå íåýôôåêòèâíîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãîðèòì Òàðñêîãî, ðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû è ãåî-
ìåòðèè, ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ.

Ïî àíàëîãèè ñ âûñêàçûâàíèåì âåëè-
êîãî íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Ãàóññà, ýòó ñòà-
òüþ ìîæíî áûëî áû íàçâàòü «Àëãåáðà �
ýòî ãåîìåòðèÿ äëÿ ëåíòÿåâ». Ïåðâûé øàã
ê îáîñíîâàíèþ ýòîãî òåçèñà ñäåëàë Ð¸íå
Äåêàðò, ââåäÿ ñâîé ìåòîä êîîðäèíàò. Ðàñ-
ñìîòðèì ýòîò øàã ïîäðîáíåå íà ïðèìåðå
ïëàíèìåòðèè.

Â ãåîìåòðèè òðàäèöèîííî ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ðàçëè÷íûå îáúåêòû: òî÷êè � íåî-
ïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿ, ïðÿìûå, ñîñòîÿùèå
èç òî÷åê, îêðóæíîñòè, òàêæå ñîñòîÿùèå
èç òî÷åê, è ò. ä. Ìåæäó ýòèìè îáúåêòàìè
ââîäÿòñÿ ïåðâè÷íûå îòíîøåíèÿ � òî÷êà
A ëåæèò íà ïðÿìîé l, òî÷êà A ëåæèò íà
îêðóæíîñòè O è ò. ä.

Íåòðóäíî, îäíàêî, óâèäåòü, ÷òî çíà÷è-
òåëüíóþ ÷àñòü ïëàíèìåòðèè ìîæíî èçëî-
æèòü, ãîâîðÿ òîëüêî î òî÷êàõ è îòíîøå-
íèÿõ ìåæäó íèìè. Âìåñòî ïðÿìûõ äîñòà-
òî÷íî èìåòü òðåõìåñòíîå îòíîøåíèå
OnLine(A, B, C), ãîâîðÿùåå ÷òî òî÷êè A, B

è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, îêóæíîñòè ëåã-
êî çàìåíÿþòñÿ ÷åòûð¸õìåñòíûì îòíîøåíè-
åì EqDistance(A, B, C, D), ãîâîðÿùèì ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B ðàâíî ðàñ-
ñòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè C è D è ò. ä. Âîò
ïðèìåð òåîðåìû, çàïèñàííîé òàêèì ÿçûêîì
(ñì. ðèñ. 1).

Óçíàëè ýòó òåîðåìó? Çäåñü âñåãî íà-
âñåãî ñêàçàíî, ÷òî òðè ìåäèàíû À1Â1, À2Â2
è À3Â3 â òðåóãîëüíèêå ∆À1À2À3 ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå � òî÷êå C.

Ìû ìîæåì çàìåíèòü êàæäóþ òî÷êó A
ïàðîé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ax, ay) � å¸
êîîðäèíàòàìè, à âìåñòî îòíîøåíèé ìåæ-
äó òî÷êàìè èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå
îòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëàìè: OnLine(ax, ay,
bx, by, cx, cy) � òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè
(ax, ay), (bx, by) è (cx, cy) ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-
ìîé, EqDistance(ax, ay, bx, by, cx, cy, dx, dy)  �
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ñ êîîðäèíà-
òàìè  (ax, ay) è (bx, by) ðàâíî ðàññòîÿíèþ
ìåæäó òî÷êàìè ñ êîîðäèíàòàìè (cx, cy) è
(dx, dy). Ýòè îòíîøåíèÿ ëåãêî çàïèñûâà-
þòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

Àëãåáðà � ýòî àðèôìåòèêà äëÿ  ëåíòÿåâ.
Ê. Ãàóññ
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OnLine(ax, ay, bx, by, cx, cy) ⇔
⇔ axby + aycx + bxcy � axcy � aybx � bycx = 0

EqDistance(ax, ay, bx, by, cx, cy, dx, dy) ⇔
⇔ (ax � bx)

2 + (ay � by)
2 = (cx � dx)

2
 + (cy � dy)

2

Â ðåçóëüòàòå íàøà òåîðåìà ïðèîáðåòàåò
âèä ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ïðî ÷èñëà, (ñì.
ðèñ. 2).

×òî æå íàì äåëàòü äàëüøå ñ òàêèì
óæàñíûì âûðàæåíèåì, â êîòîðîå ïðåâðà-
òèëàñü çíàêîìàÿ òåîðåìà î ïåðåñå÷åíèè
ìåäèàí? Âîò òóò íàì è ïðèä¸ò íà ïîìîùü
àëãîðèòì Òàðñêîãî. Ýòîò àëãîðèòì ïîçâî-
ëÿåò óñòàíîâèòü èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü
ëþáîãî çàìêíóòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðî âå-
ùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïðåæäå ÷åì îïèñûâàòü
àëãîðèòì, äàâàéòå ÷åòêî îïèøåì êëàññ
óòâåðæäåíèé, ê êîòîðûì ìîæíî ïðèìåíÿòü
àëãîðèòì Òàðñêîãî.

Ïåðâûì äåëîì ìû ââåäåì ôîðìàëüíûé
ÿçûê  (ÿçûê àëãåáðû).

ßçûê  ñîäåðæèò:

• îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë;

• ïåðåìåííûå äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë;

• çíàêè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ;

• çíàêè îòíîøåíèé = , > , < ;

• ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè &,  ∨, ¬, ⇒ ;
• êâàíòîðû ∀, ∃.

Â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèé äëÿ ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íà-
ïðèìåð, îáûêíîâåííûå äðîáè � 2, �3, 5/7,
�451/53, ... è êîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðî-
áè � 3,14159265, 2,71828, ...; ìû, îäíà-
êî, íå ìîæåì èìåòü â íàøåì ÿçûêå îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë �
áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü íå ìîæåò
áûòü ïîäàíà íà âõîä íèêàêîãî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà. Êàêîâû áû íè áûëè ÷èñëà a1,x, a1,y, a2,x, a2,y, a3,x, a3,y, ñóùåñòâóþò ÷èñëà
b1,x, b1,y,  b2,x, b2,y, b3,x, b3,y  è cx, cy  òàêèå, ÷òî

(a1,x ≠ a2,x ∨ a1,y ≠ a2,y) & (a1,x ≠ a3,x ∨ a1,y ≠ a3,y) & (a2,x ≠ a3,x ∨ a2,y ≠ a3,y) ⇒

⇒ a1,xa2,y + a1,yb3,x + a2,xb3,y � a1,xb3,y � a1,ya2,x � a2,yb3, = 0 &

& (a1,x � b2,x)
2 + (a1,y � b2,y)

2 = (b2,x � a3,x)
2
 + (b2,y � a3,y)

2 &

&  a2,xa3,y + a2,yb1,x + a3,xb1,y � a2,xb1,y � a2,ya3,x � a3,yb1,x = 0 &

& (a2,x � b1,x)
2 + (a2,y � b1,y)

2 = (b1,x � a3,x)
2
 + (b1,y � a3,y)

2 &

& a1,xa3,y + a1,yb2,x + a3,xb2,y � a1,xb2,y � a1,ya3,x � a3,yb2,x = 0 &

& (a1,x � b3,x)
2 + (a1,y � b3,y)

2 = (b3,x � a2,x)
2
 + (b3,y � a2,y)

2 &

& a1,xb1,y + a1,ycx + b1,xcy � a1,xcy � a1,yb1,x � b1,ycx = 0 &

& a2,xb2,y + a2,ycx + b2,xcy � a2,xcy � a2,yb2,x � b2,ycx = 0 &

& a3,xb3,y + a3,ycx + b3,xcy � a3,xcy � a3,yb3,x � b3,ycx = 0.

Òåîðåìà. Êàêîâû áû íè áûëè  òî÷êè À1, À2 è À3, ñóùåñòâóþò òî÷êè Â1, Â2,  Â3 è
Ñ  òàêèå, ÷òî

À1 ≠ À2 & À1 ≠ À3 & À2 ≠ À3 ⇒
⇒ OnLine(A1, A2, B3) & EqDistance(A1, B2, B2, A3) &
& OnLine(A2, A3, B1) & EqDistance(A2, B1, B1, A3) &
& OnLine(A1, A3, B2) & EqDistance(A1, B3, B3, A2) &
& OnLine(A1, B1, C) & OnLine(A2, B2, C) & OnLine(A3, B3, C).

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ìû ñîáèðàåìñÿ
óçíàâàòü èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü óòâåð-
æäåíèé ïðî âåùåñòâåííûå ÷èñëà, â ñàìèõ
óòâåðæäåíèÿõ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî
êîíêðåòíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ äëÿ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòðî÷-
íûå ëàòèíñêèå áóêâû ñ èíäåêñàìè è áåç
íèõ � a, b, c, ..., a1, b2, x6, ...

Äëÿ óñïåõà àëãîðèòìà î÷åíü âàæíî, ÷òî
ó íàñ èìåþòñÿ òîëüêî ïåðåìåííûå, äîïóñ-
òèìûìè çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âñå
âåùåñòâåííûå ÷èñëà � äëÿ àíàëîãè÷íîãî ÿçû-
êà ñ ïåðåìåííûìè, ïðèíèìàþùèìè òîëüêî
ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ, àëãîðèòì, ïîäîá-
íûé àëãîðèòìó Òàðñêîãî, íåâîçìîæåí.

Èìåÿ â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè îáîçíà-
÷åíèÿ äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåìåí-
íûå äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è çíàêè îïå-
ðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ìû ìîæåì
ñòðîèòü ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì áîëåå ñëîæ-
íûå âûðàæåíèÿ � ìíîãî÷ëåíû. Ìû ìîæåì
âêëþ÷èòü â ÿçûê ñêîáêè äëÿ óêàçàíèÿ ïî-
ðÿäêà ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé, ÷òî ïîçâî-
ëèò ñîêðàòèòü äëèíó çàïèñåé, íî íèêàê íå
óâåëè÷èò âûðàçèòåëüíóþ ñèëó ÿçûêà �
ñêîáêè âñåãäà ìîæíî ðàñêðûòü.

 Ñ ïîìîùüþ çíàêîâ îòíîøåíèé ìû ìî-
æåì ñòðîèòü èç ìíîãî÷ëåíîâ ýëåìåíòàð-
íûå ôîðìóëû, íàïðèìåð,

x2y + 4xy3 > (x � y)2, (1)

xy = 3x + 2y. (2)

Ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê & («è»),
∨ («èëè»), ¬ («íå») è ⇒ («åñëè ..., òî ...»)
èç ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë ìîæíî ñòðîèòü
áîëåå ñëîæíûå ôîðìóëû ïî ñëåäóþùèì
ïðàâèëàì: åñëè Φ è Ψ � ôîðìóëû, òî
(Φ &Ψ), (Φ ∨ Ψ), ¬Φ, (Φ ⇒Ψ) òàêæå ÿâ-
ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.

Èç ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë (1) è (2) ìû
ìîæåì îáðàçîâàòü, íàïðèìåð, ôîðìóëó

x2y + 4xy3 > (x  � y)2 & xy = 3x + 2y. (3)

Ìû, îäíàêî, íå ìîæåì çàäàâàòü âîïðîñ,
âåðíà ëè ôîðìóëà (3) ñàìà ïî ñåáå, ïîñêîëü-
êó îíà ñîäåðæèò ïåðåìåííûå. Îäíàêî ìîæ-
íî ñïðîñèòü: Âåðíî ëè (3) ïðè x = 4, y = 5?

Ñóùåñòâóåò è äðóãîé ïóòü ñäåëàòü îñ-
ìûñëåííûì âîïðîñ îá èñòèííîñòè èëè
ëîæíîñòè (3), à èìåííî, ìîæíî ñïðîñèòü
ñëåäóþùåå:

• Âåðíî ëè (3) ïðè ëþáûõ x, y?
• Ñóùåñòâóþò ëè x, y òàêèå, ÷òî âû-

ïîëíåíî (3)?
• Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ñóùåñòâó-

åò y òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî (3)?
Â íàøåì ÿçûêå  äëÿ ïîñòàíîâêè òà-

êèõ âîïðîñîâ èìåþòñÿ êâàíòîðû: êâàíòîð
îáùíîñòè ∀ («äëÿ âñåõ») è êâàíòîð ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ∃ («ñóùåñòâóåò»).

Ñ ïîìîùüþ êâàíòîðîâ èç óæå ïîñò-
ðîåííûõ ôîðìóë ìîæíî ñòðîèòü åù¸ áî-
ëåå ñëîæíûå ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
åñëè Φ � ôîðìóëà, à α � ïåðåìåííàÿ, òî
∀α{Φ} è ∃α{Φ} òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôîðìó-
ëàìè}. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî êâàíòîð ñâÿ-
çûâàåò ñòîÿùóþ çà íèì ïåðåìåííóþ.

Ïðèâåä¸ííûå âûøå âîïðîñû � ýòî âîï-
ðîñû îá èñòèííîñòè ñëåäóþùèõ ôîðìóë
íàøåãî ÿçûêà:

∀x{∀y{(x2y + 4xy3 > (x � y)2 & xy = 3x + 2y)}},

∃x{∃y{(x2y + 4xy3 > (x � y)2 & xy = 3x + 2y)}},

∀x{∃y{(x2y + 4xy3 > (x � y)2 & xy = 3x + 2y)}},

(4)
Ðàññìîòðèì åù¸ ôîðìóëó

∀x{({∃y{x2y + 4xy3 > (x � y)2} &

& ∃y{xy = 3x + 2y})}, (5)

Íà ïåðâûé âçãëÿä îíà ýêâèâàëåíòíà
ôîðìóëå (4) � è òàì, è òàì ïåðåìåííàÿ x
ñâÿçàíà êâàíòîðîì îáùíîñòè, à ïåðåìåí-
íàÿ y � êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Íà ñà-
ìîì äåëå ôîðìóëà (5) ñëàáåå ôîðìóëû (4).
Äåëî â òîì, ÷òî ó êàæäîãî êâàíòîðà â ëþ-
áîé ôîðìóëå åñòü ñâîÿ îáëàñòü äåéñòâèÿ,
çàêàí÷èâàþùàÿñÿ çàêðûâàþùåé ñêîáêîé,
ïàðíîé ê îòêðûâàþùåé ñêîáêå, ñòîÿùåé
ñðàçó çà ñâÿçûâàåìîé ïåðåìåííîé. Â ôîð-
ìóëå (4) óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îä-
íîãî ÷èñëà y, óäîâëåòâîðÿþùåãî îäíîâðå-
ìåííî è (1), è (2), â òî âðåìÿ êàê â ôîð-
ìóëå (5) óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå äâóõ,
âîîáùå ãîâîðÿ ðàçíûõ ÷èñåë, îäíî èç êî-
òîðûõ óäîâëåòâîðÿåò (1), à äðóãîå � (2).

Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå êâàíòîð ñó-
ùåñòâîâàíèÿ â ôîðìóëå

∀x{({∃y{x2y + 4xy3 > (x � y)2} & xy = 3x + 2y)},

íå ñâÿçûâàåò ïåðåìåííóþ èç âòîðîãî ÷ëå-
íà êîíúþíêöèè, è ïîýòîìó íåëüçÿ ñïðà-
øèâàòü, âåðíà ëè ýòà ôîðìóëà.
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Ôîðìóëà, â êîòîðîé âñå âõîæäåíèÿ
ïåðåìåííûõ ñâÿçàíû êâàíòîðàìè, íàçûâà-
åòñÿ çàìêíóòîé. Èìåííî ïðî çàìêíóòûå
ôîðìóëû ìîæíî ñïðàøèâàòü, âåðíû ëè îíè
èëè íåò, è àëãîðèòì Òàðñêîãî ïîçâîëÿåò
íàõîäèòü îòâåò.

Âîò ïðèìåð çàäà÷è, ê êîòîðîé íå
ïîíÿòíî êàê ïîäñòóïèòüñÿ ìåòîäàìè
«øêîëüíîé» ãåîìåòðèè, íî êîòîðàÿ ëåã-
êî ïåðåâîäèòñÿ íà ÿçûê àëãåáðû.

Øåñòü îäèíàêîâûõ ìîíåò ìîæíî ðàñ-
ïîëîæèòü íà ñòîëå òàê, ÷òîáû îíè íå
ïåðåêðûâàëè äðóã äðóãà, íî êàñàëèñü áû
ñåäüìîé òàêîé æå ìîíåòû. À ñêîëüêî áèë-
ëèàðäíûõ øàðîâ ìîãóò êàñàòüñÿ îäíîãî
øàðà? Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå
äâåíàäöàòü: çàìåíèì ñåìü ìîíåò íà ñåìü
øàðîâ è äîáàâèì åù¸ òðè ñâåðõó è òðè
ñíèçó. À íåëüçÿ ëè, ïîøåâåëèâ øàðû, óìå-
ñòèòü è òðèíàäöàòûé øàð?

Ýòî áûëî ïðåäìåòîì ñïîðà ìåæäó
Èñààêîì Íüþòîíîì è Äàâèäîì Ãðåãî-
ðè, ïåðâûé ñ÷èòàë, ÷òî 13 øàðîâ ðàç-
ìåñòèòü íåëüçÿ, âòîðîé � ÷òî ìîæíî.
Ñåãîäíÿ âû ëåãêî ìîæåòå çàïèñàòü ýòó
ïðîáëåìó íà íàøåì ÿçûêå , ïîñëå ÷åãî
äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà îñòàíåòñÿ ïðèìå-
íèòü àëãîðèòì Òàðñêîãî.

Àëãîðèòì Òàðñêîãî ðàáîòàåò ïî èí-
äóêöèè ïî ÷èñëó êâàíòîðîâ â ôîðìóëå.
Ñëó÷àé, êîãäà êâàíòîðîâ íåò âîîáùå,
òðèâèàëåí � â ýòîì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü
è ïåðåìåííûõ, è ìû ìîæåì ñíà÷àëà âû-
÷èñëèòü çíà÷åíèÿ âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ â
ôîðìóëå ìíîãî÷ëåíîâ, à ïîòîì íàéòè èñ-
òèííîñòíûå çíà÷åíèÿ � ÈÑÒÈÍÀ èëè
ËÎÆÜ � âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ïîäôîðìóë,
à çàòåì è âñåé ôîðìóëû â öåëîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áàçèñíûé ñëó÷àé
çàìêíóòîé ôîðìóëû Qx{Φ(x)} ñ îäíèì
êâàíòîðîì, ãäå Q � ëèáî êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ∃, ëèáî êâàíòîð îáùíîñòè ∀.
Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà Òàðñêîãî ïðî-
ÿâëÿåòñÿ óæå â ñëó÷àå, êîãäà Φ(x) � ýëå-
ìåíòàðíàÿ ôîðìóëà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðèìåð, êîãäà
Φ(x) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé P(x) = 0, ãäå

( ) +−−+= 32

20

13

20

11

20

11

2

1
xxxxP

54

10

1

20

1
xx ++ .

Ìû ìîæåì îòìåòèòü íà âåùåñòâåííîé
îñè òå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ ôîðìóëà
èñòèííà � ýòî íóëè ìíîãî÷ëåíà P(x) (ñì.
ðèñ. 3), èõ êîëè÷åñòâî êîíå÷íî, îíî íå
ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà. Ïîñëå
óäàëåíèÿ ýòèõ òî÷åê îñòà¸òñÿ êîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî îòêðûòûõ ïðîìåæóòêîâ, íà
êîòîðûõ ôîðìóëà ëîæíà. Êîíöû ýòèõ ïðî-
ìåæóòêîâ � ýòî íóëè ìíîãî÷ëåíà P(x) è,
âîçìîæíî, òî÷êè �∞ è +∞. Äëÿ íàøèõ öå-
ëåé âñå òî÷êè êàæäîãî èç ýòèõ ïðîìåæóò-
êîâ êàê áû «íà îäíî ëèöî», íàì âàæíî
òîëüêî òî, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ïðîìå-
æóòêîâ êîíå÷íî.

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëà P(x) > 0 èñòèííà
íà êîíå÷íîì êîëè÷åñòâå îòêðûòûõ ïðîìå-
æóòêîâ, êîíöû êîòîðûõ � íóëè ìíîãî÷ëåíà
è, âîçìîæíî, òî÷êè �∞ è +∞ (ñì. ðèñ. 4), è

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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ëîæíà íà êîíå÷íîì êîëè÷åñòâå äîïîëíè-
òåëüíûõ ïðîìåæóòêîâ. Îïÿòü òàêè äëÿ íà-
øèõ öåëåé âñå òî÷êè êàæäîãî èç ýòèõ ïðî-
ìåæóòêîâ «íåðàçëè÷èìû», è íàì âàæíî
òîëüêî òî, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ïðîìå-
æóòêîâ êîíå÷íî.

Òåïåðü ìîæíî îïèñàòü «àëãîðèòì» Òàð-
ñêîãî äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêâàíòîðíîé ôîðìó-
ëû (ñì. ðèñ. 5). Ñëîâî àëãîðèòì âçÿòî çäåñü
â êàâû÷êè, ïîñêîëüêó ïîêà íå ÿñíî, êàê
âûïîëíèòü íåêîòîðûå øàãè.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè âñåõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôîðìóë � ýòî ÷èñëî 0 (èáî âñå-
ãäà ìîæíî ïåðåíåñòè âñå ÷ëåíû ðàâåíñòâà
èëè íåðàâåíñòâà  â ëåâóþ ÷àñòü).

Êàê ìû âèäèì, õîòÿ â ôîðìóëå
Qx{Φ(x)} ñòîèò êâàíòîð ïî áåñêîíå÷íî-
ìó ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äëÿ óñ-
òàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè ýòîé
ôîðìóëû íàì äîñòàòî÷íî óçíàòü èñòèííî-
ñòíûå çíà÷åíèÿ ôîðìóëû Φ(x) íà êîíå÷-
íîì ìíîæåñòâå ñïåöèàëüíî îòîáðàííûõ
÷èñåë � äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûëè
êîðíè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ
â Φ(x), è õîòÿ áû ïî îäíîé òî÷êå èç êàæ-
äîãî ïðîìåæóòêà, âîçíèêàþùåãî ïðè óäà-
ëåíèè âñåõ ýòèõ êîðíåé.

×òîáû ïðåâðàòèòü îïèñàííûé âûøå
«àëãîðèòì» â íàñòîÿùèé àëãîðèòì, íàäî
óòî÷íèòü, ÷òî çíà÷èò íàéòè âñå êîðíè è

âûáðàòü ïî ÷èñëó ìåæäó íèìè. Ìû íà÷í¸ì
ñ óòî÷íåíèÿ âòîðîãî äåéñòâèÿ.

Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ èç êóðñà ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà ìû çíàåì, ÷òî ïðîèçâîä-
íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè îáðàùà-
åòñÿ â íîëü â íåêîòîðîé òî÷êå ìåæäó ëþ-
áûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè íóëÿìè ôóíêöèè.
Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòó òåîðåìó, ÷òî-
áû çàôèêñèðîâàòü ñïîñîá âûáîðà äîïîë-
íèòåëüíûõ òî÷åê (ñì. ðèñ. 6).

Îôîðìèì ðàáîòó íàøåãî àëãîðèòìà â
âèäå òàáëèöû Òàðñêîãî. Ñòðîêè òàêîé òàá-
ëèöû áóäóò ïîìå÷åíû íåêîòîðûìè ìíîãî-
÷ëåíàìè T1(x), ..., Tm(x), ñòåïåíè êîòîðûõ
deg(T1(x)), ..., deg(Tm(x)) èäóò â ïîðÿäêå
íåóáûâàíèÿ: deg(T1(x)) ≤ ... ≤ deg(Tm(x)).
Ñòîëáöû òàáëèöû, êðîìå äâóõ êðàéíèõ,
ïîìå÷åíû íåêîòîðûìè ÷èñëàìè  x1, ..., xn,
èäóùèìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ; êðàéíå
ëåâûé è êðàéíå ïðàâûé ñòîëáöû ïîìå÷å-
íû, ñîîòâåòñòâåííî, ñèìâîëàìè �∞ è +∞.
Â êëåòêå, íàõîäÿùåéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè
ñòðîêè, ïîìå÷åííîé ìíîãî÷ëåíîì Ti(x), è
ñòîëáöà, ïîìå÷åííîãî ÷èñëîì xj, áóäåò
íàõîäèòüñÿ îäèí èç òð¸õ ñèìâîëîâ �, 0 èëè
+, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, êàêîå èç òðåõ óñ-
ëîâèé Ti(xj) < 0, Ti(xj) = 0 èëè æå Ti(xj) > 0
âûïîëíåíî. Àíàëîãè÷íî, ñîäåðæèìîå êëåò-
êè, íàõîäÿùåéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè,
ïîìå÷åííîé ìíîãî÷ëåíîì Ti(x), è ñòîëá-
öà, ïîìå÷åííîãî ñèìâîëîì �∞ èëè +∞, áó-

«Àëãîðèòì» Òàðñêîãî (1-ÿ âåðñèÿ) äëÿ Qx{Φ(x)}

1. Ñîñòàâèòü ñïèñîê P1(x), ..., Pk(x) âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â Φ(x) è îòëè÷-
íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.

2. Íàéòè ìíîæåñòâî  = {x0, ..., xn}, ñîñòîÿùåå èç âñåõ êîðíåé âñåõ ìíîãî÷ëå-
íîâ P1(x), ..., Pk(x); íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

 x0 < x1 < ... < xn�1 < xn

3. Ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî  äî ìíîæåñòâà  = {y0, ..., ym} ⊃  òàêîãî, ÷òî
    • äëÿ ëþáîãî i, òàêîãî ÷òî 0 < i ≤ n, ñóùåñòâóåò j, òàêîå ÷òî 0 < j ≤ n è
   xi-1 < yj < xi ;
     • äëÿ ëþáîãî i, òàêîãî ÷òî 0 < i ≤ n, y0 < xi ;
     • äëÿ ëþáîãî i, òàêîãî ÷òî 0 < i ≤ n, xi < ym;

4. Ôîðìóëà ∃x{Φ(x)} èñòèííà, åñëè è òîëüêî åñëè Φ(y0) ∨ ... ∨ Φ(ym)

  Ôîðìóëà ∀x{Φ(x)} èñòèííà, åñëè è òîëüêî åñëè Φ(y0) & ... & Φ(ym)

Ðèñ. 5
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äåò îïðåäåëÿòüñÿ òåì, êàêîå èç òðåõ óñëî-
âèé Ti(x) < 0, Ti(x) = 0 èëè æå Ti(x) > 0
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îòðèöàòåëüíûõ
èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíûõ çíà-
÷åíèé x.

Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà Òàðñêîãî âûã-
ëÿäèò òàê (ñì. òàáë. 1).

Îò êàæäîé òàáëèöû Òàðñêîãî ìû áó-
äåì òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ äâóõ ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé:

•  Åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà ïîìå÷åíà ìíî-
ãî÷ëåíîì, êîòîðûé îòëè÷åí îò òîæäåñòâåí-
íî íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà, è y � êîðåíü ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà, òî îäèí èç ñòîëáöîâ ïîìå÷åí
÷èñëîì y.

• Åñëè íåêîòîðûé ñòîëáåö ïîìå÷åí
÷èñëîì y, òî îäíà èç ñòðîê ïîìå÷åíà ìíî-
ãî÷ëåíîì, êîòîðûé îòëè÷åí îò òîæäåñòâåí-
íî íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà è äëÿ êîòîðîãî y
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.

Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè,
÷òî çíàêè � è + íå ìîãóò ñòîÿòü â äâóõ

ñîñåäíèõ ïî ãîðèçîíòàëè êëåòêàõ � äåé-
ñòâèòåëüíî, ìíîãî÷ëåí äîëæåí îáðàòèòüñÿ
â íóëü ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ãäå îí ïðè-
íèìàåò ðàçíûå çíàêè, à ýòèì íóëåì äîë-
æåí áûòü ïîìå÷åí îäèí èç ñòîëáöîâ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ 3-åé âåð-
ñèè «àëãîðèòìà» Òàðñêîãî (ñì. ðèñ. 7).

Äàâàéòå áóäåì ëåíèâûìè è íå áóäåì
äåëàòü ëèøíåé ðàáîòû. Â 3-åé âåðñèè àë-
ãîðèòìà ïðè âû÷èñëåíèè èñòèííîñòíûõ
çíà÷åíèé ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë ìû
ïîëüçóåòñÿ òîëüêî ñîäåðæèìûì òàáëèöû,
ïðè ýòîì ìåòêè ñòîáöîâ íå èñïîëüçóþò-
ñÿ. Ìû ìîæåì çàìåíèòü ïîëíîöåííóþ òàá-
ëèöó Òàðñêîãî íà ñîêðàùåííóþ, êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì âñåõ ìåòîê ñòîëá-
öîâ, êðîìå äâóõ êðàéíèõ (ìîæíî ñêàçàòü
è íàîáîðîò: ñîêðàùåííàÿ òàáëèöà Òàðñ-
êîãî � ýòî òàêàÿ òàáëèöà, èç êîòîðîé
ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàíäàðòíóþ òàáëèöó ïó-
òåì äîáàâëåíèÿ ìåòîê ñòîëáöîâ). Ñ îäíîé
ñòîðîíû, ñîêðàùåííàÿ òàáëèöà � ýòî âïîë-
íå êîíñòðóêòèâíûé êîíå÷íûé îáúåêò, â

 �∞ x0 ... xj ... xn +∞ 

T1(x) �|0|+ �|0|+  �|0|+  �|0|+ �|0|+ 

M  M  M  O  M  O M  M  

Ti(x) �|0|+ �|0|+ ... �|0|+ ... �|0|+ �|0|+ 

M  M  M  O  M  O M  M  

T((x) �|0|+ �|0|+ ... �|0|+ ... �|0|+ �|0|+ 

Òàáë. 1

«Àëãîðèòì» Òàðñêîãî (2-ÿ âåðñèÿ) äëÿ Qx{Φ(x)}

1. Ñîñòàâèòü ñïèñîê P1(x), ..., Pk(x) âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â Φ(x) è îòëè÷-
íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.

2. Äîáàâèòü ìíîãî÷ëåí P0(x) = (P1(x) ⋅ ... ⋅ Pk(x))′.

3. Íàéòè ìíîæåñòâî  = {x0, ..., xn}, ñîñòîÿùåå èç âñåõ êîðíåé âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
P0(x), P1(x), ..., Pk(x).

4. Ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî  äî ìíîæåñòâà    = {x�∞, x0, x1 , ..., x+∞}, ãäå x�∞ è x+∞ �
òàêèå ÷èñëà, ÷òî x�∞ < x0 < x1 < ... < xn�1 < xn < x+∞.

5. Ôîðìóëà ∃x{Φ(x)} èñòèííà, åñëè è òîëüêî åñëè Φ(x�∞) ∨ Φ(x0) ∨ ... ∨ Φ(xn) ∨ Φ(x+∞).

   Ôîðìóëà ∀x{Φ(x)} èñòèííà, åñëè è òîëüêî åñëè Φ(x�∞) & Φ(x0) & ... ∨& Φ(xn) & Φ(x+∞).

Ðèñ. 6
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îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé, ñîäåðæàùåé âå-
ùåñòâåííûå ÷èñëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîèòü ñîêðàùåííóþ òàá-
ëèöó ìîæíî è íå çíàÿ ïîòåíöèàëüíûõ ìå-
òîê ñòîëáöîâ.

Ìû áóäåì ñòðîèòü ñîêðàùåííóþ òàá-
ëèöó Òàðñêîãî èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó
ìíîãî÷ëåíîâ, íî áóäåì äåëàòü ýòî íå äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, à ñèñòåìû,
îðãàíèçîâàííîé ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé
ÿâëÿåòñÿ ïîëóíàñûùåííîé, åñëè âìåñòå ñ
êàæäîé ôóíêöèåé îíà ñîäåðæèò è åå ïðî-
èçâîäíóþ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäóþ êî-
íå÷íóþ ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ðàñ-
øèðèòü äî êîíå÷íîé ïîëóíàñûùåííîé ñèñ-
òåìû. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîèçâîä-
íàÿ ìíîãî÷ëåíà, îòëè÷íîãî îò òîæäåñòâåí-
íîãî íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ìåíüøåé
ñòåïåíè, à ïðîèçâîäíîé òîæäåñòâåííîãî
íóëÿ (ôîðìàëüíî ÿâëÿþùåãîñÿ ìíîãî÷ëå-
íîì ñòåïåíè �∞) ÿâëÿåòñÿ îí ñàì. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ ñèñòåìû
ìíîãî÷ëåíîâ èõ ïðîèçâîäíûìè çàêîí÷èò-
ñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàáëèöà Òàðñêîãî,
ïîñòðîåííàÿ äëÿ ïîëóíàñûùåííîé ñèñòå-
ìû ìíîãî÷ëåíîâ, îáëàäàåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: åñëè ñòðîêà ïîìå÷åíà ìíîãî-
÷ëåíîì, îòëè÷íûì îò òîæäåñòâåííîãî
íóëÿ, òî â íåé  ñèìâîë 0 íå ìîæåò ñòî-
ÿòü â äâóõ ñîñåäíèõ êëåòêàõ. Äåéñòâèòåëü-
íî, îïÿòü-òàêè ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà äîëæíà îáðàòèòüñÿ â
íîëü ìåæäó äâóìÿ íóëÿìè ìíîãî÷ëåíà, è,
ñëåäîâàòåëüíî, äîëæåí èìåòüñÿ ñòîëáåö,
ïîìå÷åííûé òî÷êîé, ãäå ýòî ïðîèñõîäèò.

Äàëåå, ïîëóíàñûùåííàÿ ñèñòåìà ìíî-
ãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ íàñûùåííîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ å¸ ìíîãî÷ëåíîâ Ti(x) è Tk(x),
òàêèõ ÷òî 0 < degTi(x) ≤ degTk(x), â ñèñòå-
ìó âõîäèò è îñòàòîê îò äåëåíèÿ Tk(x) íà
Ti(x), òî åñòü ìíîãî÷ëåí R(x) òàêîé, ÷òî
åãî ñòåïåíü ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè ìíî-
ãî÷ëåíà Ti(x) è ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí S(x)
òàêîé, ÷òî

Tk(x) = S(x)Ti(x) + R(x). ( 6 )

Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà
ìíîãî÷ëåí ëåãêî íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ

«Àëãîðèòì» Òàðñêîãî (3-ÿ âåðñèÿ) äëÿ Qx{Φ(x)}

1. Ñîñòàâèòü ñïèñîê P1(x), ..., Pk(x) âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â Φ(x) è îòëè÷-
íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.

2. Äîáàâèòü ìíîãî÷ëåí P0(x) = (P1(x) ⋅ ... ⋅ Pk(x))′.

3. Ïîñòðîèòü òàáëèöó Òàðñêîãî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ P0(x), P1(x), ..., Pk(x).

4. Âû÷èñëèòü ëîãè÷åêèå çíà÷åíèÿ Φ(xj) äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà òàáëèöû, ïîëüçóÿñü
òîëüêî ñîäåðæèìûì òàáëèöû:

 �∞ x0 ... xj ... xn +∞ 

P0(x) �|0|+ �|0|+  �|0|+  �|0|+ �|0|+ 

M  M  M  O M O M M 

Pi(x) �|0|+ �|0|+ ... �|0|+ ... �|0|+ �|0|+ 

M  M  M  O M O M M 

Pk(x) �|0|+ �|0|+ ... �|0|+ ... �|0|+ �|0|+ 

Φ(x) È/Ë È/Ë ... È/Ë ... È/Ë È/Ë 

5. Ôîðìóëà ∃x{Φ(x)} èñòèííà, åñëè è òîëüêî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ çíà÷åíèé
èñòèííî; ôîðìóëà ∀x{Φ(x)} èñòèííà, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ýòè çíà÷åíèÿ èñòèííû.

Ðèñ. 7
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«äåëåíèÿ ñòîëáèêîì», àíàëîãè÷íîãî èçó-
÷àåìîìó â øêîëå ìåòîäó äåëåíèÿ öåëûõ
÷èñåë.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäóþ êîíå÷íóþ
ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ðàñøèðèòü äî
êîíå÷íîé íàñûùåííîé ñèñòåìû. Ýòî ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíü
îñòàòêà ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ ñèñòåìû
ìíîãî÷ëåíîâ èõ ïðîèçâîäíûìè è îñòàòêà-
ìè îò äåëåíèÿ çàêîí÷èòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ.

Ìû áóäåì ñòðîèòü ñîêðàùåííóþ òàá-
ëèöó Òàðñêîãî äëÿ íàñûùåííîé ñèñòåìû
ìíîãî÷ëåíîâ T1(x), ..., Tm(x), óïîðÿäî÷åí-
íîé ïî íåâîçðàñòàíèþ ñòåïåíåé. Ëåãêî ïî-
íÿòü, ÷òî è êàæäûé íà÷àëüíûé îòðåçîê
T1(x), ..., Tk(x), ãäå k ≤ m, òàêæå áóäåò íà-
ñûùåííîé ñèñòåìîé.

Íà÷àëî ïîñòðîåíèÿ òðèâèàëüíî. Åñëè
ïåðâûå k ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿþòñÿ êîíñòàí-
òàìè, òîãäà ñîêðàù¸ííàÿ òàáëèöà Òàðñ-
êîãî äëÿ íèõ èìååò òîëüêî äâà ñòîëáöà,
ïîìå÷åííûõ ñèìâîëàìè �∞ è +∞, è ýòè
ñòîëáöû ëåãêî çàïîëíÿþòñÿ.

Ïóñòü ìû óæå ïîñòðîèëè ñîêðàù¸ííóþ
òàáëèöó Òàðñêîãî äëÿ  T1(x), ..., Tk�1(x) è
õîòèì å¸ ðàøèðèòü äî ñîêðàù¸ííîé òàá-
ëèöû Òàðñêîãî äëÿ T1(x), ..., Tk(x). Ïåð-
âûì äåëîì ìû äîáàâèì ñíèçó ñòðîêó, êî-
òîðóþ ïîìåòèì ìíîãî÷ëåíîì Tk(x). Çàïîë-
íèòü ñàìóþ ïðàâóþ êëåòêó íîâîé ñòðîêè
ëåãêî � äîñòàòî÷íî ñêîïèðîâàòü òóäà çíàê
âåäóùåãî êîýôôèöèåíòà ýòîãî ìíîãî÷ëå-
íà. Çàïîëíåíèå ñàìîé ëåâîé êëåòêè íå
íàìíîãî ñëîæíåå: åñëè ìíîãî÷ëåí Tk(x)
èìååò ÷¸òíóþ ñòåïåíü, òî ìû ïî-ïðåæíå-
ìó êîïèðóåì çíàê âåäóùåãî êîýôôèöèåí-
òà, åñëè íå÷åòíóþ � òî çàïèñûâàåì ïðîòè-
âîïîëîæíûé çíàê (ñì. òàáë. 2).

Íî êàê çàïîëíèòü êëåòêó, ñòîÿùóþ íå
â êðàéíåì ñòîëáöå? Âñïîìíèì, ÷òî îí ìî-
æåò áûòü ïîìå÷åí íåêîòîðûì íå èçâåñò-
íûì íàì êîðíåì xj êàêîãî-òî ìíîãî÷ëåíà
Ti(x). Ïîñêîëüêó ñèñòåìà íàñûùåíà, îíà
ñîäåðæèò è îñòàòîê  R(x) îò äåëåíèÿ Tk(x)
íà Ti(x), òî åñòü âûïîëíåíî (6) äëÿ íåêî-
òîðîãî ìíîãî÷ëåíà S(x). Ïîäñòàëÿÿ â (6)
xj íà ìåñòî x, ìû âèäèì, ÷òî Tk(xj) = R(xj),
òàê ÷òî íàì äîñòàòî÷íî ñêîïèðîâàòü â ïîñ-

ëåäíþþ êëåòêó ñòîëáöà ñîäåðæèìîå êëåò-
êè, íàõîäÿùåéñÿ â ñòðîêå, ïîìå÷åííîé
ìíîãî÷ëåíîì R(x).

Òàêèì îáðàçîì, äàæå íå èìåÿ ìåòîê
ñòîëáöîâ, ìû â ñîñòîÿíèè çàïîëíèòü âñþ
íèæíþþ ñòðîêó! Ýòî, îäíàêî, åù¸ íå âñ¸,
íàì, áûòü ìîæåò, òðåáóåòñÿ äîáàâèòü íî-
âûå ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíÿì
ìíîãî÷ëåíà Tk(x). Ãäå æå èñêàòü ìåñòî äëÿ
ýòèõ äîáàâî÷íûõ ñòîëáöîâ?

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íèæíåé ñòðîêå â
ñîñåäíèõ êëåòêàõ îêàçàëèñü çíàêè � è +.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû êðè÷èì «Ýâðèêà!» è
äîáàâëÿåì íîâûé ñòîëáåö, ðàçäåëÿÿ ýòè
êëåòêè. Â íèæíþþ êëåòêó íîâîãî ñòîëáöà
ìû âïèñûâàåì 0, íî êàê çàïîëíèòü îñòàëü-
íûå êëåòêè íîâîãî ñòîëáöà?

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëåâà îò íåêîòîðîé
ïóñòîé ïîêà êëåòêè ñòîèò êëåòêà ñî çíà-
êîì +. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òîãäà è â ýòó
ïîêà ïóñòóþ êëåòêó ìû äîëæíû òàêæå ïî-
ìåñòèòü çíàê +, ïîñêîëüêó êîðíè âñåõ
«ñòàðûõ» ìíîãî÷ëåíîâ óæå áûëè ïðåäñòàâ-
ëåíû â òàáëèöå. Àíàëîãè÷íî, åñëè ñëåâà
îò ïóñòîé êëåòêè ñòîèò çíàê �, ìû êîïè-
ðóåì åãî. Åñëè æå ñëåâà îò ïóñòîé êëåòêè
íàõîäèòñÿ êëåòêà ñî çíàêîì 0, òî ìû ìî-
æåì ïîñìîòðåòü íà êëåòêó, ñîñåäíþþ ñïðà-
âà. Åñëè òàì çíàê � èëè +, òî ìû êîïèðó-
åì åãî, íî ÷òî äåëàòü, åñëè â îáåèõ ñîñåä-
íèõ êëåòêàõ ñòîÿò íóëè? Êàê áûëî îòìå-
÷åíî ðàíåå, òàêîå âîçìîæíî, ëèøü åñëè
ýòà ñòðîêà áûëà ïîìå÷åíà òîæäåñòâåííî
íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì, è ìû, ñîîòâåòñòâåí-
íî, âïèñûâàåì òàêæå 0.

 �∞ ... xj ... +∞ 

T1(x) �|0|+  �|0|+  �|0|+ 

M  M  O M  O M 

R(x) �|0|+ ... �|0|+ ... �|0|+ 

M  M  O M  O M 

Ti(x) �|0|+ ... �|0|+ ... �|0|+ 

M  M  O M  O M 

Tk�1(x) �|0|+ ... �|0|+ ... �|0|+ 

Tk(x) �|0|+ ... ? ... �|0|+ 

Òàáë. 2
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Äåéñòâóÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû ìî-
æåì çàïîëíèòü âñå íîâûå ñòîëáöû, íî çà-
âåðøèòñÿ ëè íà ýòîì ïîñòðîåíèå íîâîé
ñîêðàù¸ííîé òàáëèöû Òàðñêîãî? Ìîæåì
ëè ìû áûòü óâåðåíû, ÷òî âñå êîðíè ìíî-
ãî÷ëåíà Tk(x) ïðåäñòàâëåíû ñòîëáöàìè?

Êîðíè ìíîãî÷ëåíà Tk(x) ìîãóò áûòü
ïðîñòûìè èëè êðàòíûìè. Êðàòíûé êîðåíü
ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì ïðîèçâîäíîé  Tk(x)′
è ïîòîìó óæå ïðåäñòàâëåí êàêèì-òî ñòîë-
áöîì. Ïóñòü y � ïðîñòîé êîðåíü, òî åñòü
Tk(y) = 0, íî Tk(y)′ ≠ 0. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
Tk(y)′ > 0 (ñëó÷àé Tk(y)′ < 0 àíàëîãè÷åí).
Åñëè y íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íè îäíîãî èç
ìíîãî÷ëåíîâ T1(x), ..., Tk�1(x), òî ïóñòü
x¡  � ìàêñèìóì òåõ èç ýòèõ êîðíåé, êîòîðûå
íå ïðåâîñõîäÿò y (åñëè òàêèõ êîðíåé íåò,
òî ïî îïðåäåëåíèþ ýòîò ìàêñèìóì åñòü �∞).
Àíàëîãè÷íî ïóñòü x̂ � ìèíèìóì òåõ êîð-
íåé, êîòîðûå ïðåâîñõîäÿò y (åñëè òàêèõ êîð-
íåé íåò, òî ïî îïðåäåëåíèþ ýòîò ìèíèìóì
åñòü +∞). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî Tk(x)′ > 0
ïðè x ∈ (x¡ , x̂), ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå x¡  è x̂ , ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, è èõ íèæ-
íèå êëåòêè ñîäåðæàò, ñîîòâåòñòâåííî,

� è +. Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ âûøå
ïðîöåäóðà äåéñòâèòåëüíî âûÿâèò âñå òðå-
áóåìûå íîâûå ñòîëáöû.

Òåïåðü ìû íàêîíåö ìîæåì óáðàòü êà-
âû÷êè âñëîâå «àëãîðèòì» (ñì. ðèñ. 8).

Èòàê, àëãîðèòì îïèñàí äëÿ áàçèñíîãî
ñëó÷àÿ � çàìêíóòîé ôîðìóëû ñ îäíèì êâàí-
òîðîì. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê çàìêíóòûì
ôîðìóëàì ñ ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîì
êâàíòîðîâ, ìû ðàññìîòðèì ôîðìóëû, èìå-
þùèå ëèøü îäèí êâàíòîð, íî áîëåå îä-
íîé ïåðåìåííîé. Ïðî òàêèå ôîðìóëû
íåëüçÿ ñïðàøèâàòü, èñòèííû îíè èëè ëîæ-
íû, ñ íèìè íàäî ðàáîòàòü êàê ñ óðàâíåíè-
ÿìè èëè íåðàâåíñòâàìè ñ ïàðàìåòðàìè
ïóò¸ì ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Ê ÷åìó æå ìû ìî-
æåì ñòðåìèòüñÿ?

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôîð-
ìóëó

∃x{ax2 + bx + c = 0}. (7)

Â íåé òðè ïàðàìåòðà, ïðè îäíîì âû-
áîðå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ôîðìóëà èñ-
òèííà, ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ � ëîæíà. Îêà-
çûâàåòñÿ, ìîæíî íàéòè áåñêâàíòîðíóþ
ôîðìóëó ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè, êîòîðàÿ

Àëãîðèòì Òàðñêîãî äëÿ Qx{Φ(x)}

1. Ñîñòàâèòü ñïèñîê P1(x), ..., Pk(x) âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â Φ(x) è îòëè÷-
íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.

2. Äîáàâèòü ìíîãî÷ëåí P0(x) = (P1(x) ⋅ ... ⋅ Pk(x))′.

3. Ðàñøèðèòü ýòîò ñïèñîê äî íàñûùåííîé ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ T1(x), ..., Tm(x) c

deg(T1(x)) ≤ ... ≤ deg(Ti�1(x)) ≤ deg(Ti(x)) ≤ ... ≤ deg(Tm(x)).

4. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîèòü ñîêðàùåííûå òàáëèöû Òàðñêîãî äëÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ  T1(x), T2(x), ..., Ti(x), i = 0, 1, 2, ..., m.

5. Âû÷èñëèòü ëîãè÷åêèå çíà÷åíèÿ Φ(xj) äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà ïîñëåäíåé òàáëèöû:
 �∞      +∞ 

T1(x) �|0|+ �|0|+  �|0|+  �|0|+ �|0|+ 

M  M  M  O  M  O  M  M  

Tm(x) �|0|+ �|0|+ ... �|0|+ ... �|0|+ �|0|+ 

Φ(x) È/Ë È/Ë ... È/Ë ... È/Ë È/Ë 

6. Ôîðìóëà ∃x{Φ(x)} èñòèííà, åñëè è òîëüêî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ çíà÷å-
íèé èñòèííî; ôîðìóëà ∀x{Φ(x)} èñòèííà, åñëè è òîëüêî åñëè âñå ýòè çíà÷åíèÿ
èñòèííû.

Ðèñ. 8
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ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

èñòèííà èëè ëîæíà îäíîâðåìåííî ñ (7):

((a ≠ 0 & b2 � 4ac ≥ 0) ∨
∨ (a =0 & (b ≠ 0 ∨ c = 0))). (8)

Ïåðåõîä îò (7) ê (8) íàçûâàåòñÿ ýëè-
ìèíàöèåé (óñòðàíåíèåì) êâàíòîðà.

Ïîêàæåì, ÷òî â íàøåì ÿçûêå êâàíòî-
ðû ìîæíî ýëèìèíèðîâàòü èç ëþáîé ôîð-
ìóëû.

Ïóñòü èìååòñÿ ôîðìóëà âèäà

Qx{Φ(a1, ..., am, x)} (9)

ñ ïàðàìåòðàìè a1, ..., am. Íà ìíîãî÷ëåíû,
âõîäÿùèå â ýòó ôîðìóëó, ìîæíî ñìîòðåòü
êàê íà ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé
x, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìíî-
ãî÷ëåíàìè îò ïàðàìåòðîâ. Íàì ïîòðåáó-
þòñÿ áîëåå îáùèå îáúåêòû � ìíîãî÷ëåíû
îò îäíîé ïåðåìåííîé x, êîýôôèöèåíòû
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíê-
öèÿìè îò ïàðàìåòðîâ, òî åñòü îòíîøåíèÿ-
ìè ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàñøèðèì íàø
ÿçûê � áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó íàñ åñòü îáî-
çíà÷åíèÿ íå òîëüêî äëÿ âñåõ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë, íî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé îò ïàðàìåòðîâ a1, ..., am.

Äàâàéòå ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü ê ôîð-
ìóëå (9) àëãîðèòì Òàðñêîãî.

Ìû ìîæåì âûïîëíÿòü àðèôìåòè÷åñêèå
äåéñòâèÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè, íî
óæå ïåðâûé øàã àëãîðèòìà âûçûâàåò òðóä-
íîñòè: íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí P(a1, ..., am, x)
ïðè êàêèõ-òî çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìî-
æåò îêàçàòüñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ
è íå áûòü òàêèì ïðè äðóãîì âûáîðå çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ. ×òîáû èìåòü âîçìîæ-
íîñòü âûïîëíÿòü àëãîðèòì, ìû áóäåì ñòðî-
èòü äåðåâî ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Êàæäûé ðàç,
êîãäà äëÿ êàêîãî-òî âûðàæåíèÿ (íàïðè-
ìåð, êîýôôèöèåíòà ïðè íàèáîëüøåé ñòå-
ïåíè x â êàêîì-ëèáî ìíîãî÷ëåíå) íàäî
çíàòü åãî çíàê èëè òî, ÷òî îí îòëè÷åí îò
íóëÿ, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè ïîä-
ñëó÷àÿ: ýòî âûðàæåíèå ìåíüøå íóëÿ, ðàâ-
íî íóëþ, áîëüøå íóëÿ. Â ðåçóëüòàòå âîç-
íèêíåò áîëüøîå äåðåâî ñëó÷àåâ, ïîäñëó-
÷àåâ, ïîäïîäñëó÷àåâ, ..., â êàæäîé âåòâè
êîòîðîãî ìû äîâåä¸ì âûïîëíåíèå àëãî-
ðèòìà äî êîíöà è óçíàåì, èñòèííà èëè
ëîæíà ôîðìóëà ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ. ×òîáû

ïîëó÷èòü áåñêâàíòîðíóþ ôîðìóëó, ýêâè-
âàëåíòíóþ ôîðìóëå (9), íàì îñòà¸òñÿ âûá-
ðàòü âñå âåòâè, ãäå îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ
ÈÑÒÈÍÀ, êîíúþíêòèâíî îáúåäèíèòü âñå
ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäåëàííûå âäîëü êàæäîé
òàêîé âåòâè, è çàòåì äèçúþíêòèâíî îáúå-
äèíèòü ïîëó÷èâøèåñÿ êîíúþíêöèè.

Òåïåðü ìîæíî îïèñàòü ïðèìåíåíèå
àëãîðèòìà Òàðñêîãî ê ïðîèçâîëüíîé çàì-
êíóòîé ôîðìóëå Ψ ÿçûêà . Åñëè â íåé
åñòü êâàíòîðû, òî âûáåðåì ñðåäè íèõ îäèí
òàêîé, â îáëàñòè äåéñòâèÿ êîòîðîãî íåò
äðóãèõ êâàíòîðîâ. Ñ ýòîãî êâàíòîðà íà-
÷èíàåòñÿ íåêîòîðàÿ ôîðìóëà âèäà (9). Çà-
ìåíèâ â Ψ ýòó ôîðìóëó íà ýêâèâàëåíòíóþ
åé áåñêâàíòîðíóþ ôîðìóëó, ìû ïîëó÷èì
ôîðìóëó, ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëå Ψ, íî
èìåþùóþ íà îäèí êâàíòîð ìåíüøå. Ïðî-
äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì â êîíöå
êîíöîâ ôîðìóëó áåç ïåðåìåííûõ, óñòàíîâ-
ëåíèå èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè êîòîðîé
ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó âû÷èñëåíèþ.

Îïèñàííóþ âûøå âåðñèþ àëãîðèòìà
Òàðñêîãî çàïðîãðàììèðîâàòü íåñëîæíî,
îäíàêî äàæå äëÿ ïðîñòûõ ôîðìóë ïðîãðàì-
ìà áóäåò ðàáîòàòü î÷åíü äîëãî è òðåáî-
âàòü îãðîìíîé ïàìÿòè. Òîò æå íåäîñòàòîê
èìåë è ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò, ïðåäëî-
æåííûé ñàìèì Òàðñêèì � âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà íåëüçÿ áûëî îãðàíè÷èòü íèêà-
êîé áàøíåé ýêñïîíåíò îò äëèíû ôîðìó-
ëû. Ñ òåõ ïîð ìíîãèå èññëåäîâàòåëè óëó÷-
øàëè àëãîðèòì, â ÷àñòíîñòè, Ã.Å. Êîëëèíç
ïðåäëîæèë àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà öè-
ëèíäðè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè
(cylindrical algebraic decomposition), âðåìÿ
ðàáîòû êîòîðîãî îãðàíè÷åíî äâîéíîé ýê-
ñïîíåíòîé. Ïðîãðåññ äîñòèãíóò çà ñ÷¸ò
òîãî, ÷òî ïðè ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ ñòðî-
èòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìó-
ëà â ÿçûêå áîëåå øèðîêîì, ÷åì íàø ÿçûê

. Ê ñîæàëåíèþ, ñóùåñòâåííîãî äàëüíåé-
øåãî óëó÷øåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå îæèäàòü
íå ïðèõîäèòñÿ � áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþ-
áîé àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü äâàæäû ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ íà íåêîòîðûõ «ïëî-
õèõ» ôîðìóëàõ. Òåì íå ìåíåå, ïîñòðîå-
íèå öèëèíäðè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé äå-
êîìïîçèöèè ðåàëèçîâàíî â ðÿäå ñèñòåì
êîìïüþòåðíîé àëãåáðû è ñ óñïåõîì ïðè-
ìåíÿåòñÿ ê êîíêðåòíûì ôîðìóëàì.
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ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 6, 2008 ã.

Âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé ëîãèê Àëüôðåä Òàðñêèé ðîäèëñÿ â
1901 ãîäó â Âàðøàâå.

Àëãîðèòì äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè çàìêíóòûõ ôîðìóë ñ âåùåñòâåí-
íûìè ïåðåìåííûìè îí ïðèäóìàë â íà÷àëå 30-õ ãîäîâ, íî ïåðâîíà÷àëüíî
ýòîò ðåçóëüòàò áûë ñôîðìóëèðîâàí â äðóãèõ òåðìèíàõ. Â 1931 äðóãîé âå-
ëèêèé ìàòåìàòè÷åñêèé ëîãèê Êóðò Ã¸äåëü îïóáëèêîâàë ðåâîëþöèîííóþ ðà-
áîòó, â êîòîðîé ïîêàçàë, ÷òî â ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêå ìîãóò áûòü âåð-
íûå, íî íåäîêàçóåìûå óòâåðæäåíèÿ. Ðåçóëüòàò Òàðñêîãî áûë â íåêîòîðîì
ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæíûì: îí ïîêàçàë, ÷òî åñëè âñå ïåðåìåííûå ïðèíèìà-
þò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ (à íå öåëî÷èñëåííûå êàê ó Ã¸äåëÿ), òî ìîæíî
ïîñòðîèòü ïîëíóþ ñèñòåìó àêñèîì � êàêîâà áû íè áûëà çàìêíóòàÿ ôîðìó-

ëà, èç ýòèõ àêñèîì ìîæíî âûâåñòè ëèáî ñàìó ôîðìóëó, ëèáî å¸ îòðèöàíèå. Îòñþäà, êîíå÷íî,
ïîëó÷àåòñÿ òàêîé àëãîðèòì: áóäåì âûâîäèòü èç àêñèîì âñåâîçìîæíûå ñëåäñòâèÿ è æäàòü, ïîêà íå
âûâåäåòñÿ ëèáî èíòåðåñóþùàÿ íàñ ôîðìóëà (è òîãäà îíà èñòèííà), ëèáî å¸ îòðèöàíèå (è òîãäà
íàøà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ëîæíîé).

Ïðîøëî î÷åíü ìíîãî âðåìåíè, ïðåæäå ÷åì ðåçóëüòàò áûë îïóáëèêîâàí. Â 1939 ãîäó Òàðñêèé
áûë âûíóæäåí ýìèãðèðîâàòü â ÑØÀ, íî è òàì èç-çà íàñòóïèâøåé âîéíû íå ñìîã ñðàçó íàïå÷àòàòü
ñâîé çàìå÷àòåëüíûé àëãîðèòì. Òàðñêèé ñäåëàë ýòî òîëüêî â 1948 ãîäó, ïðè÷åì â âèäå îòäåëüíîé
êíèãè � ñòîëü ñëîæíûì áûë ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò àëãîðèòìà.

Ó÷åíèöà Òàðñêîãî Äæóëèÿ Ðîáèíñîí óñòàíîâèëà, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿ-
ìè ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ èñ-
òèííîñòè ôîðìóë. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì Òàðñêîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ÷àñòëèâûì èñêëþ÷åíèåì
íà ôîíå äðóãèõ ïîõîæèõ, íî àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ ïðîáëåì.

Ìàòèÿñåâè÷ Þðèé Âëàäèìèðîâè÷,
àêàäåìèê ÐÀÍ,
çàâ. ëàáîðàòîðèåé ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè ÏÎÌÈ ÐÀÍ
http://logic.pdmi.ras.ru/~yumat

Abstract

Tarski's algorithm allows us to determine whether a given statement about a finite set
of real numbers is true of false. Together with the Cartesian coordinate system, it allows us
to prove automatically a large class of theorems of elementary geometry.

The version of the algorithm presented here is suitable for introduction to the subject
it is not difficult to understand the algorithm, it is easy to write a program, but it would be
extremely inefficient.
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