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ÏÐÈ ÑÈÍÓÑÎÈÄÀËÜÍÎÌ ÂÍÅØÍÅÌ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ

Áóòèêîâ Åâãåíèé Èâàíîâè÷

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Åñëè çàäàòüñÿ âîïðîñîì, êàêîé ôèçè-
÷åñêèé ïðèáîð îñòàâèë íàèáîëåå ãëóáî-
êèé ñëåä â èñòîðèè ôèçèêè, ñêîðåå âñåãî
ïåðâàÿ ìûñëü áóäåò î ìàÿòíèêå. Íà÷èíàÿ
ñ îïûòîâ Ãàëèëåÿ â 16 âåêå è âïëîòü äî
íàøèõ äíåé ìàÿòíèê èñïîëüçóåòñÿ â ðàç-
íîîáðàçíûõ ïðèáîðàõ äëÿ èçìåðåíèÿ âðå-
ìåíè è íàïðÿæåííîñòè ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ è, ÷òî íå ìåíåå âàæíî, ñëóæèò ïðîá-
íûì êàìíåì äëÿ ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ òåî-
ðèé. Ýòà çíàìåíèòàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà èíòåðåñíà è ïîëåçíà íå òîëüêî ñàìà
ïî ñåáå êàê íàèáîëåå çíàêîìûé ïðèìåð
íåëèíåéíîãî ìåõàíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà,
íî åùå è ïîòîìó, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è â ðàç-
íûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé ôèçèêè ïðè-
âîäÿòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ,
îïèñûâàþùåìó äâèæåíèå ìàÿòíèêà. Ìå-
õàíè÷åñêèå àíàëîãè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì äî-
ïóñêàþò ïðÿìóþ âèçóàëèçàöèþ äâèæåíèÿ
è ýòèì î÷åíü ïîëåçíû äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ
èíòóèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé î ñëîæíûõ
ÿâëåíèÿõ. Äåòàëüíî ðàçîáðàâøèñü ñ ïîâå-
äåíèåì ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû è èñïîëü-
çóÿ àíàëîãèþ ìåæäó êîëåáàòåëüíûìè ñèñ-
òåìàìè ðàçíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû, ìîæ-
íî çíà÷èòåëüíî ïðîäâèíóòüñÿ â ïîíèìà-
íèè ðàçíîîáðàçíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ è
îïòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé, ãäå âñå
äàëåêî íå òàê íàãëÿäíî, õîòÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ ñõîäíûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Òðàäèöèîííî â âóçîâñêèõ è øêîëüíûõ
êóðñàõ èìååòñÿ çíà÷èòåëüíûé ïåðåêîñ â

ñòîðîíó èçó÷åíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, äëÿ
êîòîðûõ âîçìîæíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ, à âîïðîñàì ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíûõ
ñèñòåì óäåëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íîå âíèìàíèå.
Â çíà÷èòåëüíîé ìåðå òàêîå ïîëîæåíèå
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñóùåñòâóþùèå àíà-
ëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ íåëèíåé-
íûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñëèøêîì ñëîæ-
íû, è ïðè ýòîì íå â ñîñòîÿíèè îïèñàòü
íàáëþäàåìîå â ýêñïåðèìåíòå ðàçíîîáðà-
çèå èõ ïîâåäåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå êîìïü-
þòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ó÷åáíîì ïðî-
öåññå ïîçâîëÿåò äî íåêîòîðîé ñòåïåíè óñ-
òðàíèòü ñóùåñòâóþùèé ïåðåêîñ â ïðåïî-
äàâàíèè ôèçèêè êîëåáàíèé. Èíîãäà ìîäå-
ëèðîâàíèå ìîæåò ðàññêàçàòü íàì îá èçó-
÷àåìîé ñèñòåìå áîëüøå, ÷åì ìàòåìàòèêà.
Íà ïðèëàãàåìîì ê æóðíàëó äèñêå ïîìå-
ùåíà ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà, ïîçâîëÿ-
þùàÿ íàáëþäàòü ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà ïîä
äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû, ñèíóñîèäàëüíî
èçìåíÿþùåéñÿ ñî âðåìåíåì.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî îáû÷íûé ìàÿò-
íèê ïîä äåéñòâèåì ñèíóñîèäàëüíîé ñèëû
äîëæåí äåìîíñòðèðîâàòü âïîëíå ïîíÿòíîå
ïîâåäåíèå, õîðîøî ñîãëàñóþùååñÿ ñ íà-
øåé èíòóèöèåé. Íî íåñìîòðÿ íà êàæóùó-
þñÿ ïðîñòîòó ýòîò âñåì íàì çíàêîìûé ìà-
ÿòíèê, áóäó÷è íåëèíåéíîé ñèñòåìîé, îá-
íàðóæèâàåò áîëüøîå ÷èñëî âåñüìà íåîáû÷-
íûõ âèäîâ äâèæåíèÿ, ìíîãèå èç êîòîðûõ
åùå äî êîíöà íå èçó÷åíû.

Ðåàêöèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì íà ãàðìî-
íè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ ñèíó-
ñîèäàëüíîé, è îòíîñèòåëüíî ýòîé ðåàêöèè
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â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü êàêèå-ëèáî óíèâåðñàëüíûå óòâåð-
æäåíèÿ. Îòêëèê íåëèíåéíîé ñèñòåìû çà-
÷àñòóþ íåîäíîçíà÷åí � óñòàíîâèâøååñÿ
äâèæåíèå ìîæåò èìåòü ðàçíûé õàðàêòåð â
çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ñïåêòð âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìîæåò
ñîäåðæàòü ñóáãàðìîíè÷åñêèå ÷àñòîòû, âû-
ðàæàåìûå ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ ÷àñòîòû
âûíóæäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ îòêëèê íåëèíåéíîé ñèñòåìû íà
ðåãóëÿðíîå âîçäåéñòâèå ìîæåò áûòü õàî-
òè÷åñêèì, à ìàëîå èçìåíåíèå ÷àñòîòû èëè
àìïëèòóäû âîçäåéñòâèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê
êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ îòêëèêà ñèñòå-
ìû. Êîíòðàñò ñ ïîâåäåíèåì ëèíåéíûõ ñè-
ñòåì ïîèñòèíå ïîðàçèòåëåí.

2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ
ÌÀßÒÍÈÊÀ

Áóäåì èçó÷àòü âîçìîæíûå äâèæåíèÿ
òàê íàçûâàåìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíè-
êà â âèäå òî÷å÷íîé ìàññû, çàêðåïëåííîé
íà êîíöå íåâåñîìîãî ñòåðæíÿ, êîòîðûé
ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã ãî-
ðèçîíòàëüíîé îñè â îäíîðîäíîì ïîëå òÿ-
ãîòåíèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì èìåííî ñòåð-
æåíü, à íå ãèáêóþ íèòü, ÷òîáû ìîæíî áûëî
èçó÷àòü ïîëíûå ïåðåâîðîòû è êîëåáàíèÿ
ñ àìïëèòóäîé, ïðèáëèæàþùåéñÿ ê 180°.
Òà æå ìîäåëü â ðàâíîé ìåðå ïðèìåíèìà è
ê ïîâåäåíèþ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, òî
åñòü çàêðåïëåííîãî íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè
ïðîèçâîëüíîãî òâåðäîãî òåëà (à íå òîëüêî
ñòåðæíÿ ñ òî÷å÷íîé ìàññîé), òàê êàê îáå
ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå íå-
ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.

Â ïîëîæåíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ
öåíòð ìàññ ìàÿòíèêà ðàñïîëîæåí íèæå
òî÷êè ïîäâåñà íà îäíîé âåðòèêàëè ñ íåé.
Ïðè îòêëîíåíèè ìàÿòíèêà èç ýòîãî ïîëî-
æåíèÿ íà óãîë ϕ ñèëà òÿæåñòè ñîçäàåò âîç-
âðàùàþùèé ìîìåíò, ïðîïîðöèîíàëüíûé
sin ϕ. Ïðè ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ ϕ (òî
åñòü ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ìàÿòíèêà) çíà-
÷åíèÿ ñèíóñà óãëà è ñàìîãî óãëà ïðàêòè-
÷åñêè ñîâïàäàþò (sin ϕ ≈ ϕ) è ìàÿòíèê âå-
äåò ñåáÿ ïîäîáíî ëèíåéíîìó îñöèëëÿòî-
ðó. Â ÷àñòíîñòè, ïîä äåéñòâèåì ñëàáîé

ñèíóñîèäàëüíîé âíåøíåé ñèëû óñòàíîâèâ-
øååñÿ äâèæåíèå ìàÿòíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðîñòîå ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå.
Ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ìàÿòíèê ñîâåð-
øàåò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå,
îäíàêî, óæå íå áóäóò ãàðìîíè÷åñêèìè. Êàê
ìû óâèäèì äàëåå, ãðàôèêè òàêèõ êîëåáà-
íèé çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ îò ñèíóñîèäû.

Ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ìàÿòíèêà â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ óã-
ëîì åãî îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ ϕ è óãëîâîé ñêîðîñòüþ dtdϕϕ =&

(òî÷êà íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò ïðîèç-
âîäíóþ ïî âðåìåíè). Óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ϕ&  â ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììå èçìåðÿ-
åòñÿ â åäèíèöàõ 0ω  óãëîâîé ÷àñòîòû ìà-
ëûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà
( 00 2 Tπω = , ãäå 0T  � ïåðèîä ìàëûõ ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé). Íà ìàÿòíèê äåéñòâó-
åò âíåøíèé âûíóæäàþùèé ìîìåíò ñèë, ñè-
íóñîèäàëüíî çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ñ ÷àñ-
òîòîé ω  è íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé àìïëè-
òóäîé.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî èëè ôèçè÷åñêîãî
ìàÿòíèêà ìîæíî ïîëó÷èòü, îñíîâûâàÿñü íà
óðàâíåíèè äèíàìèêè âðàùåíèÿ òâåðäîãî
òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè. Ñîãëàñíî
ýòîìó óðàâíåíèþ, óãëîâîå óñêîðåíèå )(tϕ&&
îïðåäåëÿåòñÿ âîçâðàùàþùèì ìîìåíòîì
ñèëû òÿæåñòè, êîòîðûé â ñëó÷àå ìàÿòíè-
êà ïðîïîðöèîíàëåí ñèíóñó óãëà îòêëî-
íåíèÿ, à òàêæå òîðìîçÿùèì ìîìåíòîì
ñèëû òðåíèÿ, êîòîðûé â ïðèíÿòîé ìîäå-
ëè ïðîïîðöèîíàëåí óãëîâîé ñêîðîñòè

)(tϕ& , è, íàêîíåö, ñèíóñîèäàëüíûì âíå-
øíèì ìîìåíòîì:

tωθωϕωϕγϕ sinsin2 0

2

0

2

0 =++ &&& . (1)

Çäåñü ω  � ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåé-
ñòâèÿ, γ  � ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ. Âìåñòî
ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ óäîáíî èñïîëüçî-
âàòü ýêâèâàëåíòíûé áåçðàçìåðíûé ïàðà-
ìåòð � äîáðîòíîñòü )2(0 γω=Q .

Âåëè÷èíà tt ωθθ sin)( 0=  â ïðàâîé ÷à-
ñòè óðàâíåíèÿ (1) ïðîïîðöèîíàëüíà âíåø-
íåìó ìîìåíòó. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë θ  ìîæ-
íî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåä-
ñòàâèì ñåáå, ÷òî ê ìàÿòíèêó ïðèëîæåí íå-
áîëüøîé ïîñòîÿííûé (íå çàâèñÿùèé îò
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âðåìåíè) ìîìåíò ñèëû, òàê ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü (1) ðàâíà θ  (âìåñòî tt ωθθ sin)( 0= ).
Ýòîò ìîìåíò âûçûâàåò ñòàòè÷åñêîå îòêëî-
íåíèå ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëè íà óãîë ϕ .
Ñèíóñ ýòîãî óãëà îòêëîíåíèÿ ïðîïîðöèî-
íàëåí ïðèëîæåííîìó ìîìåíòó ñèëû. Â ñà-
ìîì äåëå, êîãäà ìàÿòíèê íåïîäâèæåí, ïðî-
èçâîäíûå óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ  ïî âðåìåíè
ðàâíû íóëþ ( 0=ϕ&&  è 0=ϕ& ), è èç óðàâíå-
íèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äåéñòâèè ñòàòè-
÷åñêîãî ìîìåíòà θ  âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå θϕ =sin . Ïîýòîìó çíà÷åíèå 1=θ
ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåìó ìîìåíòó, êîòîðûé
íåîáõîäèì äëÿ îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà äî
ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåíèÿ 2πϕ = , ãäå
âîçâðàùàþùèé ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè ìàê-
ñèìàëåí.

Êîãäà âíåøíèé ìîìåíò íåâåëèê
( 0<<θ ), âûçûâàåìîå èì îòêëîíåíèå ìà-
ÿòíèêà òàêæå íåâåëèêî ( 0<<ϕ ), è ìîæíî
ïîëîæèòü ϕϕ ≈sin . Ýòî çíà÷èò,÷òî ñòàòè-
÷åñêèé óãîë ϕ  îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà ïîä
äåéñòâèåì ìàëîãî ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà
êàê ðàç ðàâåí âåëè÷èíå θ . Ïîýòîìó θ
ìîæåò ñëóæèòü óäîáíîé óãëîâîé ìåðîé
âíåøíåãî ìîìåíòà äåéñòâóþùåé íà ìàÿò-
íèê âíåøíåé ñèëû. Â ïðåäåëå î÷åíü íèç-
êîé ÷àñòîòû âíåøíåãî ìîìåíòà (êîãäà

0→ω ) ìàÿòíèê êâàçèñòàòè÷åñêè ñëåäóåò
çà èçìåíåíèÿìè âíåøíåãî ìîìåíòà, òî åñòü
ïðè íèçêîé ÷àñòîòå è ìàëîé àìïëèòóäå âû-
íóæäàþùåé ñèëû óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæ-
äåííûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ïðîèñõîäÿò
êàê ðàç ñ àìïëèòóäîé 0θ  âíåøíåãî ìî-
ìåíòà, èçìåðåííîé â òàêèõ óãëîâûõ åäè-
íèöàõ.

3. ÐÅÇÎÍÀÍÑÍÛÅ ÊÐÈÂÛÅ
ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

ÌÀßÒÍÈÊÀ

Óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ ìàÿòíèêà ïðîèñõîäÿò ñ ìàëîé àìïëè-
òóäîé, åñëè âíåøíèé ìîìåíò íåâåëèê
( 1<<θ ) è åãî ÷àñòîòà ω  äîñòàòî÷íî äàëå-
êà îò ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû 0ω . Â òàêèõ
ñëó÷àÿõ âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè 1)( <<tϕ
è ìîæíî ïîëîæèòü ϕϕ ≈sin  � âîçâðàùà-
þùèé ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè ïðàêòè÷åñêè
ïðîïîðöèîíàëåí óãëó îòêëîíåíèÿ. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé óðàâíå-
íèå (1) ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì: èñêîìàÿ
ôóíêöèÿ )(tϕ  è åå ïðîèçâîäíûå âõîäÿò â
íåãî â ïåðâîé ñòåïåíè. Îïèñûâàåìàÿ òà-
êèì óðàâíåíèåì ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà-
çûâàåòñÿ ëèíåéíûì îñöèëëÿòîðîì. Óñòàíî-
âèâøååñÿ äâèæåíèå ëèíåéíîãî îñöèëëÿ-
òîðà ïîä äåéñòâèåì ñèíóñîèäàëüíîé âíåø-
íåé ñèëû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñ-
êîå êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé âíåøíåãî âîç-
äåéñòâèÿ è àìïëèòóäîé, ðåçîíàíñíûì îá-
ðàçîì çàâèñÿùåé îò ÷àñòîòû ýòîãî âîçäåé-
ñòâèÿ (ñì., íàïðèìåð [1]). Ïîýòîìó ïðè

10 <<θ  è íå ñëèøêîì ñëàáîì òðåíèè ðå-
àêöèÿ ìàÿòíèêà íà ñèíóñîèäàëüíîå âîç-
äåéñòâèå äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò-
ñÿ ðåçîíàíñíîé êðèâîé ëèíåéíîãî îñöèë-
ëÿòîðà. Ïðè íåèçìåííîé àìïëèòóäå âíåø-
íåé ñèëû îòêëèê îñöèëëÿòîðà ìàêñèìà-
ëåí, åñëè åå ÷àñòîòà ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåí-
íîé ÷àñòîòîé îñöèëëÿòîðà.

Êîãäà æå àìïëèòóäà âíåøíåãî ìîìåí-
òà íå ìàëà è/èëè òðåíèå äîñòàòî÷íî ñëà-
áîå, ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ ìàÿòíèêà èçãè-

Ðèñ.1. Ïðèáëèæåííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçîíàíñíûå êðèâûå äëÿ ìàÿòíèêà ïðè ïîñòîÿííîé
óãëîâîé àìïëèòóäå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ 0θ = 12,5° è ïðè ïîñòîÿííîé äîáðîòíîñòè Q = 10
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áàåòñÿ â ñòîðîíó ìåíüøèõ ÷àñòîò, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñ. 1.

Ïðèáëèæåííóþ òåîðåòè÷åñêóþ ðåçî-
íàíñíóþ êðèâóþ äëÿ ìàÿòíèêà ìîæíî ïî-
ëó÷èòü íà îñíîâå ñëåäóþùåãî ýâðèñòè÷åñ-
êîãî ïîäõîäà [2]: áåðåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ
ðåçîíàíñíîé êðèâîé ëèíåéíîãî îñöèëëÿ-
òîðà, è â íåãî â êà÷åñòâå 0ω  ïîäñòàâëÿåò-
ñÿ çàâèñÿùàÿ îò àìïëèòóäû 

mϕ  ÷àñòîòà ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà )( mres ϕω . Â
òàêîì ïîäõîäå ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî âûíóæ-
äåííûå êîëåáàíèÿ áîëüøîé àìïëèòóäû ïî-
ïðåæíåìó, êàê è äëÿ ìàëûõ àìïëèòóä, îñ-
òàþòñÿ ïî÷òè ãàðìîíè÷åñêèìè (ñèíóñîè-
äàëüíûìè), íî èõ ÷àñòîòà, â îòëè÷èå îò
èçîõðîííîãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà,
óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì àìïëèòóäû. Äëÿ çà-
âèñèìîñòè ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèé ìàÿòíèêà îò àìïëèòóäû )( mres ϕω  ìîæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì ïðèáëèæåí-
íûì âûðàæåíèåì )161( 2

0res mϕωω −≈  (ñì.,
íàïðèìåð [3]). Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ «ñêå-
ëåòíàÿ» êðèâàÿ, ïîêàçàííàÿ òîíêîé øòðè-
õîâîé ëèíèåé íà ðèñ. 1. Ïèê ðåçîíàíñ-
íîé êðèâîé ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó íèçêèõ
÷àñòîò è ïðèíèìàåò âèä, õàðàêòåðíûé äëÿ
íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ òàê íàçûâàåìîé «ìÿã-
êîé» âîçâðàùàþùåé ñèëîé. Êîãäà àìïëè-
òóäà âíåøíåãî ìîìåíòà ïðåâûøàåò íåêî-
òîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå (ïðè äàííîé
äîáðîòíîñòè Q), ëåâûé ñêëîí ðåçîíàíñ-
íîãî ïèêà ñòàíîâèòñÿ «íàâèñàþùèì». Ýòî
çíà÷èò, ÷òî â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå ÷à-
ñòîò èìååòñÿ òðè ðåøåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû
óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé. Êàê ìû óâè-
äèì íèæå, òàêîé ïåðåãèá ðåçîíàíñíîé
êðèâîé âåäåò ê áèñòàáèëüíîñòè, òî åñòü ê
ñóùåñòâîâàíèþ äâóõ ðåæèìîâ óñòàíîâèâ-
øèõñÿ êîëåáàíèé ñ ðàçíûìè àìïëèòóäà-
ìè ïðè îäíîé è òîé æå ÷àñòîòå è àìïëèòó-
äå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (òðåòüå, ïðîìå-
æóòî÷íîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâó-
åò íåóñòîé÷èâîìó ðåæèìó).

Òðàäèöèîííûé ñïîñîá èçó÷åíèÿ ðåçî-
íàíñíûõ ÿâëåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ìåäëåí-
íîì èçìåíåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåé-
ñòâèÿ (êàê ãîâîðÿò, «ñêàíèðîâàíèè» ÷àñ-
òîòû) áåç ïðåðûâàíèÿ ïðîöåññà âûíóæ-
äåííûõ êîëåáàíèé. Ïðè ýòîì àìïëèòóäà
âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ïîääåðæèâàåòñÿ

íåèçìåííîé, â òî âðåìÿ êàê ÷àñòîòà ïðî-
õîäèò ÷åðåç ïèê ðåçîíàíñíîé êðèâîé ñ
îäíîãî åãî ñêëîíà íà äðóãîé. Â îòëè÷èå
îò ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, äëÿ êîòîðîãî
êàæäîìó çíà÷åíèþ ÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ àìïëèòóäà,
ìàÿòíèê äåìîíñòðèðóåò ãèñòåðåçèñíîå ïî-
âåäåíèå: êîãäà ïðè ñêàíèðîâàíèè ÷àñòîòà
ïðîõîäèò ÷åðåç îáëàñòü ñîñóùåñòâîâàíèÿ
íåñêîëüêèõ ðåæèìîâ, àìïëèòóäà óñòàíî-
âèâøèõñÿ êîëåáàíèé èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êî-
îáðàçíî, ïðè÷åì ýòè ñêà÷êè («ñðûâû»
àìïëèòóäû) ïðîèñõîäÿò ïðè ðàçíûõ çíà-
÷åíèÿõ ÷àñòîòû â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâ-
ëåíèÿ ñêàíèðîâàíèÿ.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ðåçîíàíñíàÿ êðè-
âàÿ ìàÿòíèêà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ìî-
äåëèðîâàíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå íà÷èíàåòñÿ
ñî ñòîðîíû íèçêèõ ÷àñòîò âíåøíåãî âîç-
äåéñòâèÿ ïðè òàê íàçûâàåìûõ íóëåâûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ � ìàÿòíèê ïîêîèòñÿ â
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. ×åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ìàëîé
àìïëèòóäû, ïðîèñõîäÿùèå ïðàêòè÷åñêè â
îäèíàêîâîé ôàçå ñ ñèíóñîèäàëüíûì âíå-
øíèì ìîìåíòîì. Çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ ìåä-
ëåííîå ñêàíèðîâàíèå ïî ñëåäóþùåìó àë-
ãîðèòìó: ÷àñòîòà óâåëè÷èâàåòñÿ ñêà÷êîì
íà ìàëóþ âåëè÷èíó, è ïðîãðàììà æäåò,
ïîêà íå çàêîí÷èòñÿ ïåðåõîäíûé ïðîöåññ
è íå óñòàíîâÿòñÿ êîëåáàíèÿ íåèçìåííîé

Ðèñ. 2. Ãèñòåðåçèñíîå ïîâåäåíèå àìïëèòóäû
óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà ïðè ìåäëåííîì ñêàíèðîâàíèè

÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñëåâà íàïðàâî
è çàòåì ñïðàâà íàëåâî ( 0θ = 12,5°, Q = 10)
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àìïëèòóäû. Òîëüêî ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ
àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñîîò-
âåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû è ôàçû
ðåãèñòðèðóþòñÿ, è ïðîèçâîäèòñÿ î÷åðåä-
íîå ìàëîå óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû âíåøíåãî
ìîìåíòà. Ñíà÷àëà àìïëèòóäà âåäåò ñåáÿ â
ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåòè÷åñêèìè
ïðåäñêàçàíèÿìè: óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáà-
íèÿ ìàÿòíèêà ïðîèñõîäÿò â ôàçå ñ èçìå-
íåíèÿìè âûíóæäàþùåé ñèëû, à èõ àìïëè-
òóäà ïîñòåïåííî ðàñòåò, ïîêà ÷àñòîòà ïðè-
áëèæàåòñÿ ê òî÷êå A, â êîòîðîé êàñàòåëü-
íàÿ ê òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé ñòàíîâèòñÿ
âåðòèêàëüíîé. Çäåñü ðåæèì âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è ïðîèñ-
õîäèò ðåçêèé ñêà÷îê â òî÷êó B, ëåæàùóþ
íà ïðàâîì ñêëîíå ðåçîíàíñíîãî ïèêà.

«Ñêà÷êîîáðàçíûé» ïåðåõîäíûé ïðî-
öåññ èç A â B («ñðûâ» àìïëèòóäû) ôàêòè-
÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà äëèòåëü-
íûå çàòóõàþùèå áèåíèÿ, ïðè êîòîðûõ
àìïëèòóäà ïîî÷åðåäíî âîçðàñòàåò è óáû-
âàåò, ïîêà íå óñòàíîâèòñÿ åå çíà÷åíèå,
äîñòàòî÷íî òî÷íî ñîâïàäàþùåå ñ òåîðåòè-
÷åñêèì, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîé ÷àñòîòå
íà ïðàâîì ñêëîíå ðåçîíàíñíîé êðèâîé.
Ïîñëå òàêîãî ñêà÷êà àìïëèòóäà è ôàçà âå-
äóò ñåáÿ ñíîâà â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ïðåä-
ñêàçàíèÿìè òåîðèè: ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå
÷àñòîòû àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëå-
áàíèé ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ, à ìàÿòíèê
ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ïî÷òè â ïðîòèâîôà-
çå ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèÿì âíåøíåé

ñèëû. Ðèñóíîê íà òðåòüåé ñòðàíèöå îá-
ëîæêè æóðíàëà äàåò ïðåäñòàâëåíèå î òîì,
êàê ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà äåìîíñòðè-
ðóåò ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà ïðè ñêàíèðîâà-
íèè ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Ïîñëå îáðàùåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñêàíè-
ðîâàíèÿ ÷àñòîòû îòêëèê ìàÿòíèêà íà îá-
ðàòíîì ïóòè ñëåäóåò òîé æå ñàìîé òåîðå-
òè÷åñêîé êðèâîé âïëîòü äî òî÷êè B. Íî
òåïåðü âìåñòî ñêà÷êà âíèç àìïëèòóäà ïðî-
äîëæàåò ðàñòè âäîëü ïðàâîãî ñêëîíà òåî-
ðåòè÷åñêîãî ðåçîíàíñíîãî ïèêà è ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ òî÷êè B, òî åñòü ïðîïàäàåò
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âíåøíèì
âîçäåéñòâèåì è ðåàêöèåé ìàÿòíèêà íà
íåãî. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ïðèìåð òàêîé áè-
ñòàáèëüíîñòè. Ïðè ñêàíèðîâàíèè ÷àñòî-
òû ñëåâà íàïðàâî óñòàíîâèâøèåñÿ êîëå-
áàíèÿ â òî÷êå 1 èìåþò ïî÷òè ñèíóñîè-
äàëüíóþ ôîðìó (êðèâûå )(1 tϕ  è )(1 tϕ&  íà
ðèñ. 3) è ïðîèñõîäÿò â îäèíàêîâîé ôàçå
ñ âíåøíèì ìîìåíòîì N (t), íî íà îáðàò-
íîì ïóòè â òî÷êå 2, ïðè òîé æå ñàìîé
÷àñòîòå è àìïëèòóäå âíåøíåãî ìîìåíòà,
÷òî è â òî÷êå 1, àìïëèòóäà êîëåáàíèé ãî-
ðàçäî áîëüøå, è îíè îòñòàþò îò N (t) ïî
ôàçå áîëåå ÷åì íà ÷åòâåðòü ïåðèîäà. Ýòè
êîëåáàíèÿ ïî ôîðìå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò
ãàðìîíè÷åñêèõ: ãðàôèê )(2 tϕ&  èìååò ïèëî-
îáðàçíóþ ôîðìó, à ãðàôèê )(2 tϕ , õîòÿ è
íàïîìèíàåò ñèíóñîèäó, â äåéñòâèòåëüíîñ-
òè îáðàçîâàí ÷åðåäóþùèìèñÿ ñåãìåíòàìè
ïî÷òè ïàðàáîëè÷åñêîé ôîðìû.

Óñòàíîâèâøèìñÿ ïå-
ðèîäè÷åñêèì êîëåáàíè-
ÿì ñîîòâåòñòâóåò çàìê-
íóòàÿ òðàåêòîðèÿ íà ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè ),( ϕϕ & ,
íàçûâàåìàÿ ïðåäåëüíûì
öèêëîì. Òî÷êè ôàçî-
âîé òðàåêòîðèè, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèþ
ìàÿòíèêà â íà÷àëå êàæ-
äîãî öèêëà âîçáóæäå-
íèÿ,  íàçûâàþòñÿ ñå÷å-
íèÿìè Ïóàíêàðå. Åñëè
ïåðèîä óñòàíîâèâøèõñÿ
êîëåáàíèé ðàâåí îäíî-
ìó öèêëó âíåøíåãî âîç-

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè
äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû (30°)
è áîëüøîé àìïëèòóäû (125°) ïðè îäíèõ è òåõ æå ïàðàìåòðàõ ìàÿòíèêà

è âíåøíåãî ìîìåíòà ( 075,0 ωω = , 0θ = 12,5°, Q = 10).
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ óêàçàíû äëÿ êîëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû.

Ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì 1 è 2 íà ðèñ. 2
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áóæäåíèÿ, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàìûêàåòñÿ
ïîñëå êàæäîãî âèòêà, è âñå ñå÷åíèÿ Ïóàí-
êàðå â òî÷íîñòè ëîæàòñÿ äðóã íà äðóãà, òî
åñòü ñëèâàþòñÿ â îäíó òî÷êó íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè.

Ïðåäåëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
àòòðàêòîð äàííîãî ðåæèìà � ê íåìó ñòÿ-
ãèâàþòñÿ ðàçíûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè.
Îáëàñòü íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé íà ïëîñêî-
ñòè ),( ϕϕ & , ïðèâîäÿùèõ ê îïðåäåëåííîìó
ðåæèìó, íàçûâàåòñÿ áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî àòòðàêòîðà. Âñå ôàçîâûå
òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â ëþáîé òî÷êå
áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ íåêîòîðîãî ïåðèî-
äè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, àñèìïòîòè÷åñêè ïðè-
áëèæàþòñÿ ê ýòîé çàìêíóòîé êðèâîé.

Êàæäûé èç óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ
1 è 2 õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì áàñ-
ñåéíîì ïðèòÿæåíèÿ. Êîëåáàíèÿ áîëüøîé
àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå 2 íà
ðèñ. 2, ìîæíî ïîëó÷èòü íå òîëüêî â ðå-
çóëüòàòå ñêàíèðîâàíèÿ ÷àñòîòû ñïðàâà íà-
ëåâî, êàê îïèñàíî âûøå, íî òàêæå è âû-
áîðîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé )0(ϕ  è )0(ϕ&  â
ïðåäåëàõ áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ äàííîãî
ðåæèìà. Ëåãêî ïîíÿòü (è ïðîâåðèòü ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî), ÷òî ó ðåæèìà 2 áîëüøèõ
êîëåáàíèé áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ãîðàçäî
ìåíüøå, ÷åì ó ðåæèìà 1 êîëåáàíèé ìàëîé
àìïëèòóäû.

3.1. ÐÅÇÎÍÀÍÑ Â ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ
È «ÐÅÆÈÌ ÇÂÎÍÀÐß»

Ïî ìåðå îáðàòíîãî ñêàíèðîâàíèÿ â ñòî-
ðîíó íèçêèõ ÷àñòîò, êàê âèäíî èç ðèñ. 2,
àìïëèòóäà âîçðàñòàåò ïî÷òè âäîëü ñêåëåò-
íîé êðèâîé è ìîæåò äîñ-
òè÷ü çíà÷åíèé,  çíà÷èòåëü-
íî ïðåâûøàþùèõ òåîðå-
òè÷åñêèé ìàêñèìóì (ñì.
ðèñ. 1). Â ñëó÷àå ñëàáîãî
òðåíèÿ àìïëèòóäà óñòàíî-
âèâøèõñÿ êîëåáàíèé íà
íèçêîé ÷àñòîòå ìîæåò
ñòàòü î÷åíü áîëüøîé (ïðè-
áëèæàþùåéñÿ ê 180°) ïðè
óìåðåííûõ è äàæå ìàëûõ
àìïëèòóäàõ âûíóæäàþùå-
ãî âíåøíåãî ìîìåíòà.

Ãðàôèêè íà ðèñ. 4 äàþò ïðèìåð òàêèõ êî-
ëåáàíèé íåîáû÷àéíî áîëüøîãî ðàçìàõà.
Àìåðèêàíñêèé ôèçèê Ïåòåðñ [4] äàë èì
îáðàçíîå íàçâàíèå «ðåæèì çâîíàðÿ â êî-
ëîêîë»: ìàÿòíèê ñðàâíèòåëüíî áûñòðî ïðî-
õîäèò ÷åðåç íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ, íî íàäîëãî «çàñòðåâàåò» âáëèçè ìàê-
ñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé â îêðåñòíîñòè âåð-
õíåãî (ïåðåâåðíóòîãî) ïîëîæåíèÿ íåóñ-
òîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (âáëèçè ñåäëîâûõ
òî÷åê â ôàçîâîé ïëîñêîñòè).

Ýòè âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ áîëüøîé
àìïëèòóäû äàþò ïðèìåð ðåçîíàíñà â íå-
ëèíåéíîé ñèñòåìå: èõ ïåðèîä T (ðàâíûé
ïåðèîäó âûíóæäàþùåé ñèëû ωπ2 ) î÷åíü
áëèçîê ê ïåðèîäó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
òîé æå àìïëèòóäû. Ïðè áîëüøèõ àìïëè-
òóäàõ ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìî-
æåò ñîñòàâëÿòü íåñêîëüêî ïåðèîäîâ T0 ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû
T0 = ωπ2 ). Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â
óñëîâèÿõ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà î÷åíü ïî-
õîæè íà ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñòîëü æå
áîëüøîé àìïëèòóäû. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü
ýòî ñõîäñòâî, íà ðèñ. 4 ïîêàçàí òàêæå ãðà-
ôèê óãëîâîé ñêîðîñòè )(nat tϕ&  äëÿ ñîá-
ñòâåííûõ ( 00 =θ ) íåçàòóõàþùèõ êîëåáà-
íèé òàêîé æå àìïëèòóäû (îêîëî 168°).

Îòìå÷åííûì ñõîäñòâîì «ðåæèìà çâî-
íàðÿ» ñ ñîáñòâåííûìè íåçàòóõàþùèìè êî-
ëåáàíèÿìè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òå-
îðåòè÷åñêîé îöåíêè àìïëèòóäû óñòàíîâèâ-
øèõñÿ ðåçîíàíñíûõ âûíóæäåííûõ êîëå-
áàíèé ïðè çàäàííîé ÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû.
Â ñòàòüå [5] ïîêàçàíî, ÷òî ïåðèîä íåñèíó-
ñîèäàëüíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìà-

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè )(tϕ  è )(tϕ&  äëÿ «ðåæèìà çâîíàðÿ».
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåí òàêæå ãðàôèê )(nat tϕ&

äëÿ ñîáñòâåííûõ ( 00 =θ ) êîëåáàíèé òàêîé æå àìïëèòóäû
(îêîëî 168°) â îòñóòñòâèå òðåíèÿ
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ÿòíèêà ñ àìïëèòóäîé 
mϕ  ïðèáëèæàþùåé-

ñÿ ê 180° çàâèñèò îò àìïëèòóäû ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

m

TT
ϕππ −

= 8
ln

2
0 ,  îòêóäà

)
2

exp(8
0

m ω
ωππϕ −−= . (2)

Â ìîäåëèðîâàíèè, ïðåäñòàâëåííîì íà
ðèñ. 4 âûíóæäàþùàÿ ÷àñòîòà 0442,0 ωω = .
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â óðàâíåíèå (2),
íàõîäèì àìïëèòóäó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé:  

mϕ  = 167°. Ýòà òå-
îðåòè÷åñêàÿ îöåíêà î÷åíü áëèçêà ê àìï-
ëèòóäå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé «ðåæèìà
çâîíàðÿ» ( ≈mϕ  168°),  íàáëþäàåìûõ â ìî-
äåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå ïðè âûíóæäà-
þùåé ÷àñòîòå 0442,0 ωω = .

Ïðèðîäà ðàññìàòðèâàåìîãî íåîáû÷íî-
ãî ðåæèìà îáúÿñíÿåòñÿ ÿâëåíèåì òàê íà-
çûâàåìîãî «ôàçîâîãî çàõâàòà»: êîãäà ïå-
ðèîä âûíóæäàþùåé ñèëû ïî÷òè ðàâåí ïå-
ðèîäó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé áîëüøîé
àìïëèòóäû, ïðè îïðåäåëåííûõ ôàçîâûõ
ñîîòíîøåíèÿõ ìîæåò ïðîèçîéòè ïîëíàÿ
ñèíõðîíèçàöèÿ ìåæäó ñîáñòâåííûìè êî-
ëåáàíèÿìè è âíåøíåé ñèëîé. Áëàãîäàðÿ
òàêîìó «çàõâàòó» ìàëûé âíåøíèé ìîìåíò
N (t) íà ïðîòÿæåíèè ïî÷òè âñåãî ïåðèîäà
ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ ìàÿòíèêà )(tϕ& (ñì. ðèñ. 4) è ïîòî-
ìó ñîîáùàåò ìàÿòíèêó ýíåðãèþ, íåîáõî-
äèìóþ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òðåíèÿ è ïîääåð-
æàíèÿ íåèçìåííîãî ðàçìàõà áîëüøèõ íå-

ñèíóñîèäàëüíûõ (ïðàêòè÷åñêè ñîáñòâåí-
íûõ) êîëåáàíèé.

Ìîæíî ïðåäëîæèòü àëüòåðíàòèâíîå
ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå «ðåæèìà çâîíà-
ðÿ», ðàññìàòðèâàÿ äâèæåíèå ÷àñòèöû â
ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöè-
àëüíîì ðåëüåôå, îïèñûâàþùåì çàâèñèìîñòü
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà U(t) îò
óãëà îòêëîíåíèÿ (êðèâàÿ 1 íà ðèñ. 5). Ñîá-
ñòâåííûì êîëåáàíèÿì áîëüøîãî ðàçìàõà
ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ÷à-
ñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ìåæäó äâóìÿ
ñîñåäíèìè áàðüåðàìè. Äåéñòâèå íà ìàÿò-
íèê ïåðèîäè÷åñêîãî âíåøíåãî ìîìåíòà
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðèîäè÷åñêîå
«ïîêà÷èâàíèå» ïîòåíöèàëüíîãî ðåëüåôà
îêîëî íà÷àëà êîîðäèíàò: ëåâûé áåðåã ÿìû,
â êîòîðîé «çàïåðòà» ÷àñòèöà, ñëåãêà ïîä-
íèìàåòñÿ, à ïðàâûé îïóñêàåòñÿ, êîãäà âíå-
øíèé ìîìåíò ñòðåìèòñÿ ïîâåðíóòü ìàÿò-
íèê âïðàâî, è âñå íàîáîðîò ñïóñòÿ ïîëî-
âèíó ïåðèîäà. Êðèâûå 2 è 3 èçîáðàæàþò
ïîòåíöèàëüíûé ðåëüåô ïðè ìàêñèìàëüíûõ
ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíè-
ÿõ âíåøíåãî ìîìåíòà ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ÷àñòèöà â ïîòåí-
öèàëüíîé ÿìå ïðè äâèæåíèè ñëåâà íàïðà-
âî ìåäëåííî âçáèðàåòñÿ íà ïîëîãóþ âåð-
øèíó ïðàâîãî áàðüåðà è ïîâîðà÷èâàåò
íàçàä ïðèáëèçèòåëüíî â òîò ìîìåíò âðå-
ìåíè, êîãäà ðåëüåô ãîðèçîíòàëåí (íóëå-
âîé âíåøíèé ìîìåíò, êðèâàÿ 1), çàòåì
ïðîõîäèò äíî ïîòåíöèàëüíîé ÿìû â òîò
ìîìåíò, êîãäà ïðàâûé áàðüåð äîñòèãàåò
ñâîåé ìàêñèìàëüíîé âûñîòû (êðèâàÿ 3).
Ïðîäîëæèòåëüíîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
òóäà-îáðàòíî â òàêîé íåïàðàáîëè÷åñêîé
ÿìå çàâèñèò îò àìïëèòóäû, è åñëè ýòà äëè-
òåëüíîñòü ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì «ïîêà÷è-
âàíèÿ» ïîòåíöèàëüíîãî ðåëüåôà, ìîæåò
ïðîèçîéòè «ôàçîâûé çàõâàò», ñîïðîâîæ-
äàþùèéñÿ óñòàíîâëåíèåì ïåðèîäè÷åñêî-
ãî ðåæèìà äâèæåíèÿ. Ýíåðãèÿ, íåîáõîäè-
ìàÿ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òðåíèÿ, ïîñòàâëÿåò-
ñÿ èñòî÷íèêîì, êîòîðûé «ïîêà÷èâàåò»
ïîòåíöèàëüíûé ðåëüåô, òî åñòü ïåðèîäè-
÷åñêèì âíåøíèì ìîìåíòîì.

Â ñïåêòðå áîëüøèõ êîëåáàíèé «ðåæè-
ìà çâîíàðÿ», ïîìèìî ôóíäàìåíòàëüíîé
ãàðìîíèêè, ïåðèîä êîòîðîé ðàâåí ïåðèî-
äó âíåøíåãî ìîìåíòà, ñîäåðæàòñÿ òàêæå

Ðèñ. 5. Ãðàôèêè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ìàÿòíèêà U(t) â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìîìåíòà
(êðèâàÿ 1) è ïðè ìàêñèìàëüíûõ ïîëîæèòåëüíîì
è îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèÿõ âíåøíåãî ìîìåíòà

(êðèâûå 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî)
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ãàðìîíèêè âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Èõ ÷àñòîòû
ðàâíû íå÷åòíûì êðàòíûì ôóíäàìåíòàëü-
íîé ÷àñòîòû. Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû ãðàôèêè
óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  è åå ãàðìîíèê.

«Påæèì çâîíàðÿ» ìîæíî âîçáóäèòü ñ
ñàìîãî íà÷àëà ìîäåëèðîâàíèÿ ïðàâèëüíûì
âûáîðîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Îäíàêî äëÿ
ïîñòîÿííîãî ïîääåðæàíèÿ òàêèõ êîëåáà-
íèé áîëüøîãî ðàçìàõà äîëæíû áûòü î÷åíü
òî÷íî âûäåðæàíû ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó âíåøíèì ìîìåíòîì è êîëåáàíèÿìè
ìàÿòíèêà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî áàññåéí ïðèòÿ-
æåíèÿ äëÿ «ðåæèìà çâîíàðÿ» íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé èìååò
î÷åíü ìàëûå ðàçìåðû. Ïîýòîìó â ìîäåëè-
ðóþùåì ýêñïåðèìåíòå íàìíîãî ïðîùå âîç-
áóäèòü òàêèå êîëåáàíèÿ íå âûáîðîì íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé, à ïóòåì ñêàíèðîâàíèÿ
÷àñòîòû ñïðàâà íàëåâî, êàê îïèñàíî âûøå.

3.2. ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÈ ÍÀÐÓØÅÍÈß ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ
È ÓÄÂÎÅÍÈß ÏÅÐÈÎÄÀ

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ÷àñòîòû
âîçáóæäåíèÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàÿò-
íèêà ðàñòåò, è íà÷èíàþò ïðîÿâëÿòüñÿ âñå
áîëåå çàìåòíûå ðàñõîæäåíèÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ è ïðåäñêàçàíèé ïðè-
áëèæåííîé òåîðèè. Èíòåðåñíûå îñîáåííî-
ñòè â ïîâåäåíèè ìàÿòíèêà îáíàðóæèâàþò-
ñÿ, êîãäà àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëå-
áàíèé ïðèáëèæàåòñÿ ê 180°. Êàê è äîëæ-
íî áûòü âáëèçè ðåçîíàíñà, êîëåáàíèÿ ìà-
ÿòíèêà îòñòàþò çäåñü ïî ôàçå îò âíåøíåãî
ìîìåíòà ïðèìåðíî íà ÷åòâåðòü ïåðèîäà.
Ïåðâàÿ èç òàêèõ îñîáåííîñòåé áèôóðêà-
öèÿ íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè (òî÷êà Ñ íà ðèñ.
2): â óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ìàÿòíèê
îòêëîíÿåòñÿ â îäíó ñòîðîíó íà áîëüøèé
óãîë, ÷åì â ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ, íàïðèìåð, íà
173° ïðîòèâ 165°. Ýòà
ïðîñòðàíñòâåííàÿ àñèì-
ìåòðèÿ êîëåáàíèé íàðà-
ñòàåò ïî ìåðå ïðîäâè-
æåíèÿ ê ìåíüøèì ÷àñ-
òîòàì. Â ñïåêòðå òàêèõ
êîëåáàíèé íàðÿäó ñ ãàð-
ìîíèêàìè íå÷åòíûõ ïî-
ðÿäêîâ ïîÿâëÿþòñÿ ÷åò-
íûå ãàðìîíèêè íåáîëü-

øîé àìïëèòóäû, âêëþ÷àÿ ñîñòàâëÿþùóþ
íóëåâîãî ïîðÿäêà, õàðàêòåðèçóþùóþ ñìå-
ùåíèå ñðåäíåé òî÷êè êîëåáàíèé. Àñèì-
ìåòðè÷íûå ðåæèìû êîëåáàíèé ñóùåñòâó-
þò ïàðàìè, ôàçîâûå òðàåêòîðèè êîòîðûõ
(ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû) çåð-
êàëüíî ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó. Êàæäûé
ðåæèì èìååò ñâîé áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ
íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Íà ðèñ. 2 áèôóðêàöèÿ íàðóøåíèÿ ñèì-
ìåòðèè ïðîÿâëÿåòñÿ â «ðàçäâîåíèè» ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç
òî÷êó Ñ. Ïðè äàëüíåéøåì ñêàíèðîâàíèè,
êîãäà ÷àñòîòà âîçáóæäåíèÿ äîñòèãàåò îï-
ðåäåëåííîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ïðî-
èñõîäèò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà: ìàê-
ñèìàëüíîå îòêëîíåíèå â îäíó ñòîðîíó â
êàæäîì öèêëå ñëåãêà îòëè÷àåòñÿ îò ïðå-
äûäóùåãî, íî ïîñëå äâóõ öèêëîâ âîçáóæ-
äåíèÿ âîñïðîèçâîäèòñÿ òî÷íî, òàê ÷òî îä-
íîìó ïåðèîäó ìàÿòíèêà ñîîòâåòñòâóþò äâà
öèêëà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Óäâîåíèå
ïåðèîäà íàðóøàåò èñõîäíóþ ñèììåòðèþ
êîëåáàíèé ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãó âî âðå-
ìåíè: íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âíåøíÿÿ ñèëà
â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ñåáÿ â êàæäîì öèê-
ëå âîçáóæäåíèÿ, â ÷åðåäóþùèõñÿ öèêëàõ
ìàÿòíèê ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ íåñêîëüêî
ðàçëè÷àþùåãîñÿ ðàçìàõà. Ôàçîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ êîëåáàíèé óäâîåííîãî ïåðèîäà (ñì.
ðèñ. 7) çàìûêàåòñÿ ïîñëå äâóõ âèòêîâ, à
ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå îáðàçîâàíû äâóìÿ áëèç-
êèìè òî÷êàìè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ïî-
ñåùàåìûìè ïîî÷åðåäíî.

Åñëè íà ýòîì ýòàïå ýêñïåðèìåíòà
óìåíüøèòü øàã, ñ êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ
ñêàíèðîâàíèå ÷àñòîòû, òî ìîæíî íàáëþ-

Ðèñ. 6. Ãðàôèêè óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  è åå ãàðìîíèê

äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà â «ðåæèìå çâîíàðÿ»
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Ðèñ. 8. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèê )(tϕ  äëÿ ÷àñòè ïðîöåññà ïåðåõîäà
îò íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû

ê óñòàíîâèâøèìñÿ âûíóæäåííûì êîëåáàíèÿì ìàëîé àìïëèòóäû

äàòü öåëûé êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ
ïåðèîäà, çàâåðøàþùèéñÿ ïåðåõîäîì ê
õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ ìàÿòíèêà. Õàî-
òè÷íîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â êàæäîì
öèêëå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ìàêñèìàëü-
íîå îòêëîíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò íåêîòîðî-
ãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íà (ìàëóþ) ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó. Â îòëè÷èå îò ïåðèîäè÷åñ-
êèõ ðåæèìîâ, ôàçîâûå òðàåêòîðèè êîòî-
ðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòûå êðè-
âûå (ïðåäåëüíûå öèêëû), çäåñü äëÿ êàæäî-
ãî ïåðèîäà âîçáóæäåíèÿ ôàçîâàÿ òðàåêòî-
ðèÿ ïðîõîäèò áëèçêî ê òðàåêòîðèÿì ïðå-
äûäóùèõ öèêëîâ, íî íèêîãäà íå âîñïðîèç-
âîäèò ñàìó ñåáÿ. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ðå-
æèìà õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé çàïîëíÿåò íå-
êîòîðóþ îáëàñòü ôàçîâîé ïëîñêîñòè, íà-
çûâàåìóþ ñòðàííûì àòòðàêòîðîì, ïîòî-
ìó ÷òî ýòà îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôðàêòàë � ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò äðîá-
íîé ðàçìåðíîñòè.

Ðåæèì õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ
àìïëèòóäîé îêîëî 180° ñóùåñòâóåò
â î÷åíü óçêîì èíòåðâàëå ÷àñòîò âîç-
áóæäåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè ëþáîå ìà-
ëîå âîçìóùåíèå (â ÷àñòíîñòè, î÷å-
ðåäíîå óìåíüøåíèå ÷àñòîòû ïðè
ñêàíèðîâàíèè) âûçûâàåò «êðèçèñ»,
òî åñòü «ñðûâ» ìàÿòíèêà â íåñòàöè-
îíàðíûé ðåæèì ïåðåõîäà íà íèæ-
íþþ âåòâü ðåçîíàíñíîé êðèâîé. Òà-
êîé «ñðûâ» ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò
ïîëíóþ ïåðåñòðîéêó ðåæèìà óñòà-
íîâèâøåãîñÿ âûíóæäåííîãî äâèæå-
íèÿ ìàÿòíèêà (ñì. ðèñ. 8). Õàðàê-

òåð è äëèòåëüíîñòü íàáëþäàåìîãî âìîäå-
ëèðîâàíèè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà óñòàíîâ-
ëåíèÿ êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ íèæíåé âåòâè, çàâèñèò îò
ìíîãèõ ôàêòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, îò âåëè÷è-
íû øàãà ñêàíèðîâàíèÿ ÷àñòîòû.

Íà÷àëî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ìîæåò
èìåòü âèä ïåðåìåæàåìîñòè: ìàÿòíèê äî-
âîëüíî äîëãî ñîâåðøàåò õàîòè÷åñêèå àñèì-
ìåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ, ðàçìàõ êîòîðûõ,
ñêàæåì, â ëåâóþ ñòîðîíó â ñðåäíåì áîëü-
øå, ÷åì â ïðàâóþ, à çàòåì çà íåñêîëüêî
öèêëîâ êàðòèíà ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ � äëèòåëüíûå êîëåáàíèÿ ñ áîëü-
øèì ðàçìàõîì â ïðàâóþ ñòîðîíó. Òàêàÿ
íåðåãóëÿðíàÿ ñìåíà ðåæèìîâ ïðîèñõîäèò
íåñêîëüêî ðàç ïåðåä òåì, êàê ìàÿòíèê êðó-
òî ñðûâàåòñÿ â ðåæèì ìàëûõ êîëåáàíèé.
Èíîãäà òàêîìó «ñðûâó» ïðåäøåñòâóåò ïîë-
íûé ïåðåâîðîò. Ïðèâîäèìûé íà ðèñ. 8 ãðà-
ôèê ïîêàçûâàåò íåñêîëüêî ïîñëåäíèõ áîëü-

øèõ êîëåáàíèé ìà-
ÿòíèêà ïðåä ïåðåâî-
ðîòîì è «ñðûâîì»
â ðåæèì ìàëûõ êî-
ëåáàíèé. Ïðè äàëü-
íåéøåì óìåíüøå-
íèè ÷àñòîòû âíåø-
íåãî ìîìåíòà îò
òî÷êè D (ñì. ðèñ.
2) çíà÷åíèÿ àìïëè-
òóäû è ôàçû óñòà-
íîâèâøèõñÿ êîëå-
áàíèé îïÿòü õîðî-
øî ëîæàòñÿ íà òåî-
ðåòè÷åñêèå êðèâûå.

Ðèñ. 7. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå
äëÿ àñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé óäâîåííîãî ïåðèîäà
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ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ Â Ó×ÅÁÍÎÌ ÏÐÎÖÅÑÑÅ

4. ÑÓÁÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ
È ÑÓÏÅÐÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÅÇÎÍÀÍÑÛ

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ áîëüøîé àì-
ïëèòóäû, íàïîìèíàþùèå «ðåæèì çâîíà-
ðÿ», ìîãóò ïðîèñõîäèòü òàêæå ïðè ÷àñòî-
òå âûíóæäàþùåé ñèëû, ïðèìåðíî âòðîå
ïðåâûøàþùåé ÷àñòîòó ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé òàêîé æå áîëüøîé àìïëèòóäû. Ãðà-
ôèêè íà ðèñ. 9 îò÷åòëèâî ïîêàçûâàþò, ÷òî
÷àñòîòà òðåòüåé ãàðìîíèêè ýòèõ óñòàíîâèâ-
øèõñÿ êîëåáàíèé ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé
âíåøíåé ñèëû, â òî âðåìÿ êàê ÷àñòîòà ôóí-
äàìåíòàëüíîé ãàðìîíèêè âòðîå ìåíüøå.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëíûé öèêë êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà ïðîäîëæàåòñÿ â òå÷åíèå òðåõ ïå-
ðèîäîâ âîçáóæäåíèÿ. Ýòî ïðèìåð íåëèíåé-
íîãî ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà òðåòüåãî
ïîðÿäêà. Â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ñóáãàðìî-
íè÷åñêèå ðåçîíàíñû íåâîçìîæíû.

Êàê è â «ðåæèìå çâîíàðÿ» (ñì. ðèñ. 6),
ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì
ðåçîíàíñå î÷åíü íàïîìèíàåò ñîáñòâåííûå
êîëåáàíèÿ ñòîëü æå áîëüøîé àìïëèòóäû.
Ñèíóñîèäàëüíûé âíåøíèé ìîìåíò, ñèíõ-
ðîíèçèðîâàííûé ñ òðåòüåé ãàðìîíèêîé íå-
ãàðìîíè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé,
êîìïåíñèðóåò ïîòåðè ýíåðãèè èç-çà òðåíèÿ
è ïîääåðæèâàåò íåèçìåííûé ðàçìàõ êîëå-
áàíèé. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òàêàÿ ñèíõðî-
íèçàöèÿ («ôàçîâûé çàõâàò») ìîæåò ïðî-
èçîéòè òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò
t = 0 âêëþ÷åíèÿ âíåøíåé ñèëû ñîáñòâåí-
íûå êîëåáàíèÿ áîëüøîãî ðàçìàõà
óæå ïðîèñõîäÿò è èìåþò îïðåäå-
ëåííóþ ôàçó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðè çàäàííîé ÷àñòîòå âíåøíåãî
ìîìåíòà (ïðèìåðíî âòðîå ïðåâû-
øàþùåé ÷àñòîòó ñîáñòâåííûõ êî-
ëåáàíèé) ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçî-
íàíñ òðåòüåãî ïîðÿäêà âîçáóæäà-
åòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ âûáðàíû â ïðåäåëàõ áàñ-
ñåéíà ïðèòÿæåíèÿ äàííîãî ïðå-
äåëüíîãî öèêëà. Ïðè èíûõ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèÿõ ìàÿòíèê â êîíöå
êîíöîâ ïðèõîäèò â ðåæèì ïðîòè-
âîôàçíûõ êîëåáàíèé, ïåðèîä êî-
òîðûõ ðàâåí ïåðèîäó âíåøíåé
ñèëû. Ýòè êîëåáàíèÿ ìàëîé àìï-
ëèòóäû ñîîòâåòñòâóþò äàëåêîìó îò

ðåçîíàíñà âûñîêî÷àñòîòíîìó ñêëîíó ðå-
çîíàíñíîé êðèâîé.

Ïðè ìåäëåííîì óìåíüøåíèè ÷àñòîòû
âûíóæäàþùåé ñèëû â óñëîâèÿõ ñóáãàðìî-
íè÷åñêîãî ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà
ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ íàðóøåíèÿ ñèì-
ìåòðèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ìàÿòíèê îò-
êëîíÿåòñÿ â îäíó ñòîðîíó áîëüøå, ÷åì â
äðóãóþ. Òàêèå àñèììåòðè÷íûå ðåæèìû
ñóùåñòâóþò ïàðàìè, ôàçîâûå òðàåêòîðèè
êîòîðûõ çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íû äðóã äðó-
ãó. Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå ÷àñòîòû ïðè-
âîäèò ê êðèçèñó: ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíî-
ãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ìàÿòíèê ïðèõî-
äèò â îáû÷íûé ðåæèì ïî÷òè ïðîòèâîôàç-
íûõ êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âûñîêî÷àñòîòíîìó ñêëîíó
êðèâîé íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà.

Ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïÿ-
òîãî ïîðÿäêà (ñì. ðèñ. 10) îäèí öèêë êî-
ëåáàíèé ìàÿòíèêà, íàïîìèíàþùèõ ñîá-
ñòâåííûå êîëåáàíèÿ áîëüøîé àìïëèòóäû,
ïîêðûâàåò ïÿòü ïåðèîäîâ âîçáóæäàþùåé
ñèëû: âíåøíåå âîçäåéñòâèå ñèíõðîíèçè-
ðîâàíî çäåñü ñ ïÿòîé ãàðìîíèêîé íåñèíó-
ñîèäàëüíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìà-
ÿòíèêà. Áëàãîäàðÿ ôàçîâîìó çàõâàòó ýíåð-
ãèÿ, ïåðåäàâàåìàÿ ìàÿòíèêó, â ñðåäíåì
ïðåîáëàäàåò íàä ýíåðãèåé, âîçâðàùàåìîé
ìàÿòíèêîì èñòî÷íèêó âíåøíåãî âîçáóæ-
äåíèÿ. Ýòèì îáåñïå÷èâàåòñÿ êîìïåíñàöèÿ
ïîòåðü ýíåðãèè èç-çà òðåíèÿ è ïîääåðæè-
âàåòñÿ íåèçìåííûé ðàçìàõ êîëåáàíèé.
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ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå òðåòüåãî ïîðÿäêà
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Ïðè ïîñòåïåííîì óìåíüøåíèè ÷àñòî-
òû âîçáóæäåíèÿ  íåïîñðåäñòâåííî â ïðî-
öåññå êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóá-
ãàðìîíè÷åñêîìó ðåçîíàíñó ïÿòîãî ïîðÿä-
êà, ìîæíî íàáëþäàòü áèôóðêàöèè íàðó-
øåíèÿ ñèììåòðèè è óòðîåíèÿ ïåðèîäà, â
ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïåðèîä óñòàíîâèâøèõ-
ñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñòàíîâèòñÿ
ðàâíûì 15 öèêëàì âîçáóæäåíèÿ. Ñå÷åíèÿ
Ïóàíêàðå äëÿ òàêîãî ðåæèìà îáðàçóþò ïÿòü
ãðóïï ïî òðè áëèçêèõ òî÷êè â êàæäîé
ãðóïïå, ïîñåùàåìûå ïîî÷åðåäíî.

Ñóáãàðìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñû ìîæíî
íàáëþäàòü ïðè ñðàâíèòåëüíî âûñîêèõ ÷à-
ñòîòàõ âîçáóæäåíèÿ, â íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç
ïðåâûøàþùèõ ÷àñòîòó ñîáñòâåííûõ êî-
ëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû. Ñóïåðãàðìî-
íè÷åñêèå ðåçîíàíñû, íàïðîòèâ, ìîæíî âîç-
áóäèòü ïðè ñðàâíèòåëüíî íèçêèõ ÷àñòîòàõ
âíåøíåé ñèëû: äëÿ òàêèõ ðåçîíàíñîâ ñèí-
õðîíèçàöèÿ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ âîçáóæ-
äàþùåé ñèëîé (ôàçîâûé çàõâàò) ïðîèñõî-
äèò, êîãäà îäèí ïåðèîä âîçáóæäåíèÿ ðà-
âåí íå÷åòíîìó öåëîìó ÷èñëó ïåðèîäîâ ñîá-

ñòâåííûõ êîëåáàíèé.
Íà ðèñ. 11 äëÿ ñóïåð-
ãàðìîíè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà 3-ãî ïîðÿäêà ïî-
êàçàíû ôàçîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ (ñëåâà) è ãðà-
ôèêè âðåìåííóé çàâè-
ñèìîñòè óãëà îòêëîíå-
íèÿ ìàÿòíèêà )(tϕ  è
åãî ãàðìîíèê âìåñòå ñ
ãðàôèêîì âíåøíåãî
ìîìåíòà N (t). Â öå-

ëîì äâèæåíèå ìàÿòíèêà â óñëîâèÿõ ñóïåð-
ãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íàïîìèíàåò
ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ îêîëî ñðåäíåãî
ïîëîæåíèÿ, êîòîðîå ìåäëåííî ñìåùàåòñÿ
ïîî÷åðåäíî âïðàâî è âëåâî âñëåä çà èçìå-
íåíèÿìè âíåøíåãî ìîìåíòà. Ýòî îñîáåí-
íî õîðîøî âèäíî ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâè-
æåíèÿ ìàÿòíèêà íà êîìïüþòåðå. Ðèñ. 11
ÿñíî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ñóïåðãàðìî-
íè÷åñêîãî ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà óñ-
òàíàâëèâàåòñÿ âûíóæäåííîå íåñèíóñîèäàëü-
íîå êîëåáàíèå, ïîëíûé ïåðèîä êîòîðîãî
ðàâåí ïåðèîäó âîçáóæäåíèÿ, íî íà ïðîòÿ-
æåíèè ýòîãî ïåðèîäà ñîâåðøàþòñÿ òðè ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèÿ. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî â
ñïåêòðå ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé
òðåòüåãî ïîðÿäêà çíà÷èòåëåí âêëàä òðåòüåé
ãàðìîíèêè, ÷àñòîòà êîòîðîé áëèçêà ê ñîá-
ñòâåííîé ÷àñòîòå ìàÿòíèêà.

Âîçíèêíîâåíèå ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ
ðåçîíàíñîâ ìîæíî ïîÿñíèòü, îñíîâûâàÿñü
íà àíàëîãèè ìåæäó êîëåáàíèÿìè ìàÿòíèêà
è äâèæåíèåì ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå
(ñì. ðèñ. 5), êîòîðàÿ ìåäëåííî ïåðåìåùà-

Ðèñ. 10. Ãðàôèêè óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  è åå ãàðìîíèê

ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïÿòîãî ïîðÿäêà

Ðèñ. 11. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ )(tϕ  è åãî ãàðìîíèê

â óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå 3-ãî ïîðÿäêà,
âîçáóæäàåìîì ñèíóñîèäàëüíûì âíåøíèì ìîìåíòîì N (t)
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(quality 100.0,  driving freq. 2.65, driving ampl. 26.18, initial defl. 142.95 degr., init. ang. velocity −0.6272)
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åòñÿ âïðàâî-âëåâî («ïîêà÷èâàåòñÿ») áëàãî-
äàðÿ âíåøíåìó ìîìåíòó, ñèíóñîèäàëüíî èç-
ìåíÿþùåìóñÿ âî âðåìåíè ñî ñðàâíèòåëüíî
íèçêîé ÷àñòîòîé âîçáóæäåíèÿ ω . Ïåðèîä
äâèæåíèÿ ÷àñòèöû îò îäíîãî áåðåãà äî äðó-
ãîãî è îáðàòíî â íåïàðàáîëè÷åñêîé ÿìå çà-
âèñèò îò ðàçìàõà ýòèõ êîëåáàíèé (âîçðàñ-
òàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìàõà). Ïðè îïðåäå-
ëåííîé àìïëèòóäå ÷àñòèöà ñîâåðøàåò öåëîå
÷èñëî êîëåáàíèé â ÿìå íà ïðîòÿæåíèè îä-
íîãî öèêëà äâèæåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû.
Â òàêèõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî óñòàíîâëåíèå
ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ñ ïîëíîé ñèíõðî-
íèçàöèåé âûíóæäåííîãî ïåðèîäè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû è ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû â ÿìå. Áëàãîäàðÿ
ýòîé ñèíõðîíèçàöèè âíåøíèé ìîìåíò ïî-
ñòîÿííî «ïîäïèòûâàåò» ìàÿòíèê ýíåðãèåé,
êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ êîìïåíñàöèè ïî-
òåðü íà òðåíèå, òî åñòü äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ
çàòóõàíèÿ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé â ìåäëåííî äâèæóùåéñÿ
òóäà-îáðàòíî ïîòåíöèàëüíîé ÿìå.

Ñóïåðãàðìîíè÷åñêèå
ðåçîíàíñû òàêæå ñîïðî-
âîæäàþòñÿ áèôóðêàöèÿ-
ìè íàðóøåíèÿ ñèììåò-
ðèè è õàîòè÷åñêèìè ðå-
æèìàìè. Ïðèìåðû ñòðàí-
íûõ àòòðàêòîðîâ, ñóùå-
ñòâóþùèõ âáëèçè ñóïåð-
ãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàí-
ñîâ òðåòüåãî è ïÿòîãî ïî-
ðÿäêîâ, ïîêàçàíû íà ðèñ.
12 à è 12 b ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå íà
ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ ñî-
îòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì
ìàÿòíèêà â íà÷àëå êàæ-
äîãî öèêëà âîçáóæäåíèÿ.

Ðåæèìû õàîòè÷åñêèõ
êîëåáàíèé è õàðàêòåðè-
çóþùèå èõ ñòðàííûå àòò-
ðàêòîðû èìåþò ñâîè áàñ-
ñåéíû ïðèòÿæåíèÿ íà ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè ),( ϕϕ & .
Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

),( ϕϕ &  âûáðàíû çà ïðå-
äåëàìè ýòèõ áàññåéíîâ,
ìàÿòíèê ïîñëå ïåðåõîä-

íîãî ïðîöåññà ïðèõîäèò â ðåæèì ïåðèî-
äè÷åñêèõ àíãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ
ïåðèîäîì âíåøíåé ñèëû. Ôàçîâûå äèàã-
ðàììû (ïðåäåëüíûå öèêëû) ïåðèîäè÷åñ-
êèõ êîëåáàíèé, ñóùåñòâóþùèõ ïðè òåõ æå
ïàðàìåòðàõ ìàÿòíèêà è âíåøíåé ñèëû, ÷òî
è õàîòè÷åñêèå ðåæèìû âáëèçè ñóïåðãàð-
ìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ïÿòî-
ãî ïîðÿäêîâ, ïîêàçàíû â íèæíåé ÷àñòè ðèñ.
12. Ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå íà ôàçîâûõ òðàåê-
òîðèÿõ â íà÷àëå êàæäîãî öèêëà âîçáóæäå-
íèÿ ëîæàòñÿ â îäíó è òó æå òî÷êó ôàçîâîé
ïëîñêîñòè, òàê êàê â ýòèõ ðåæèìàõ ñîñòî-
ÿíèå ìàÿòíèêà âîñïðîèçâîäèòñÿ ïîñëå
êàæäîãî ïåðèîäà âûíóæäàþùåé ñèëû.

Íàáëþäåíèå çà êîëåáàíèÿìè ìàÿòíè-
êà â óñëîâèÿõ ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ ðåçî-
íàíñîâ ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðóþùåé ïðî-
ãðàììû ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü èíòóèòèâ-
íîå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê â íåëèíåé-
íîé ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèÿ âûñ-
øèõ ãàðìîíèê, òî åñòü óìíîæåíèå ÷àñòî-
òû ïîäàâàåìîãî íà âõîä ÷èñòî ñèíóñîè-

Ðèñ. 12. Ôàçîâûå äèàãðàììû ñ ñå÷åíèÿìè Ïóàíêàðå
äëÿ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòÿõ ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ

ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî (à) è ïÿòîãî (b) ïîðÿäêîâ
è äëÿ ñîñóùåñòâóþùèõ ñ íèìè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé

1.34
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  quality  7.1,  driving freq. 0.23, driving ampl. 51.0, initial defl. 7.45 degr., init. ang. velocity 1.22
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äàëüíîãî êîëåáàíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå ìî-
æåò ðàññêàçàòü íàì îá ýòîì ÿâëåíèè íà-
ìíîãî íàãëÿäíåå, íåæåëè îïèñûâàþùèå
åãî ìàòåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè áóäåò ðàññêà-
çàíî î äðóãèõ íå ìåíåå ýêçîòè÷åñêèõ âè-
äàõ äâèæåíèÿ îáû÷íîãî ìàÿòíèêà, âîçáóæ-
äàåìûõ äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåø-
íåé ñèëû ñ ñèíóñîèäàëüíîé çàâèñèìîñòüþ
îò âðåìåíè.

Ðèñ. 13 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê
ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà äåìîíñòðèðóåò
ïîâåäåíèå ìàÿòíèêà ïðè ñêàíèðîâàíèè ÷à-
ñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Â âåðõíåì è íèæíåì îêíàõ â ëåâîé
÷àñòè ýêðàíà ïðîãðàììà ñíà÷àëà ñòðîèò
àíàëèòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû è
ôàçû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé íà îñ-

íîâå ïðèáëèæåííîé òåîðèè, ó÷èòûâàþùåé
àíãàðìîíè÷åñêèå ÷ëåíû â äèôôåðåíöèàëü-
íîì óðàâíåíèè ìàÿòíèêà. Ðåçîíàíñíûé
ïèê èñêðèâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàê-
òåðîì ñêåëåòíîé êðèâîé, ïîêàçûâàþùåé
çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé ìàÿòíèêà îò àìïëèòóäû. Êîãäà àì-
ïëèòóäà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ïðåâîñõî-
äèò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïî-
ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü, â êîòîðîé êàæäîìó çíà-
÷åíèþ ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóþò òðè çíà÷å-
íèÿ àìïëèòóäû. Ïðè ïîñòåïåííîì óâåëè-
÷åíèè ÷àñòîòû, êîãäà êàñàòåëüíàÿ ê ðåçî-
íàíñíîé êðèâîé ñòàíîâèòñÿ âåðòèêàëüíîé,
íàñòóïàåò êðèçèñ, òî åñòü «ñðûâ» àìïëè-
òóäû (ñêà÷êîîáðàçíîå âîçðàñòàíèå àìïëè-
òóäû ñ ïåðåõîäîì íà ïðàâûé ñêëîí ðåçî-
íàíñíîé êðèâîé). Ïðè ñêàíèðîâàíèè ÷àñ-

òîòû â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè «ñðûâ»
íà íèæíþþ âåòâü ïðîèñõîäèò ïðè
ìåíüøåé ÷àñòîòå è ïðè áîëüøåì çíà-
÷åíèè àìïëèòóäû (âáëèçè ìàêñèìó-
ìà ðåçîíàíñíîé êðèâîé). Ñêà÷êè íà
àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé è ôàçî-÷àñòîò-
íîé õàðàêòåðèñòèêàõ îçíà÷àþò äëè-
òåëüíóþ ïåðåñòðîéêó ðåæèìà óñòàíî-
âèâøåãîñÿ âûíóæäåííîãî äâèæåíèÿ
ìàÿòíèêà. Ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé
ñ îäíîâðåìåííûì ïîñòðîåíèåì ôà-
çîâîé òðàåêòîðèè (ïîä èçîáðàæåíè-
åì ìàÿòíèêà) ïîçâîëÿåò íàáëþäàòü ïå-
ðåñòðîéêó ðåæèìà êîëåáàíèé âî âñåõ
äåòàëÿõ è äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ñëîæ-
íîì õàðàêòåðå ïåðåõîäíîãî ïðîöåñ-
ñà, ñîïðîâîæäàþùåãî ñêà÷êè àìïëè-
òóäû è ôàçû.

Áóòèêîâ Åâãåíèé Èâàíîâè÷,
ïðîôåññîð ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÑÏáÃÓ.
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