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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ.

ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈÅ ÎÒÐÅÇÊÎÂ:

ÌÅÒÎÄ ÇÀÌÅÒÀÍÈß ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåìà ýòîé ñòàòüè îïðåäåëÿåò-
ñÿ íå òîëüêî æåëàíèåì àâòîðîâ
ðàññêàçàòü îá îäíîé èç áàçîâûõ
çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãåî-
ìåòðèè � çàäà÷å î ïåðåñå-
÷åíèè îòðåçêîâ íà ïëîñêî-
ñòè, íî è ïîçíàêîìèòü ÷è-
òàòåëÿ ñ òàêèì âàæíûì è
ýôôåêòèâíûì ïðèåìîì ïî-
ñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, êàê ìå-
òîä çàìåòàíèÿ ïëîñêîñòè ïðÿìîé ëèíèåé.

Çàäà÷à î ïåðåñå÷åíèè
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ íà
ïëîñêîñòè êðàòêî ôîðìóëè-
ðóåòñÿ òàê: äàíî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî îòðåçêîâ; òðåáó-
åòñÿ íàéòè èõ ïåðåñå÷åíèÿ.
Ýòà çàäà÷à èìååò ðàçíîîá-
ðàçíûå ïðèëîæåíèÿ.

Â ãåîèíôîðìàöèîííûõ
ñèñòåìàõ (è íå òîëüêî â
íèõ) èñïîëüçóþòñÿ ðàçíîîá-

ðàçíûå ãåîãðàôè÷åñêèå êàðòû. Íà êàðòàõ
îòîáðàæàåòñÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ: íàñåëåí-
íûå ïóíêòû, ãðàíèöû, ðåêè è äðóãèå âîäî-

åìû, îâðàãè è ãîðû, äîðî-
ãè ðàçíîãî òèïà, ìîñòû,
ëèíèè ýëåêòðîïåðåäà÷ è
äðóãèå ïðîìûøëåííûå
îáúåêòû; íà êàðòàõ ãîðî-
äîâ: óëèöû, ñêâåðû è ïëî-
ùàäè, êâàðòàëû è îòäåëü-
íûå äîìà, ðåêè è êàíàëû
(ñì. ðèñ. 1). Âñå ýòè îáúåê-
òû ïðåäñòàâëÿþòñÿ îïðåäå-
ëåííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè
îáðàçàìè, ìíîãèå èç êîòî-
ðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü òàê
èëè èíà÷å ñîñòîÿùèìè èç
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ.
Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ïå-
ðåñå÷åíèÿ ãåîãðàôè÷åñêèõ
îáúåêòîâ, íàïðèìåð, äî-
ðîã, ðåê, ãðàíèö è ò. ï.,
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ
ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâà
îòðåçêîâ.

Â ìàøèííîé ãðàôèêå
òðåáóþòñÿ ìåòîäû óäàëå-
íèÿ íåâèäèìûõ ëèíèé è

Ðèñ. 1. Ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ êàðò è ïëàíîâ:
ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû íà íèõ ïðåäñòàâëåíû

(èëè ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû) îòðåçêàìè ïðÿìûõ ëèíèé
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Àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè.
Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ: ìåòîä çàìåòàíèÿ ïëîñêîñòè

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíûõ ñöåíàõ, êîã-
äà ðàçëè÷íûå îáúåêòû ñöåíû ÷àñòè÷íî
çàêðûâàþò äðóã äðóãà (ñì. ðèñ. 2). Íå èìåÿ
îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ
ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé îòðåçêîâ èç çà-
äàííîãî íàáîðà, èç êîòîðûõ, êàê ïðà-
âèëî, ñîñòîèò áîëüøèíñòâî îáúåêòîâ
ñöåíû, òðóäíî ðàññ÷èòûâàòü íà ýôôåê-
òèâíóþ ðåàëèçàöèþ óäàëåíèÿ íåâèäè-
ìûõ ëèíèé.

Â ìèêðîýëåêòðîíèêå âîçíèêàåò íå-
îáõîäèìîñòü ïðîâåðêè ïåðåñå÷åíèÿ ðàçëè÷-
íûõ êîìïîíåíòîâ èíòåãðàëüíûõ ñõåì, ñî-
ñòîÿùèõ èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåí-
òîâ (äî ìèëëèîíà è áîëåå), ÷òî íåâîçìîæíî
îñóùåñòâèòü áåç êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ, â
òîì ÷èñëå áåç àëãîðèòìîâ ïåðåñå÷åíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

2. ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈÅ ÏÐßÌÎËÈÍÅÉÍÛÕ
ÎÒÐÅÇÊÎÂ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ïåðåñå÷å-
íèè îòðåçêîâ è ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ôîð-

Ðèñ. 2. Óäàëåíèå íåâèäèìûõ ëèíèé

ìû ýòîé çàäà÷è, à òàêæå íåêîòîðûå äðóãèå
çàäà÷è, òåñíî ñâÿçàííûå ñ íåé.

Çàäà÷à 1. ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß
ÏÐßÌÎËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÒÐÅÇÊÎÂ (ÏÏÏÎ).
Äàíî: n ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ íà ïëîñ-
êîñòè. Òðåáóåòñÿ: îïðåäåëèòü ôàêò ïåðåñå-
÷åíèÿ õîòÿ áû äâóõ èç íèõ (îòâåò çàäà÷è �
«äà», åñëè ïåðåñåêàþòñÿ, èëè «íåò» â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå).

Çàäà÷à 2. ÂÑÅ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß ÎÒÐÅÇ-
ÊÎÂ (ÂÏÎ). Äàíî: n ïðÿìîëèíåéíûõ îò-
ðåçêîâ íà ïëîñêîñòè. Òðåáóåòñÿ: íàéòè âñå
ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ.

Ïîñòàíîâêó ýòîé çàäà÷è ìîæíî óòî÷íèòü,
ðàññìàòðèâàÿ äâå å¸ ôîðìû:

1. Çàäà÷à 2.1. ÂÏÎ-Ï: Çàäà÷à ÂÏÎ â
ôîðìå ïîäñ÷åòà (îòâåò: ÷èñëî ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé).

2. Çàäà÷à 2.2. ÂÏÎ-Î: Çàäà÷à ÂÏÎ â
ôîðìå îò÷åòà (îòâåò: ïåðå÷åíü âñåõ ïàð
ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ).

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à ÂÏÎ-Ï íå ñëîæ-
íåå çàäà÷è ÂÏÎ-Î, ïîñêîëüêó èç îòâåòà âòî-
ðîé çàäà÷è ìîæíî ëåãêî (çà ëèíåéíîå âðå-
ìÿ) ïîëó÷èòü îòâåò ïåðâîé.

Ðèñ. 3. Ïðîñòûå (à è á) è íåïðîñòûå (â è ã)  ìíîãîóãîëüíèêè

à P2 â ãá
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P1a)

Ðèñ. 4. Èñõîäíûå ìíîãîóãîëüíèêè P1 è P2 (à è á).
Ñëó÷àé â) P2 ⊂ P1. Ñëó÷àé ã) â òî÷êå q ïåðåñåêàþòñÿ ðåáðà

Çàäà÷à 3. ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß
ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ (ÏÏÌ). Äàíî: äâà
ïðîñòûõ ìíîãîóãîëüíèêà P1 (c n âåðøèíà-
ìè) è P2 (c m âåðøèíàìè). Òðåáóåòñÿ: îï-
ðåäåëèòü, ïåðåñåêàþòñÿ ëè îíè (îòâåò çàäà-
÷è � «äà», åñëè ïåðåñåêàþòñÿ, èëè «íåò» â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå).

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòûì ìíîãîóãîëüíè-
êîì íàçûâàåòñÿ òàêîé ìíîãîóãîëüíèê, ó êî-
òîðîãî íèêàêàÿ ïàðà åãî íåïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ðåáåð íå èìååò îáùèõ òî÷åê. Ïðèìåðû
ïðîñòûõ è íåïðîñòûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïðè-
âåäåíû íà ðèñ. 3.

Òàê êàê â çàäà÷å 3 âõîäíûå ìíîãîóãîëü-
íèêè P1 è P2 ïðîñòûå, òî ïðè ëþáîì ïåðå-
ñå÷åíèè èõ ðåáåð ýòî áóäóò ðåáðà ðàçíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ïóñòü t (n) âðåìÿ, íåîá-
õîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 (ÏÏÏÎ). Òîã-
äà ôàêò ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ P1 è
P2 ìîæíî îïðåäåëèòü çà âðåìÿ t (n + m).
Ïðè ýòîì åñëè â çàäà÷å ÏÏÏÎ ïîëó÷åí îò-
âåò «äà», òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîóãîëü-
íèêè P1 è P2 ïåðåñåêàþòñÿ (ïåðåñåêàþòñÿ
èõ ãðàíèöû). Åñëè â çàäà÷å ÏÏÏÎ ïîëó÷åí

îòâåò «íåò», òî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñëó-
÷àè P1 ⊂ P2 è P2 ⊂ P1 (ñì. ðèñ. 4).

Ïðîâåðêó P1 ⊂ P2 ìîæíî âûïîëíèòü,
îïðåäåëèâ äëÿ ëþáîé âåðøèíû q ìíîãî-
óãîëüíèêà P1 åå ïðèíàäëåæíîñòü ìíîãîóãîëü-
íèêó P2. Åñëè âåðøèíà q ∉ P2, òî òåì æå
ñïîñîáîì ñëåäóåò ïðîâåðèòü P2 ⊂ P1. Ïðî-
âåðêà ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè q ïðîñòîìó
ìíîãîóãîëüíèêó P ìîæåò áûòü âûïîëíåíà
çà âðåìÿ O(n) (ñì., íàïðèìåð [1]). Èäåÿ àë-
ãîðèòìà òàêîâà (ñì. ðèñ. 5): ñëåäóåò ïîä-
ñ÷èòàòü ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé k ëèíèåé y = qy
ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà, íàïðèìåð ñïðàâà îò
òî÷êè q = (qx, qy), òîãäà åñëè k íå÷åòíî, òî
òî÷êà q ëåæèò âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà.

Â ñòàòüå [2] ìû óæå èñïîëüçîâàëè ïî-
íÿòèå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷. Íàïîìíèì,
÷òî çàäà÷à A ïðåîáðàçóåòñÿ â çàäà÷ó B çà
âðåìÿ O(T(n)) (áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî, êàê

BA )n(T  → ), åñëè çàäà÷ó A ìîæíî ðå-

øèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Èç èñõîäíûõ äàííûõ ê çàäà÷å À ñêîí-

ñòðóèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíûå
äàííûå ê çàäà÷å Â çà âðåìÿ O(T(n)).

2. Ðåøèòü çàäà÷ó Â.
3. Èç ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ çàäà÷è Â ïî-

ëó÷èòü ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è À çà âðå-
ìÿ O(T(n)).

Ìîæíî ïîäâåñòè èòîã íàøåãî îáñóæäå-
íèÿ ñâÿçè çàäà÷è 3 î ïðîâåðêå ïåðåñå÷åíèÿ
ìíîãîóãîëüíèêîâ (ÏÏÌ) è çàäà÷è 1 î ïðî-
âåðêå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåç-
êîâ (ÏÏÏÎ):

ÏÏÌ  → n  ÏÏÏÎ.

Îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ, ðà-
áîòàþùèõ ñ ìíîãîóãîëüíèêàìè, ìîæåò çà-
âèñåòü îò òîãî, èçâåñòíî ëè, ÷òî ìíîãîóãîëü-

Ðèñ. 5. ×èñëî ïåðåñå÷åíèé ñïðàâà îò òî÷êè q
ðàâíî 5, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà q ëåæèò âíóòðè

ìíîãîóãîëüíèêà. ×èñëî ïåðåñå÷åíèé
ñïðàâà îò òî÷êè q′ ðàâíî 6, ñëåäîâàòåëüíî,

òî÷êà q′ ëåæèò âíå ìíîãîóãîëüíèêà

q

q '

P2

á) P1

P2

â) P1

P2

q

ã)
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Àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè.
Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ: ìåòîä çàìåòàíèÿ ïëîñêîñòè

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

íèê ïðîñòîé. Ïðîâåðêà ïðîñòîòû ìíîãî-
óãîëüíèêà íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàäà÷åé.
Íàïðèìåð, ïðè òåñòèðîâàíèè ïðîãðàìì,
ïîðîæäàþùèõ ïðîñòûå n-óãîëüíèêè, â ñëó-
÷àå áîëüøèõ çíà÷åíèé n âèçóàëüíûé àíà-
ëèç, êàê ïðàâèëî, íåîñóùåñòâèì. Íà ðèñ. 6
â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíû íåêîòîðûå
ïðîñòûå ìíîãîóãîëüíèêè ïðè n = 1000. Óæå
çäåñü ïðè äàííîì ðàçðåøåíèè òðóäíî îöå-
íèòü ïðîñòîòó ìíîãîóãîëüíèêîâ, à âî ìíî-
ãèõ çàäà÷àõ, ðå÷ü èäåò î ìíîãîóãîëüíèêàõ
ðàçìåðà îêîëî n = 1 000 000.

Çàäà÷à 4. ÒÅÑÒ ÏÐÎÑÒÎÒÛ ÌÍÎÃÎ-
ÓÃÎËÜÍÈÊÀ (ÒÏÌ). Äàíî: ìíîãîóãîëüíèê
P (c n âåðøèíàìè). Òðåáóåòñÿ: îïðåäåëèòü,
ïðîñò ëè îí (îòâåò çàäà÷è � «äà», åñëè ìíî-
ãîóãîëüíèê ïðîñòîé, èëè «íåò» â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå).

Ìíîãîóãîëüíèê ïðîñò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íèêàêàÿ ïàðà åãî ðåáåð íå ïå-
ðåñåêàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, òåñò ïåðåñå÷å-
íèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ (ÒÏÌ) ïðåîáðàçóåòñÿ
â çàäà÷ó ïðîâåðêè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîëèíåé-
íûõ îòðåçêîâ (ÏÏÏÎ):

ÒÏÌ  → n  ÏÏÏÎ.

3. ÍÈÆÍßß ÎÖÅÍÊÀ
ÑËÎÆÍÎÑÒÈ

ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß
ÏÐßÌÎËÈÍÅÉÍÛÕ

ÎÒÐÅÇÊÎÂ

Ðàññìîòðèì çàäà÷è 1 è 2.
Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå
çàäà÷, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çà-
äà÷à 1 � ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÏÅÐÅ-
ÑÅ×ÅÍÈß ÏÐßÌÎ-
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÒÐÅÇ-

Ðèñ. 6. Ïðèìåðû ïðîñòûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïðè n = 1000

ÊÎÂ ïðåîáðàçóåòñÿ â çàäà÷ó 2.1 � ÂÑÅ ÏÅ-
ÐÅÑÅ×ÅÍÈß ÎÒÐÅÇÊÎÂ (â ôîðìå ïîäñ÷å-
òà), êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåîáðàçóåò-
ñÿ â çàäà÷ó 2.2 � ÂÑÅ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß ÎÒ-
ÐÅÇÊÎÂ (â ôîðìå îò÷åòà):

ÏÏÏÎ  → 1
 ÂÏÎ-Ï  → n

 ÂÏÎ-Î.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìåòü îòâåò çàäà÷è
ÂÏÎ-Î â âèäå ñïèñêà ïàð ïåðåñåêàþùèõñÿ
îòðåçêîâ, òî ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì ìîæíî ïî-
ëó÷èòü îòâåò çàäà÷è ÂÏÎ-Ï: ÷èñëî ïåðåñå-
÷åíèé k (k ≥ 0). Äàëåå, åñëè k > 0, òî îòâå-
òîì çàäà÷è ÏÏÏÎ ÿâëÿåòñÿ «äà», åñëè æå
k = 0, òî îòâåòîì áóäåò «íåò».

Çàäà÷à ÂÏÎ-Î ðåøàåòñÿ î÷åâèäíûì àë-

ãîðèòìîì: ïåðåáèðàþòñÿ âñå 
2

1)n(n −
 ïàðû

îòðåçêîâ è êàæäàÿ ïàðà ïðîâåðÿåòñÿ íà ïå-
ðåñå÷åíèå. Ýòîò «ëîáîâîé» àëãîðèòì èìååò

ñëîæíîñòü )n(O 2 . Ýòîò æå àëãîðèòì ñ ó÷å-
òîâ îïèñàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàäà÷ 1 è 2
ðåøàåò è çàäà÷è ÂÏÎ-Ï è ÏÏÏÎ. Åñòå-
ñòâåííî çàäàòü âîïðîñ: ìîæíî ëè ðåøèòü
âñå ýòè çàäà÷è êàêèì-ëèáî áîëåå ýôôåêòèâ-
íûì àëãîðèòìîì? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîï-
ðîñ öåëåñîîáðàçíî ñíà÷àëà âûÿâèòü íèæíþþ

îöåíêó ñëîæíîñòè çàäà÷è ÏÏÏÎ, òî
åñòü âûÿñíèòü, êàêîâî íåîáõîäèìîå
âðåìÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ïðè ïðîèçâîëüíûõ âõîäíûõ äàííûõ.
Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî âñåãäà ìîæíî
ïðåäúÿâèòü äëÿ àëãîðèòìà, ðåøàþùå-
ãî çàäà÷ó, òàêèå èñõîäíûå äàííûå, ÷òî
âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà (èëè êîëè÷å-
ñòâî îïåðàöèé àëãîðèòìà) áóäåò íå ìå-
íåå íåêîòîðîé îïðåäåëåííîé âåëè÷è-
íû, çàâèñÿùåé îò ðàçìåðà âõîäíûõ äàí-
íûõ çàäà÷è (â íàøåì ñëó÷àå îò êîëè-
÷åñòâà îòðåçêîâ n).
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Äëÿ âûÿâëåíèÿ íèæíåé îöåíêè ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó ÏÏÏÎ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå:
âñå çàäàííûå îòðåçêè ðàñïîëîæåíû íà îä-
íîé ïðÿìîé, è íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ïå-
ðåñåêàþòñÿ ëè õîòÿ áû äâà èç íèõ. ßñíî,
÷òî çàäà÷à íà ïëîñêîñòè íå ïðîùå, ÷åì çà-
äà÷à íà ïðÿìîé. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå çà-
äà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: çàäà-
íû n èíòåðâàëîâ íà âåùåñòâåííîé îñè è
íåîáõîäèìî óçíàòü, íå ïåðåêðûâàþòñÿ ëè
êàêèå-íèáóäü äâà èç íèõ. Êîíå÷íî, íàø
«ëîáîâîé» àëãîðèòì ðåøàåò ýòó çàäà÷ó çà
âðåìÿ O(n2). Ìîæíî ïîñòóïèòü èíà÷å. Ïî-
ìåòèì âñå ëåâûå êîíöû èíòåðâàëîâ çíàêîì
«0», à âñå ïðàâûå � çíàêîì «1» è óïîðÿäî-
÷èì ïî âîçðàñòàíèþ 2n êîíöåâûõ òî÷åê çà-
äàííûõ èíòåðâàëîâ çà âðåìÿ O(n log n). Èí-
òåðâàëû íå ïåðåêðûâàþòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïîñëå ñîðòèðîâêè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîìåòîê ÿâëÿåòñÿ ÷åðåäóþùåéñÿ �
«0101...0101» (ñì. ðèñ. 7).

Ïðîâåðêó ÷åðåäîâàíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè
çà âðåìÿ O(n) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøèòü âñþ
çàäà÷ó çà âðåìÿ O(n log n).

Ôàêòè÷åñêè ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïðå-
îáðàçîâàíèåì çàäà÷è ÏÏÏÎ â çàäà÷ó ñîð-
òèðîâêè è äàåò âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñ-
òè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè òðåáóåò-
ñÿ ïðåîáðàçîâàòü íåêîòîðóþ çàäà÷ó ñ èçâåñ-
òíîé íèæíåé îöåíêîé (âû÷èñëèòåëüíûé
ïðîòîòèï) â çàäà÷ó ÏÏÏÎ. Çàäà÷à ñîðòè-
ðîâêè íà ýòó ðîëü íå ïîäõîäèò. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ
ÝËÅÌÅÍÒÎÂ (ÏÅÝ): äàíû n âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë, òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, âñå ëè îíè
ðàçëè÷íû. Î÷åâèäíî, çàäà÷à ÏÅÝ ïðåîáðà-
çóåòñÿ çà âðåìÿ O(n) â çàäà÷ó ñîðòèðîâêè.
Îäíàêî îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåò. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà çàäà÷è ÏÅÝ
åñòü Ω(n log n) è ýòîò ôàêò óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ ïðÿìûì èñïîëüçîâàíèåì ôîðìàëüíîé âû-

0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 1 1

0 0 1 0 1 1 10 0 0 1 1 10

à)

á)

Ðèñ. 7. Ïðîâåðêà íàëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ:
à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü «01010101010101» ÷åðåäóþùàÿñÿ � íåò íàëîæåíèé;

á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü «00101100101101» íå ÷åðåäóþùàÿñÿ � åñòü íàëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ

÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè, îñíîâàííîé íà äåðå-
âüÿõ ðåøåíèé (ñì. [1], ñ. 232). Ïîêàæåì, ÷òî
çàäà÷à ÏÏÏÎ ïðåîáðàçóåòñÿ â çàäà÷ó ÏÅÝ.
Äåéñòâèòåëüíî, çà âðåìÿ O(n) çàäàííûé íà-
áîð èç n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {xi} ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç n èíòåðâàëîâ
{[xi, xi]}. Ýòè (âûðîæäåííûå) èíòåðâàëû ïå-
ðåêðûâàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðå-
äè èñõîäíûõ ÷èñåë {xi} åñòü ñîâïàäàþùèå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÏÅÝ → n

 ÏÏÏÎ, è íèæ-
íÿÿ îöåíêà çàäà÷è ÏÏÏÎ åñòü Ω (n log n),
òàê êàê ðåøèâ çàäà÷ó ÏÏÏÎ çà ìåíüøåå,
÷åì Ω (n log n), âðåìÿ, ìû ìîãëè áû è çàäà-
÷ó ÏÅÝ ðåøèòü çà ìåíüøåå âðåìÿ, ÷òî íå-
âîçìîæíî.

Èòàê, íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè çà-
äà÷ î ïåðåñå÷åíèè îòðåçêîâ íà ïëîñêî-
ñòè (çàäà÷ ÏÏÏÎ, ÂÏÎ-Ï è ÂÏÎ-Î) åñòü
Ω (n log n). Äîñòèæèìà ëè îíà, òî åñòü ñó-
ùåñòâóþò ëè àëãîðèòìû, ðåøàþùèå ïåðå-
÷èñëåííûå çàäà÷è çà âðåìÿ O(n log n)? Îò-
âåò íà ýòîò âîïðîñ áóäåò äàí â ðàçäåëå 5.

4. ÁÀÇÎÂÀß ÎÏÅÐÀÖÈß
«ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈÅ

ÄÂÓÕ ÎÒÐÅÇÊÎÂ»

Îïðåäåëÿÿ íèæ-
íþþ îöåíêó ñëîæ-
íîñòè çàäà÷ î ïåðå-
ñå÷åíèè îòðåçêîâ,

ìû ñ÷èòàëè, ÷òî áàçîâûå
îïåðàöèè, èñïîëüçóåìûå â ýòèõ

çàäà÷àõ, âûïîëíÿþòñÿ çà âðåìÿ
O(1). Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îñíîâíîé
áàçîâîé îïåðàöèåé áóäåò ïðîâåðêà ïåðåñå-
÷åíèÿ ïàðû îòðåçêîâ.

Îïðåäåëÿòü ôàêò ïåðåñå÷åíèÿ ïàðû îò-
ðåçêîâ ìîæíî â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôàêò ïåðåñå÷åíèÿ îãðàíè÷èâàþùèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ êàæäîãî èç îòðåçêîâ (ýòîò
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ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

ãðóáûé òåñò âûïîëíÿåòñÿ áûñòðî). Îãðàíè-
÷èâàþùèé ïðÿìîóãîëüíèê îòðåçêà ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøèì èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîäåðæà-
ùèõ îòðåçîê è èìåþùèõ ñòîðîíû, ïàðàë-
ëåëüíûå îñÿì êîîðäèíàò. Íà ðèñ. 8 ïîêàçà-
íû îãðàíè÷èâàþùèå ïðÿìîóãîëüíèêè îðè-
åíòèðîâàííûõ îòðåçêîâ ][ ba p,p  è ][ dc p,p
â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ. Åñëè îãðàíè÷èâàþ-
ùèå ïðÿìîóãîëüíèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî è
îòðåçêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè æå óñòàíîâ-
ëåí ôàêò ïåðåñå÷åíèÿ îãðàíè÷èâàþùèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ, òî ñëåäóåò ïåðåéòè êî âòî-
ðîìó ýòàïó è ïðîâåðèòü ñîáñòâåííî ïåðåñå-
÷åíèå îòðåçêîâ (òî÷íûé òåñò).

Ïåðåä ïðîâåðêîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîó-
ãîëüíèêîâ ïîëåçíî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü îã-
ðàíè÷èâàþùèå ïðÿìîóãîëüíèêè îòðåçêîâ,
èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé àë-
ãîðèòì (ëèñòèíã 1).

Äâà ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ïà-
ðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, ïåðåñå-
êàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåñå-
êàþòñÿ è èõ ïðîåêöèè íà îñü x, è èõ ïðîåê-
öèè íà îñü y. Àëãîðèòì ïðîâåðêè ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå àëãîðèòìà (ñì. ëèñòèíã 2).

Ðèñ. 8. Îãðàíè÷èâàþùèå ïðÿìîóãîëüíèêè: à) èç ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ ñëåäóåò ïåðåñå÷åíèå
ïðÿìîóãîëüíèêîâ; á) èç ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå ñëåäóåò ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ;

â) èç ôàêòà íåïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñëåäóåò ôàêò íåïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ

à) á) â)

Óñëîâíîå âûðàæåíèå â ñòðîêå 1 àëãî-
ðèòìà èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 9 (íà ïðèìå-
ðå ïåðåñå÷åíèÿ x-ïðîåêöèé, òî åñòü ÷àñòè
êîíúþíêöèè )()( adcb xxxx ≥≥ and .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àÿõ, êîãäà
õîòÿ áû îäèí èç èñõîäíûõ îòðåçêîâ ][ ba p,p
è ][ dc p,p  âåðòèêàëåí èëè ãîðèçîíòàëåí,
àëãîðèòìû BOUNDINGRECTANGLE è RECTAN-

GLESINTERSECT äàþò ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò.
Èòàê, åñëè íà ïåðâîì ýòàïå îòñóòñòâèå

ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îòðåçêîâ íå óñòàíîâëåíî
òåñòîì íà ïåðåñå÷åíèå îãðàíè÷èâàþùèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òî íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü
òî÷íûé òåñò. Â îñíîâå òåñòà ëåæèò ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå: äâà îòðåçêà ïåðåñåêàþò-
ñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé èç
îòðåçêîâ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé, ñîäåðæà-
ùåé äðóãîé îòðåçîê. Ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå
ñëó÷àè òðåáóþò àêêóðàòíîãî ðàññìîòðåíèÿ
(ñì. äàëåå). Îòðåçîê ][ ba p,p  ïåðåñåêàåòñÿ
ñ ïðÿìîé, åñëè êîíöû îòðåçêà ëåæàò ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé èëè íà ïðÿìîé (õîòÿ
áû îäèí êîíåö). Êàê ìû çíàåì [3, ñòð. 9],
îïðåäåëèòü, ëåæèò ëè òî÷êà )( qq y,xq =  ïî
ëåâóþ èëè ïî ïðàâóþ ñòîðîíó îò ïðÿìîé,
ñîäåðæàùåé îðèåíòèðîâàííûé îòðåçîê

Ëèñòèíã 1. Algorithm BOUNDINGRECTANGLE  )( ba p,p  → )( 21 p,p

Âõîä: )()( bbbaaa y,xp,y,xp ==
Âûõîä: îãðàíè÷èâàþùèé ïðÿìîóãîëüíèê äëÿ îòðåçêà ][ ba p,p , çàäàííûé ïàðîé âåð-

øèí )( 21 p,p , ãäå
)( 111 y,xp =  � ëåâûé íèæíèé óãîë ïðÿìîóãîëüíèêà;
)( 222 y,xp =  � ïðàâûé âåðõíèé óãîë ïðÿìîóãîëüíèêà;

1 )(1 ba x,xminx ←
2 )(1 ba y,yminy ←
3 )(2 ba x,xmaxx ←
4 )(2 ba y,ymaxy ←
5 Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà )( 111 y,xp =  è )( 222 y,xp =
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xc xdxa xb xa xbxc xd xa xbxc xd

xa xbxc xd xa xbxc xd xa xb xc xd

à)
á) â)

ã) ä) å)

][ 21 p,p , èëè íà ýòîé ïðÿìîé, ìîæíî, àíà-
ëèçèðóÿ çíàê îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè

))(())((
2
1

)( 11212121 xxyyyyxxq,p,pS qq −−−−−=

òðåóãîëüíèêà qpp 21∆  (èëè, ÷òî òî æå, âåê-

òîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ][ 121 qp,pp , ñì. [4] è

ïðèëîæåíèå â [3]). Íà ðèñ. 10 ðàññìîòðåíû
ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè
îòíîñèòåëüíî îòðåçêà.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé àëãîðèòì âû-
÷èñëåíèÿ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè (ñì.
ëèñòèíã 3).

Ðèñ. 9. Â âàðèàíòàõ à)�ã) ñïðàâåäëèâî )()( adcb xxxx ≥≥ and ,
â âàðèàíòå ä)  �  )()( adcb xxxx <≥ and , â âàðèàíòå å)  �  )()( adcb xxxx ≥< and

Ëèñòèíã 2. Algorithm RECTANGLESINTERSECT )( dcba p,p,p,p  → Boolean
Âõîä: )()()()( dddcccbbbaaa y,xp,y,xp,y,xp,y,xp ====

pa � ëåâûé íèæíèé óãîë ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà;
pb � ïðàâûé âåðõíèé óãîë ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà;
pc � ëåâûé íèæíèé óãîë âòîðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà;
pd � ïðàâûé âåðõíèé óãîë âòîðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà

Âûõîä: True, åñëè ïðÿìîóãîëüíèêè ïåðåñåêàþòñÿ, èíà÷å False
1 if )()()()( adcbadcb yyyyxxxx ≥≥≥≥ andandand
2 then Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà True
3 else Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà False

Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå âà-
ðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ îòðåçêîâ è èõ õàðàê-
òåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùèå ôàêò ïåðåñå÷å-
íèÿ îòðåçêîâ.

Íà ðèñ. 12 ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå èç
ãðàíè÷íûõ ñëó÷àåâ (îñòàëüíûå ëåãêî äîïîë-
íèòü), êîãäà õîòÿ áû îäèí èç êîíöîâ îäíîãî
îòðåçêà ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé äðó-
ãîé îòðåçîê, è, ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäíà
èç îðèåíòèðîâàííûõ ïëîùàäåé ðàâíà íóëþ.
Êàê ïîêàçûâàþò, íàïðèìåð, âàðèàíòû à) è
á), ðåøåíèå î ïåðåñå÷åíèè îòðåçêîâ íåëüçÿ
ïðèíÿòü òîëüêî íà îñíîâå àíàëèçà îðèåíòè-

1p
2p

q′
q ′′′

q ′′

Ðèñ. 10. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè q îòíîñèòåëüíî îòðåçêà ][ 21 p,p

1. 0)( 21 >′q,p,pS , òî÷êà q′  � ñëåâà îò ][ 21 p,p , qpp ′21∆  îðèåí-
òèðîâàí (îáõîäèòñÿ) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè;

2. 0)( 21 <′′q,p,pS , òî÷êà q ′′  � ñïðàâà îò ][ 21 p,p , qpp ′′21∆  îðè-
åíòèðîâàí (îáõîäèòñÿ) ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå;

3. 0)( 21 =′′′q,p,pS , òî÷êà q ′′′ � íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé îòðåçîê

][ 21 p,p , qpp ′′′21∆  âûðîæäåí, òî÷êè q,p,p ′′′21  � êîëëèíåàðíûå.
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ðîâàííûõ ïëîùàäåé. Îòìåòèì, ÷òî â íàøåì
ïîäõîäå âàðèàíò ã) íå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ íà
âòîðîì ýòàïå, òàê êàê îãðàíè÷èâàþùèå ïðÿ-
ìîóãîëüíèêè çäåñü íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ëèñòèíã 3. Algorithm AREA  )( cba p,p,p  → )(2 cba p,p,pS

Âõîä: )()()( cccbbbaaa y,xp,y,xp,y,xp ===
Âûõîä: óäâîåííàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà cba ppp∆

1 Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ))(())(( acabacba xxyyyyxx −−−−−
{åñëè ðåçóëüòàò > 0, òî òî÷êà pc ëåæèò ñëåâà îò îðèåíòèðîâàííîãî îòðåçêà ][ ba p,p ,

åñëè ðåçóëüòàò < 0, òî òî÷êà pc ëåæèò ñïðàâà îò îðèåíòèðîâàííîãî îòðåçêà ][ ba p,p ,

åñëè ðåçóëüòàò = 0, òî òî÷êà pc ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé îòðåçîê ][ ba p,p ,

  òî åñòü òî÷êè cba p,p,p  êîëëèíåàðíûå}

ap

bpcp

dp

0),,( >cba pppS

0),,( <dba pppS ap

bp
cp

dp
0),,( >cba pppS

0),,( >dba pppS
a) á)

Ðèñ. 11. Àíàëèç ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ ][ ba p,p  è ][ dc p,p :
à) îòðåçêè ïåðåñåêàþòñÿ, è )( cba p,p,pS  è )( dba p,p,pS  èìåþò ðàçíûå çíàêè;

á) îòðåçêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, è )( cba p,p,pS  è )( dba p,p,pS  èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè

0),,(

,0),,(

≠
=

bdc

adc

pppS

pppS

à)

pc

pd
pb

pa

pa
pc

pd

pb

pa

pa

0),,(

,0),,(

≠
=

adc

bdc

pppS

pppS

á)

â) ã)

pc

pa

pd

pb

pc

pd

pa
pb

0),,(

,0),,(

=
=

bdc

adc

pppS

pppS
0),,(

,0),,(

=
=

bdc

adc

pppS

pppS

pa

pc

pd

pb

pb
pc

pd

pa

pb

pb

Ðèñ. 12. Ãðàíè÷íûå ñëó÷àè, êîãäà îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ðàâíà íóëþ

Èòàê, ãðàíè÷íûå ñëó÷àè òðåáóþò äîïîë-
íèòåëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûé ìîæåò áûòü
ïðîâåäåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåãî àë-
ãîðèòìà (ñì. ëèñòèíã 4).
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Ëèñòèíã 4. Algorithm BETWEEN  )( cba p,p,p  → Boolean

Âõîä: )()()( cccbbbaaa y,xp,y,xp,y,xp ===
Ïðåäóñëîâèå: òî÷êà pc ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé îòðåçîê ][ ba p,p

Âûõîä: True, åñëè òî÷êà pc ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îðèåíòèðîâàííîãî îòðåçêà ][ ba p,p ,

           èíà÷å False

1 if )(max)(min)(max)(min bacbabacba x,xyy,yx,xxx,x ≤≤≤≤ and
2 then Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà True

3 else Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà False

Ïîäûòîæèì íàøè ñîîáðàæåíèÿ â àëãî-
ðèòìå SEGMENTSINTERSECT (ëèñòèíã 5).

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êðîìå ôàêòà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïàðû îòðåçêîâ òðåáóåòñÿ îïðåäå-
ëèòü òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ, àëãîðèòì
SEGMENTSINTERSECT ñëåäóåò äîïîëíèòü.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå íåîáõîäèìûå äëÿ ýòî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ, îñòàâëÿÿ ÷èòàòåëþ ìîäè-
ôèêàöèþ àëãîðèòìà SegmentsIntersect â êà-
÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îòðåçêîâ ][ ba p,p  è
][ dc p,p , çàäàííûõ êîíöåâûìè òî÷êàìè,

óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ [4]. Íàïðèìåð, âñå òî÷êè îòðåçêà

][ ba p,p  îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíå-
íèåì:

,)()( tppptp abaab −+=

ãäå âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð ]10[ ,t ∈ . Î÷å-

âèäíî, aab pp =)0(  è bab pp =)1( , à âíóò-

Ëèñòèíã 5. Algorithm SEGMENTSINTERSECT  )( dcba p,p,p,p  →  Boolean

Âõîä: )() bbbaaa y,xp,y,x(p ==  � êîíöû îðèåíòèðîâàííîãî îòðåçêà ][ ba p,p ,
)()( bbbccc y,xp,y,xp ==  � êîíöû îðèåíòèðîâàííîãî îòðåçêà ][ dc p,p ,

Âûõîä: True, åñëè îòðåçêè ïåðåñåêàþòñÿ, èíà÷å False
1 )( 21 p,p  ← BoundingRectangle )( ba p,p  
2 )( 43 p,p  ← BoundingRectangle  )( dc p,p
3 if not RectanglesIntersect  )( 4321 p,p,p,p
4 then Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà False

{îãðàíè÷èâàþùèå ïðÿìîóãîëüíèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ}
5 else {îãðàíè÷èâàþùèå ïðÿìîóãîëüíèêè ïåðåñåêàþòñÿ}
6   )(Area1 adc p,p,ps ←   
7   )(Area2 bdc p,p,ps ←  
8   )(Area3 cba p,p,ps ←
9   )(Area4 dba p,p,ps ←
10   if andandorand ))00()00(( 2121 ><<> ssss

     ))00()00(( 4343 ><<> ssss andorand
11   then Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà True
12   else if  )0( 1 =s  and Between  )( adc p,p,p
13 then Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà True
14   else if )0( 2 =s  and Between  )( bdc p,p,p
15 then Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà True
16   else if  )0( 3 =s  and Between  )( cba p,p,p
17 then Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà True
18   else if )0( 4 =s  and Between  )( dba p,p,p
19 then Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà True
20   else Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà False
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q
p

x1 x2 x3 x4 x5xp x6 x7 x8 x9 x10xq

L

Ðèñ. 13. Çàìåòàíèå ïëîñêîñòè âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé L

ðåííèì òî÷êàì )(tpab  îòðåçêà ][ ba p,p  ñî-
îòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ][ ba p,p .
Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå çàïèøåì äëÿ îòðåç-
êà ][ dc p,p :

,)()( sppptp cdccd −+=

ãäå ïàðàìåòð ]10[ ,s ∈ .
Ïîñêîëüêó àëãîðèòì SEGMENTSINTERSECT

ïðè îïðåäåëåíèè ôàêòà ïåðåñå÷åíèÿ ïàðû
îòðåçêîâ ðàçáèðàåò âñå íåîáõîäèìûå ñèòó-
àöèè, òî áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òî÷êîé ïå-
ðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ òîëüêî òîãäà, êîãäà óñ-
òàíîâëåíî, ÷òî îòðåçêè ïåðåñåêàþòñÿ è ïðè
ýòîì íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ çà-
ïèøåì óðàâíåíèå )()( sptp cdab = :

=−+ t)pp(p aba ,sppp cdc )( −+
êîòîðîå îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ t
è s, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ q.
Ïîêîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ýòîãî óðàâíåíèÿ

=−+ txxx aba )( ,)( sxxx cdc −+
=−+ txxx aba )( ,)( sxxx cdc −+

ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ t è s.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé
ñèñòåìû áóäóò

,D/yyxxyyxxt accdcdca )])(())([( −−+−−=
,)])(())([( D/yyxxyyxxs abcaacab −−+−−=

ãäå D åñòü îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû

.yyxxyyxxD abcdcdba ))(())(( −−+−−=

Â íàøåì ñëó÷àå D ≠ 0, ïîñêîëüêó ìû
çàðàíåå çíàåì, ÷òî îòðåçêè
ïåðåñåêàþòñÿ (òî åñòü íå
ïàðàëëåëüíû) è çàâåäîìî íå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïîäñòàâèâ âû÷èñëåííîå
çíà÷åíèå t èëè s â óðàâíåíèå

tppptp abaab )()( −+=  èëè
sppptp cdccd )()( −+=   ñî-

îòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ, íàïðèìåð,

tpppq aba )( −+= .

Ðàçóìååòñÿ, â âûðîæäåííûõ
ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåííûõ â àë-
ãîðèòìå SEGMENTSINTERSECT,
à òàêæå â ñëó÷àå âåðòèêàëü-

íûõ èëè ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ, ñèñòåìà
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ t è s, à, ñëåäî-
âàòåëüíî, è ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
t èëè s ìîãóò áûòü ïðè íåîáõîäèìîñòè óï-
ðîùåíû.

5. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß
ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß ÎÒÐÅÇÊÎÂ

Áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì «ëîáîâîé» àë-
ãîðèòì, èìåþùèé ñëîæíîñòü O(n2), ÿâëÿåò-
ñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìå-
òîäà çàìåòàíèÿ ïëîñêîñòè. Ìåòîä ïîäñêà-
çàí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðèðîäîé çàäà÷. Â íà-
øåì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ïëîñêîì çàìåòà-
íèè, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è íà
ïëîñêîñòè.

Îïèøåì èäåþ ìåòîäà ïëîñêîãî çàìåòà-
íèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ
âñåõ ïåðåñå÷åíèé îòðåçêîâ, à çàòåì ïåðåé-
äåì ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà. Âîçüìåì âåð-
òèêàëüíóþ ïðÿìóþ L, êîòîðàÿ ðàçáèâàåò
ïëîñêîñòü íà ëåâóþ è ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñ-
òè (ñì. ðèñ. 13). Ïóñòü êàæäàÿ èç ýòèõ ïî-
ëóïëîñêîñòåé ñîäåðæèò êîíöû çàäàííûõ îò-
ðåçêîâ. Ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è ìîæåò áûòü

x1               x2        x3          x4     xp    x5
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t1 t2 = t1+∆t

∆y1

∆y2

∆y3

∆y4

q1

q2

q3

q4

s1

s2

s3

s4

s5

ñîâïàäåíèå

èñ÷åçíîâåíèå

ïîÿâëåíèå

t

q5

ïîëó÷åíî îáúåäèíåíèåì ðåøåíèé äëÿ êàæ-
äîé èç äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé. Åñëè ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ó íàñ óæå åñòü ìíîæåñòâî òî-
÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëåâà îò L, òî íà ýòî ìíî-
æåñòâî íå áóäóò âëèÿòü îòðåçêè, ëåæàùèå
ñïðàâà îò L. Çàìåòèì, ÷òî èñêîìîå ïåðåñå-
÷åíèå ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî ìåæäó òàêè-
ìè äâóìÿ îòðåçêàìè, ÷üè ïåðåñå÷åíèÿ ñ íå-
êîòîðîé âåðòèêàëüþ ñìåæíû.

Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî âåðòèêàëü-
íàÿ ïðÿìàÿ äâèæåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ïî õîäó
äâèæåíèÿ áóäóò ïðîéäåíû âñå âåðòèêàëüíûå
ñå÷åíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü âûÿâ-
ëåíû âñå ïàðû ñìåæíûõ â óêàçàííîì ñìûñ-
ëå îòðåçêîâ, à, çíà÷èò, âñå ïåðåñå÷åíèÿ áó-
äóò îáíàðóæåíû. Ìîæíî èçáåæàòü ïîñòðîå-
íèÿ âñåãî áåñêîíå÷íîãî (êîíòèíóàëüíîãî)
ìíîæåñòâà ñåêóùèõ, åñëè çàìåòèòü (ñì.
ðèñ. 13), ÷òî ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà âåð-
òèêàëüíûå ïîëîñû, îãðàíè÷åííûå èëè êîí-
öàìè îòðåçêîâ, èëè òî÷êàìè èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ. Ïðè ýòîì â ïðåäåëàõ ïîëîñû âåðòè-
êàëüíûé ïîðÿäîê òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îòðåç-
êîâ ñ ïðÿìîé L ïîñòîÿíåí. Òàêèì îáðàçîì,
âìåñòî íåïðåðûâíîãî äâèæåíèÿ çàìåòàþùåé
ïðÿìîé L ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñêà÷êè ýòîé
ïðÿìîé ïî ãðàíèöàì âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ.
Êàæäûé òàêîé ñêà÷îê ñâÿçàí ñ íåîáõîäè-
ìîñòüþ îáíîâëåíèÿ ïîðÿäêà òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ âåðòèêàëè è ïîèñêîì ïåðåñå÷åíèé
ñðåäè ñîñåäíèõ (ñìåæíûõ) â ýòîì ïîðÿäêå
îòðåçêîâ.

Èòàê, ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåïðåðûâíîå çà-
ìåòàíèå ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåòàôîðîé, â

òî âðåìÿ êàê àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ýòîé
èäåå, áóäåò îáðàáàòûâàòü êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî «ñêà÷êîâ». Òî÷êè, ïî êîòîðûì çàìåòà-
þùàÿ ïðÿìàÿ «ñêà÷åò», íàçûâàþò òî÷êàìè
ñîáûòèé. Â ýòèõ òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèå çàìå-
òàþùåé ïðÿìîé ñ âõîäíûìè îòðåçêàìè ñî-
äåðæèò âñþ ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ, êîòî-
ðàÿ ïîçâîëèò ïðîäîëæèòü ïîèñê. Â ñâÿçè ñ
ýòèì â ìåòîäå çàìåòàíèÿ èñïîëüçóþò äâå
îñíîâíûå ñòðóêòóðû äàííûõ:

1. Ñïèñîê òî÷åê ñîáûòèé � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü àáñöèññ, óïîðÿäî÷åííûõ ñëåâà
íàïðàâî è îïðåäåëÿåìûõ ïîçèöèÿìè «îñòà-
íîâîê» çàìåòàþùåé ïðÿìîé (ýòîò ñïèñîê
ìîæåò äèíàìè÷åñêè îáíîâëÿòüñÿ â ïðîöåñ-
ñå çàìåòàíèÿ).

2. Ñòàòóñ çàìåòàþùåé ïðÿìîé � ïîä-
õîäÿùåå îïèñàíèå ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿ-
ìîé ñ íàáîðîì çàäàííûõ îòðåçêîâ. Ñòàòóñ
çàìåòàþùåé ïðÿìîé äîëæåí îáíîâëÿòüñÿ â
òî÷êàõ ñîáûòèé, è ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñòàòóñ
ñòðóêòóðà äàííûõ äîëæíà âûáèðàòüñÿ, èñ-
õîäÿ èç òðåáóåìûõ îïåðàöèé àíàëèçà è îá-
íîâëåíèÿ ñòàòóñà.

Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü äâèæåíèå çà-
ìåòàþùåé ïðÿìîé ïî ïëîñêîñòè â òåðìè-
íàõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïðåäñòàâèì îñü àáñöèññ êàê îñü âðå-
ìåíè, à çàìåòàþùóþ ïðÿìóþ êàê ìãíîâåí-
íûé «ñíèìîê» ñèòóàöèè. Òîãäà îòðåçêè íà
ïëîñêîñòè ñòàíîâÿòñÿ äâèæóùèìèñÿ ïî âåð-
òèêàëüíîé ïðÿìîé («ïðîñòðàíñòâåííîé»
îñè) òî÷êàìè, êîòîðûå â êàæäîì âðåìåí-
íîì ñå÷åíèè ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû (ñì.
ðèñ. 14). Èíîãäà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ñïîñîáíî «ïîäòîëêíóòü»
èíòóèöèþ â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè ãåîìåòðè-
÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.

Àëãîðèòì èñïîëüçóåò äâà óïðîùàþùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿ: ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ

Ðèñ. 14. Ïåðåìåùåíèå ïî âåðòèêàëüíîé
ïðÿìîé òî÷åê qi (i ∈ 1...4) ïåðåñå÷åíèÿ

îòðåçêîâ si c ýòîé ïðÿìîé çà âðåìÿ ∆t íà
âåëè÷èíó ∆yi. Â ìîìåíò âðåìåíè t2 = t1 + ∆t
òî÷êà q5 ïîÿâëÿåòñÿ íà çàìåòàþùåé ïðÿìîé,
òî÷êà q4 äîëæíà èñ÷åçíóòü, à òî÷êè q2 è q3
ñëèâàþòñÿ â ìåñòå ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ s2

è s3, ÷òîáû äàëåå ïðîäîëæèòü ñâîå
äâèæåíèå, ïðîéäÿ ñêâîçü äðóã äðóãà
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îòðåçêîâ íåò âåðòèêàëüíûõ, è íèêàêèå òðè
îòðåçêà íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Ïðè íàðó-
øåíèè ïðåäïîëîæåíèé ïîòðåáîâàëàñü áû
ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà, íå ìåíÿþùàÿ åãî
ñóòè, íî âêëþ÷àþùàÿ äîïîëíèòåëüíóþ êîð-
ðåêòíóþ îáðàáîòêó óêàçàííûõ âûðîæäåííûõ
ñèòóàöèé.

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà îò-
ðåçêàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì
ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ 1s  è 2s .
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 1s  è 2s  ñðàâíèìû â àáñ-
öèññå x, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðòèêàëü,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò îáà
îòðåçêà. Ââåäåì îòíîøåíèå âûøå â x ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: 1s  âûøå 2s  â x ( 1 2xs s> ),
åñëè 1s  è 2s  ñðàâíèìû â x, à òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ îòðåçêà 1s  ñ âåðòèêàëüþ x ëåæèò âûøå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà 2s  ñ íåé æå. Íà
ðèñ. 15 ïîêàçàíû ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ
ìåæäó îòðåçêàìè 1s , 2s , 3s  è 4s :

2 4,us s>  1 2,vs s>  2 4,vs s s>  1 4vs s> .

Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå x>  çàäàåò ïîë-
íîå óïîðÿäî÷åíèå, êîòîðîå èçìåíÿåòñÿ ïî
ìåðå òîãî, êàê âåðòèêàëü ñêîëüçèò ñëåâà
íàïðàâî. Îòðåçêè âõîäÿò â ýòî óïîðÿäî÷å-
íèå è ïîêèäàþò åãî, íî îíî âñåãäà îñòàåòñÿ
ïîëíûì. Óïîðÿäî÷åíèå äîëæíî áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî ñòðóêòóðîé ñòàòóñà çàìåòàþùåé
ïðÿìîé è ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî â òðåõ
ñëó÷àÿõ:

� âñòðåòèëñÿ ëåâûé êîíåö îòðåçêà s (äî-
áàâëåíèå s ê ñòðóêòóðå äàííûõ);

� âñòðåòèëñÿ ïðàâûé êîíåö
îòðåçêà s (óäàëåíèå s èç ñòðóê-
òóðû äàííûõ, ïîñêîëüêó îí
áîëüøå íå ñðàâíèì ñ îñòàâøè-
ìèñÿ îòðåçêàìè);

� îáíàðóæåíà òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ îòðåçêîâ 1s  è 2s  ( 1s  è

2s  ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè â ñòðóê-
òóðå äàííûõ).

Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îò-
ðåçêîâ 1s  è 2s  ñîñòîèò â òîì,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ àáñöèññà
x, â êîòîðîé 1s  è 2s  ñìåæíû â
óïîðÿäî÷åíèè x> . Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâà îòðåç-

u v

s1

s2

s4

Ðèñ. 15. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà ìåæäó îòðåçêàìè

êîâ ñ âåðòèêàëüþ â x (òî åñòü îòíîøåíèå

x> ) ñîäåðæèò âñþ íåîáõîäèìóþ èíôîðìà-
öèþ äëÿ ïîèñêà ïåðåñå÷åíèé îòðåçêîâ.

Ñòàòóñ çàìåòàþùåé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ
îïèñàíèåì îòíîøåíèÿ x> ; çíà÷èò, îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-
òîâ (îòðåçêîâ). Òàê êàê îòíîøåíèå x>  èç-
ìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå àáñöèññ
ïðè ïëîñêîì çàìåòàíèè, òî ñòàíåò î÷åâèä-
íî, ÷òî â ñòðóêòóðå äàííûõ SL (Sweep Line),
ðåàëèçóþùåé ñòàòóñ çàìåòàþùåé ïðÿìîé,
äîëæíû áûòü ïðåäóñìîòðåíû ñëåäóþùèå
îïåðàöèè:

• ÂÑÒÀÂÈÒÜ(s, SL) � âñòàâèòü îòðå-
çîê s â ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå, ïðåäñòàâëåí-
íîå SL;

• ÓÄÀËÈÒÜ(s, SL) � óäàëèòü îòðåçîê s
èç SL;

• ÍÀÄ(s, SL) � íàéòè èìÿ îòðåçêà, ðàñ-
ïîëîæåííîãî íåïîñðåäñòâåííî íàä s â SL;

• ÏÎÄ(s, SL) � íàéòè èìÿ îòðåçêà, ðàñ-
ïîëîæåííîãî íåïîñðåäñòâåííî ïîä s â SL.

Ïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ èçâåñòíà êàê
ñëîâàðü [1, 5], à âñå âûøåîïèñàííûå îïåðà-
öèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü çà âðåìÿ, ëîãàðèô-
ìè÷åñêè ñâÿçàííîå ñ åãî ðàçìåðîì, íàïðè-
ìåð, ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî òèïà áèíàð-
íûõ äåðåâüåâ ïîèñêà. Íà ïðàêòèêå èñïîëü-
çîâàíèå ïðîøèòîãî ñëîâàðÿ (ñ ïðÿìûì óïîò-
ðåáëåíèåì óêàçàòåëåé, åñëè àäðåñ s èçâåñ-
òåí) ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ôóíêöèè ÍÀÄ(s)
è ÏÎÄ(s) çà êîíñòàíòíîå âðåìÿ.

s3
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Äëÿ ðåãèñòðàöèè âñåõ ïåðåñå÷åíèé â
ñïèñêå òî÷åê ñîáûòèé íóæíî óìåòü ïîääåð-
æèâàòü îòíîøåíèå x>  â òå÷åíèå âñåãî ïðî-
öåññà çàìåòàíèÿ ïëîñêîñòè. Êàê óêàçàíî ðà-
íåå, óïîðÿäî÷åíèå x>  èçìåíÿåòñÿ òîëüêî â
íåêîòîðûõ àáñöèññàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
êîíöàìè îòðåçêîâ èëè òî÷êàìè èõ ïåðåñå-
÷åíèÿ. Â òî âðåìÿ êàê âñå êîíöû îòðåçêîâ
çàäàíû çàðàíåå, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ, íàéäåí-
íàÿ ïëîñêèì çàìåòàíèåì, äèíàìè÷åñêè ïî-
ðîæäàåò ñîáûòèå, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ,
äîëæíî çàïîìèíàòüñÿ è îáðàáàòûâàòüñÿ àë-
ãîðèòìîì â íóæíûé ìîìåíò. Çàìåòèì, ÷òî
â äåéñòâèòåëüíîñòè, âîçìîæíî, ïðèäåòñÿ
îáðàáîòàòü íåñêîëüêî äðóãèõ ñîáûòèé çà
âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà îáíàðóæåíèÿ
êàêîé-íèáóäü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äî ìîìåí-
òà åå îáðàáîòêè.

Íà ðèñ. 16 äàí ïðèìåð ïîäîáíîé ñèòóà-
öèè: òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ p îáíàðóæåíà â ìî-
ìåíò x1 (êîãäà îòðåçêè 1s  è 2s  còàëè ñìåæ-
íûìè); îäíàêî íåîáõîäèìî îáðàáîòàòü àáñ-
öèññû x2, x3, x4 è x6 ïåðåä îáðàáîòêîé ñîîò-
âåòñòâóþùåãî p ñîáûòèÿ x7. Áîëåå òîãî, ïðè
îáðàáîòêå ñîáûòèÿ x3 âîçíèêíåò òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ q, è ñâÿçàííîå ñ q ñîáûòèå x3
äîëæíî îáðàáàòûâàòüñÿ ðàíüøå ñîáûòèé x6
è x7. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñëå îáðàáîòêè
ñîáûòèÿ x3 îòðåçêè 1s  è 2s  ïåðåñòàíóò áûòü
ñìåæíûìè, è âíîâü ñòàíóò òàêîâûìè ïîñëå
îáðàáîòêè ñîáûòèÿ x5. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå

s1

s2

s3

s5

s4

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

p
q

Ðèñ. 16. Ïîðîæäåíèå íîâîãî ñîáûòèÿ x7
ïðè îáðàáîòêå ñîáûòèÿ x1

îòðåçêîâ 1s  è 2s  â òî÷êå ð áóäåò îáíàðóæå-
íî ïîâòîðíî, íî åãî âêëþ÷åíèå â ñïèñîê
òî÷åê ñîáûòèé óæå íå ïîòðåáóåòñÿ.

Èòàê, äëÿ îò÷åòà îáî âñåõ ïåðåñå÷åíèÿõ
ñòðóêòóðà äàííûõ Q, ñîçäàâàåìàÿ äëÿ ðàáî-
òû ñî ñïèñêîì òî÷åê ñîáûòèé, äîëæíà ïîä-
äåðæèâàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè (â Q õðà-
íèòñÿ ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå òî÷åê ñîáûòèé):

• MIN(Q) � îïðåäåëèòü íàèìåíüøèé
ýëåìåíò â Q è óäàëèòü åãî;

• ÂÑÒÀÂÈÒÜ(x, Q) � âñòàâèòü àáñöèñ-
ñó x â ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå, õðàíèìîå â Q;

• ÏÐÈÍÀÄËÅÆÈÒ(x, Q) � óçíàòü ïðè-
íàäëåæèò ëè àáñöèññà x ñïèñêó òî÷åê ñî-
áûòèé Q.

Óêàçàííàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé î÷åðåäü ñ ïðèîðèòåòîì, è, êàê
õîðîøî èçâåñòíî [5], ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé
ðåàëèçàöèè îíà ìîæåò ïîääåðæèâàòü âñå
âûøå îïèñàííûå îïåðàöèè çà âðåìÿ, ëîãà-
ðèôìè÷åñêè ñâÿçàííîå ñ åå ðàçìåðîì.

Òåïåðü ìîæíî îïèñàòü àëãîðèòì: ïðè
çàìåòàíèè ïëîñêîñòè âåðòèêàëüþ â êàæäîé
òî÷êå ñîáûòèÿ ñòðóêòóðà äàííûõ SL êîð-
ðåêòèðóåòñÿ è âñå ïàðû îòðåçêîâ, êîòîðûå
ñòàíîâÿòñÿ ñìåæíûìè ïðè ýòîé êîððåêòè-
ðîâêå, ïðîâåðÿþòñÿ íà ïåðåñå÷åíèå. Åñëè
êàêîå-íèáóäü ïåðåñå÷åíèå îáíàðóæåíî âïåð-
âûå, î íåì äàåòñÿ îò÷åò, è åãî àáñöèññà
âñòàâëÿåòñÿ â ñïèñîê òî÷åê ñîáûòèé Q. Áî-
ëåå ôîðìàëüíî ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ
âûðàæåíû â àëãîðèòìå ALL-SEGMENT-
INTERSECT (ëèñòèíã 6). Îòìåòèì, ÷òî â àë-
ãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíûé îáúåêò (ðà-
áî÷èé ïàðàìåòð) � î÷åðåäü A äëÿ âðåìåííî-
ãî (äî çàíåñåíèÿ â î÷åðåäü ñîáûòèé) õðàíå-
íèÿ îáíàðóæåííûõ ïåðåñå÷åíèé. Ïðè çàïè-
ñè àëãîðèòìà íà ïñåâäîêîäå ìû íå áóäåì
äåòàëèçèðîâàòü òèï îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ
ïàðû îòðåçêîâ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷èòàòåëü ïðè íå-
îáõîäèìîñòè ñäåëàåò ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî íà
îñíîâå èçëîæåííîãî â ðàçäåëå 4 ìàòåðèàëà.

Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà ALL-SEGMENT-
INTERSECT îñíîâàíà íà òîì, ÷òî â ïðîöåññå
åãî ðàáîòû íå áóäåò ïðîïóùåíî íè îäíîãî
èç ïåðåñå÷åíèé, ïîñêîëüêó ìîãóò ïåðåñå÷ü-
ñÿ òîëüêî ñìåæíûå îòðåçêè, ïðè÷åì âñå
ñìåæíûå ïàðû êîððåêòíî ïðîâåðÿþòñÿ, ïî
êðàéíåé ìåðå, îäíàæäû. Áîëåå òîãî, êàæ-
äîå ïåðåñå÷åíèå ðåãèñòðèðóåòñÿ ðîâíî îäèí
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Ëèñòèíã 6. Algorithm ALL-SEGMENT-INTERSECT (S) → W

Âõîä: ìíîæåñòâî S îòðåçêîâ }{ 21 ns,...,s,s , çàäàííûõ ñâîèìè êîíöàìè s =  ][ ba p,p
Âûõîä: W � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ )( s,s ′

1 Óïîðÿäî÷èòü 2n êîíöîâ îòðåçêîâ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïî x è y è ïîìåñòèòü èõ
â ïðèîðèòåòíóþ î÷åðåäü Q

2 A ← ∅
3 while  Q ≠ ∅ do
4 )Q(MINp ←
5 if  (p � ëåâûé êîíåö) then
6 s ←  îòðåçîê, êîíöîì êîòîðîãî ñëóæèò p
7 ÂÑÒÀÂÈÒÜ(s, SL)
8 1s ← ÍÀÄ(s, SL)
9 2s ← ÏÎÄ(s, SL)
10 if ( 1s  ïåðåñåêàåò s) then A ← A ∪ ( 1s , s)
11 if ( 2s  ïåðåñåêàåò s) then A ← A ∪ ( 2s , s)
12 else if (p � ïðàâûé êîíåö) then
13 s← îòðåçîê, êîíöîì êîòîðîãî ñëóæèò p
14 1s ← ÍÀÄ(s, SL)
15 2s ← ÏÎÄ(s, SL)
16 if ( 1s  ïåðåñåêàåò 2s  ñïðàâà îò p) then  A ← A ∪ ( 1s , 2s )
17 ÓÄÀËÈÒÜ(s, SL)
18 else {p � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ}
19 1 2( , )s s ←  îòðåçêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â p {ïðè÷åì 1s = ÍÀÄ( 2s ) ñëåâà îò p}
20 3s ← ÍÀÄ( 1s , SL)
21 4s ← ÏÎÄ( 2s , SL)
22 if ( 3s  ïåðåñåêàåò 2s  ñïðàâà îò p) then  A ← A ∪ ( 3s , 2s )
23 if ( 1s  ïåðåñåêàåò 4s  ñïðàâà îò p) then  A ← A ∪ ( 1s , 4s )
24 ïîìåíÿòü ìåñòàìè 1s  è 2s  â SL
25 end-if

end-if
{îáíàðóæåííûå ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäóåò çàíåñòè â î÷åðåäü ñîáûòèé Q}

26 while A ≠ ∅ do
27 ( , )s s A′ ←
28 x ← îáùàÿ àáñöèññà s è s′
29 if not ÏÐÈÍÀÄËÅÆÈÒ(x, Q) then
30 Äîáàâèòü ( , )s s′  â âûõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü W
31 ÂÑÒÀÂÈÒÜ(x, Q)
32 end-if
33 end-do
34 end-do

ðàç, ïîñêîëüêó, êîãäà åãî àáñöèññà âñòàâëÿ-
åòñÿ â Q, ïðîâåðêà â ñòðîêå 29 ïðåäóïðåæ-
äàåò íåæåëàòåëüíûå ïîâòîðû.

Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Çàìåòèì,
÷òî îïåðàöèÿ ñòðîêè 1 (íà÷àëüíàÿ ñîðòè-
ðîâêà) âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ )log( nnO .
Áëîêè 6�11, 13�17 è 19�24 âûïîëíÿþòñÿ
êàæäûé çà âðåìÿ )(log nO , ïîñêîëüêó êàæ-
äàÿ îïåðàöèÿ íà ñòðóêòóðå äàííûõ SL óêëà-

äûâàåòñÿ â òàêóþ âðåìåííóþ îöåíêó â õóä-
øåì ñëó÷àå, à ïðîâåðêà ïîïàðíîãî ïåðåñå-
÷åíèÿ òðåáóåò êîíñòàíòíîãî âðåìåíè. Äëÿ
êàæäîãî ñîáûòèÿ, òî åñòü äëÿ êàæäîãî èñ-
ïîëíåíèÿ ãëàâíîãî öèêëà while (ñòðîêà 3),
ýòè òðè áëîêà ÿâëÿþòñÿ âçàèìîèñêëþ÷àþ-
ùèìè. Åñëè ÷åðåç k îáîçíà÷èòü ÷èñëî ïå-
ðåñå÷åíèé, âñòðå÷åííûõ àëãîðèòìîì, òî
ãëàâíûé öèêë while âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî
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2n + k ðàç. Íà êàæäîì øàãå öèêëà îáíàðó-
æèâàåòñÿ è çàíîñèòñÿ â ðàáî÷óþ î÷åðåäü A
íå áîëåå äâóõ ïåðåñå÷åíèé. Çàìåòèì, ÷òî
êàêîå-íèáóäü îäíî ïåðåñå÷åíèå ìîæíî ïî-
âòîðíî îáíàðóæèâàòü (íà ðàçíûõ øàãàõ öèê-
ëà) ìíîãî ðàç (ñì. ðèñ. 17).

Îäíàêî, åñëè ñîîòíåñòè êàæäóþ ïåðå-
ñåêàþùóþñÿ ïàðó ñ òåì âûïîëíåíèåì ãëàâ-
íîãî öèêëà while, íà êîòîðîì îíà îáíàðó-
æåíà, òî ñòàíåò ÿñíî, ÷òî îáùåå ÷èñëî îá-
íàðóæåííûõ ïåðåñå÷åíèé ðàâíî )( knO + .
Ïîýòîìó ñòðîêà 29 (ïðîâåðêà ïåðåä ïåðå-
íîñîì ïåðåñå÷åíèÿ èç ðàáî÷åé î÷åðåäè A â
î÷åðåäü ñîáûòèé Q) âûïîëíÿåòñÿ )( knO +
ðàç, à êàæäîå âûïîëíåíèå òðåáóåò

)(log))(log( nOknO =+  âðåìåíè, ïîñêîëü-

êó k ≤ 
2

1)n(n −
 = )( 2nO . Ñëåäîâàòåëüíî,

îáùàÿ îöåíêà âðåìåíè ãëàâíîãî öèêëà while,
ðàâíà )log(( n)knO + , ÷òî, î÷åâèäíî, ïðå-
âîñõîäèò îöåíêó øàãà íà÷àëüíîé ñîðòèðîâ-

êè. Îòñþäà èìååì, ÷òî íà ìíîæåñòâå èç n
îòðåçêîâ ìîæíî îáíàðóæèòü k ïåðåñå÷åíèé
çà âðåìÿ ))log(( nknO + . Â èòîãå ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Íà ìíîæåñòâå èç n îò-
ðåçêîâ ìîæíî ðåøèòü Çàäà÷ó 2 (ÂÏÎ) è íàé-
òè âñå k ïåðåñå÷åíèé çà âðåìÿ

))log(( nknO + .
Àëãîðèòì ALL-SEGMENT-INTERSECT çíà-

÷èòåëüíî ëó÷øå, ÷åì «ëîáîâîé» ìåòîä, åñëè
÷èñëî ïåðåñå÷åíèé äîñòàòî÷íî ìàëî, íàïðè-
ìåð, k = O(n). Îäíàêî ïðè k = Ω(n2) (ìàê-

ñèìàëüíîå çíà÷åíèå k åñòü 
2

1)n(n −
, ñì. ðèñ.

18) âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ñîñòàâèò

)log( 2 nnO , ÷òî õóæå, ÷åì ó «ëîáîâîãî» àë-
ãîðèòìà. Äåëî â òîì, ÷òî àëãîðèòì ALL-
SEGMENT-INTERSECT íå äîñòèãàåò íèæíåé
ãðàíèöû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæíî íàäå-
ÿòüñÿ íà ïîëó÷åíèå àëãîðèòìà ñëîæíîñòè

)log( nnkO + , ïîñêîëüêó )log( nnΩ  åñòü
íèæíÿÿ îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ïî çàäà÷å ÏÏÏÎ,
à âðåìÿ ôîðìèðîâàíèÿ îò÷åòà î ïåðåñå÷åíè-
ÿõ åñòü O(k). Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè ñþ-
æåòà î ðàçðàáîòêå îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà
ñëîæíîñòè )log( nnkO +  [1], îòìåòèì, ÷òî

òàêîé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò (ñì., íà-
ïðèìåð, [6]), íî åãî îïèñàíèå âûõî-
äèò çà ðàìêè íàøåãî èçëîæåíèÿ.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåò íåîáõî-
äèìîñòè íàõîäèòü âñå ïåðåñå÷åíèÿ, à
ðå÷ü èäåò ëèøü î ïðîâåðêå íàëè÷èÿ
ïåðåñå÷åíèé (çàäà÷à 1 � ÏÏÏÎ), ïðè-
ìåíåíèå ñõåìû ñ çàìåòàíèåì çíà÷è-
òåëüíî óïðîùàåòñÿ. Ãëàâíîå îòëè÷èå
ñâÿçàíî ñî ñòðóêòóðîé äàííûõ äëÿ
ñïèñêà òî÷åê ñîáûòèé. Òåïåðü íå
òðåáóåòñÿ îáðàáîòêà ñîáûòèé, ñâÿ-
çàííûõ ñ ïåðåñå÷åíèÿìè, òàê êàê àë-

s1

s2

s3

s4

s5

s6

Ðèñ. 18. Ïðèìåð ïåðåñå÷åíèÿ

øåñòè îòðåçêîâ 6
1}{ is

â 15 òî÷êàõ. Â îáùåì ñëó÷àå
n îòðåçêîâ äàäóò â àíàëîãè÷íîé

ñèòóàöèè 
2

1)n(n −
 ïåðåñå÷åíèé

s1

s2

s3
s4 s5 s6 s7

p

Ðèñ. 17. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ p
îòðåçêîâ s1 è s2 áóäåò ïîâòîðíî

îáíàðóæèâàòüñÿ ïðè îáðàáîòêå ñîáûòèé,
ñâÿçàííûõ ñ ïðàâûìè êîíöàìè îòðåçêîâ

s3, s4, s5, s6, s7,
òî åñòü âñÿêèé ðàç, êîãäà îòðåçêè s1 è s2
âíîâü ñòàíîâÿòñÿ ñìåæíûìè â ñòàòóñå

çàìåòàþùåé ïðÿìîé
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ãîðèòì çàêîí÷èòñÿ ïðè ïåðâîì æå îáíàðó-
æåíèè ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîýòîìó ñïèñîê ñî-
áûòèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì ìàñ-
ñèâîì, ñîäåðæàùèì 2n èñõîäíûõ êîíöå-
âûõ òî÷åê. Ñîîòâåòñòâóþùóþ óïðîùåííóþ
âåðñèþ àëãîðèòìà, ðàáîòàþùåãî çà âðåìÿ

)log( nnO , ìîæíî íàéòè â [1] èëè [5]. Îò-
ñþäà ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ôàêò ïåðåñå÷åíèÿ êà-
êîé-ëèáî ïàðû èç n îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòè
ìîæíî óñòàíîâèòü çà îïòèìàëüíîå âðåìÿ

)log( nnΘ .
Èç óòâåðæäåíèÿ 2 äîïîëíèòåëüíî âûòå-

êàåò

Ñëåäñòâèå. Çà âðåìÿ )log( nnO  â õóä-
øåì ñëó÷àå ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

Çàäà÷à 3. ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß
ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ (ÏÏÌ).

Çàäà÷à 4. ÒÅÑÒ ÏÐÎÑÒÎÒÛ ÌÍÎÃÎ-
ÓÃÎËÜÍÈÊÀ (ÒÏÌ).

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðèìåíåííûé â çàäà÷å ïåðåñå÷åíèÿ îò-
ðåçêîâ ìåòîä çàìåòàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâ-
íûì ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ìíîãèõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïåðå÷èñ-
ëèì ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� ãåîìåòðè÷åñêèé ïîèñê: ìåòîä ïîëîñ,
ìåòîä öåïåé (ïðåäîáðàáîòêà) [1];

� ðàçáèåíèå ïðîñòîãî ìíîãîóãîëüíèêà
íà ìîíîòîííûå ìíîãîóãîëüíèêè [1];

� ïåðåñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå è äðóãèå
õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ [1];

� ïîñòðîåíèå äèàãðàì-
ìû Âîðîíîãî è òðèàí-
ãóëÿöèè Äåëîíå
[7].


