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Èâàíîâ Ñåðãåé Ãåîðãèåâè÷

ÓÇËÛ ÒÐÈÂÈÀËÜÍÛÅ È ÍÅÒÐÈÂÈÀËÜÍÛÅ

Çàíèìàÿñü êàêèì-íèáóäü ïðåäìåòîì èç
ðåàëüíîé æèçíè, ìàòåìàòèêè îáû÷íî çàìå-
íÿþò åãî ïîäõîäÿùèì àáñòðàêòíûì îáúåê-
òîì. Íàïðèìåð, âåðåâî÷íûé óçåë áûë ïðå-
âðàùåí â óçåë ìàòåìàòè÷åñêèé.

Îäíèì èç âîïðîñîâ, ïîáóäèâøèõ ìàòå-
ìàòèêîâ çàíÿòüñÿ óçëàìè, áûë âîïðîñ î òîì,
êàêèå óçëû ìîæíî ðàçâÿçàòü, íå ïîðâàâ, à
êàêèå íåëüçÿ. Ñ ýòîé çàäà÷åé ñâÿçûâàþò çíà-
ìåíèòîå âûðàæåíèå «ðàçðóáèòü Ãîðäèåâ
óçåë», íî íåïîíÿòíî, ÷òî âñå-òàêè ðàçðóáèë
Àëåêñàíäð Ìàêåäîíñêèé � çàïóòàííûé óçåë,
íåðàçâÿçûâàåìûé óçåë ñ âìîíòèðîâàííûìè
â êîëåñíèöó êîíöàìè, èëè óçåë-ãîëîâîëîì-
êó, êîòîðûé ìîæíî áûëî ðàçâÿçàòü îñòðî-
óìíûì, íåñòàíäàðòíûì ïðèåìîì.

Çäåñü îòìåòèì ðàçëè÷èå ìåæäó âåðåâî÷-
íûì è ìàòåìàòè÷åñêèì óçëîì: ó âåðåâêè,
çàâÿçàííîé óçëîì, åñòü êîíöû. Íî âåðåâêó
ðàçâÿçàòü ìîæíî âñåãäà, ïðîòàñêèâàÿ îäèí
åå êîíåö ïîî÷åðåäíî ÷åðåç ïåòëè óçëà. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû çàäà÷à î ðàçâÿçûâàíèè óçëà ñòà-
ëà íåòðèâèàëüíîé, ñëåäóåò èçáàâèòüñÿ îò êîí-
öîâ âåðåâêè � íàïðèìåð, çàêðåïèâ èõ èëè
ñîåäèíèâ äðóã ñ äðóãîì (ðèñ. 1).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ñîâñåì ýê-
çîòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè (íàïðèìåð, óçëû ñ
áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ïåòåëü, êàê íà
ðèñ. 2), ïðèìåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå. Ïîëèãîíàëüíûì óçëîì íà-
çûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ ñâÿçíàÿ íå èìåþùàÿ òî-
÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëî-
ìàíàÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ.

Åñëè â ýòîì îïðåäåëåíèè ïðåíåáðå÷ü
ñâÿçíîñòüþ, òî ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëåíèå ïî-
ëèãîíàëüíîãî çàöåïëåíèÿ.

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ïîëèãîíàëüíûå
óçëû, à íà ðèñ. 4 � ïîëèãîíàëüíûå çàöåïëå-
íèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ óçëàìè.

Ïîñêîëüêó äàëåå â ñòàòüå áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî ïîëèãîíàëüíûå óçëû è çàöåï-
ëåíèÿ, ñëîâî «ïîëèãîíàëüíûé» áóäåò äëÿ
êðàòêîñòè îïóñêàòüñÿ.

ÊÀÊ ÍÀÐÈÑÎÂÀÒÜ ÓÇÅË

Ïðè èçîáðàæåíèè óçëà âûáèðàþò òàêóþ
òî÷êó, ÷òîáû

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Îò ðåäàêöèè: ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îáñóæäåíèþ çàäà÷è «Óçåëîê íà ïàìÿòü» êîíêóðñà
ÊÈÎ-2007 è ïîñòðîåíà íà îáçîðå ñòàòüè Î.ß. Âèðî «Ðàñêðàøåííûå óçëû» (æóðíàë «Êâàíò»,
¹ 3, 1981) è êíèãè À.Á. Ñîñèíñêîãî «Óçëû è êîñû» (ÌÖÍÌÎ, 2001).
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1) óçåë öåëèêîì ëåæàë â îäíîé ïîëóïëîñ-
êîñòè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó,

2) ÷òîáû íèêàêèå òðè çâåíà íå êàçàëèñü
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî óñëîâèÿ ìîæíî äî-
ñòè÷ü, îòîäâèíóâ òî÷êó äîñòàòî÷íî äàëåêî
îò óçëà. Äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî óñëîâèÿ,
åñëè îíî åùå íå âûïîëíåíî, äîñòàòî÷íî íå-
ìíîãî «ïîøåâåëèòü» òî÷êó.

Åñëè èçîáðàæåíèÿ äâóõ çâåíüåâ óçëà ïå-
ðåñåêàþòñÿ, íåîáõîäèìî óêàçàòü, êàêîå èç
íèõ äàëüíåå, à êàêîå áëèæíåå. Äëÿ ýòîãî
äàëüíåå çâåíî ïðåðûâàþò, êàê ýòî ñäåëàíî
íà ðèñ. 3 è 4.

Èçîáðàæåíèå óçëà, ïîëó÷åííîå ñ âûïîë-
íåíèåì ýòèõ ïðàâèë, íàçûâàþò äèàãðàììîé
óçëà.

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÎÁ ÎÄÈÍÀÊÎÂÎ
ÇÀÓÇËÅÍÍÛÕ ÓÇËÀÕ

Âåðåâî÷íûå êîëüöà, êîòîðûå ïîëó÷àþò-
ñÿ äðóã èç äðóãà íåïðåðûâíûìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè, ëîãè÷íî íàçûâàòü îäèíàêîâî çàóç-
ëåííûìè.

Äëÿ ïîëèãîíàëüíûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé
ïîíÿòèå îäèíàêîâîé çàóçëåííîñòè ïðåâðàùà-
åòñÿ â ïîíÿòèå èçîòîïíîñòè.

Äâà óçëà (ñîîòâåòñòâåííî, äâà çàöåïëå-
íèÿ) íàçûâàþò èçîòîïíûìè, åñëè îò îäíîãî
ê äðóãîìó ìîæíî ïåðåéòè ñ ïîìîùüþ ýëå-
ìåíòàðíûõ èçîòîïèé. Ýëåìåíòàðíàÿ èçîòî-
ïèÿ � ýòî çàìåíà îäíîãî çâåíà óçëà (çàöåï-
ëåíèÿ) äâóìÿ íîâûìè îòðåçêàìè, êîòîðûå
âìåñòå ñ íèì îáðàçóþò êîíòóð òðåóãîëüíè-

êà, ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ ïðåæíèì óçëîì òîëü-
êî ïî çàìåíåííîìó çâåíó, èëè îáðàòíàÿ îïå-
ðàöèÿ � çàìåíà äâóõ ñìåæíûõ çâåíüåâ îä-
íèì îòðåçêîì, êîòîðûé âìåñòå ñ íèìè îá-
ðàçóåò êîíòóð òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþùå-
ãîñÿ ñ ïðåæíèì óçëîì òîëüêî ïî çàìåíåí-
íûì çâåíüÿì. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû äâà óçëà,
îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ýëå-
ìåíòàðíîé èçîòîïèåé.

Óçåë, èçîòîïíûé êîíòóðó òðåóãîëüíè-
êà, íàçûâàþò òðèâèàëüíûì.

Óçëû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 5, òðèâè-
àëüíû (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ
èçîòîïèé, ñîåäèíÿþùèõ èõ ñ òðåóãîëüíè-
êîì, ïîêàçàíà íà ðèñ. 6).

Òðèâèàëüíûå óçëû ìîãóò áûòü âåñüìà
çàìûñëîâàòûìè.

Óïðàæíåíèå 1.
Äîêàæèòå èçîòîïíîñòü óçëîâ íà ðèñ. 3à

è 3á.
Óïðàæíåíèå 2.
Äîêàæèòå òðèâèàëüíîñòü óçëîâ íà ðèñ. 7.

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

...êàêèå óçëû ìîæíî ðàçâÿçàòü, íå ïîðâàâ,
à êàêèå íåëüçÿ.

à)        á)       â)      ã) à)      á)             â)    ã)



44

Èâàíîâ Ñ.Ã.

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 2, 2007 ã.

ÊÀÊ ÄÎÊÀÇÛÂÀÒÜ
ÍÅÈÇÎÒÎÏÍÎÑÒÜ ÓÇËÎÂ

Îïðåäåëåíèå èçîòîïíîñòè ñòàâèò ïðîáëå-
ìó: ñóùåñòâóþò ëè íåèçîòîïíûå óçëû? È ÷à-
ñòíûé ñëó÷àé ýòîé ïðîáëåìû: ñóùåñòâóþò
ëè óçëû, íåèçîòîïíûå òðèâèàëüíîìó?

Ìû çíàåì, ÷òî ñëîæíûå íà âèä óçëû ìî-
ãóò îêàçàòüñÿ òðèâèàëüíûìè (ñì. óïðàæíå-
íèå 2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìû ïîïûòà-
åìñÿ ðàçâÿçàòü âåðåâî÷íîå êîëüöî íà ðèñ. 8 à,
òî ïîéìåì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Íî êàê
äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå
ðàññóæäåíèå? Êàê äîêàçàòü íåòðèâèàëüíîñòü
óçëà íà ðèñ. 8 á? (Ýòîò óçåë íàçûâàþò òðè-
ëèñòíèêîì.)

Íåòðèâèàëüíîñòü óçëà � ýòî íåâîçìîæ-
íîñòü ïðåâðàùåíèÿ åãî â òðèâèàëüíûé óçåë
ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ èçîòîïèé. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè ïðåâðàùåíèÿ
îäíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà â äðóãîé
ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèé ÷àñòî èñïîëüçóþò íå-
êîòîðûé èíâàðèàíò (îò ëàòèíñêîãî ñëîâà
«íåèçìåííûé») � ñâîéñòâî, êîòîðîå ñîõðà-
íÿåòñÿ â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé, è êîòî-
ðûì îáëàäàåò ïåðâîíà÷àëüíûé îáúåêò è íå
îáëàäàåò îáúåêò, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå
ïðåîáðàçîâàíèé.

Ñâîéñòâî óçëà, ñîõðàíÿþùååñÿ ïðè ýëå-
ìåíòàðíûõ èçîòîïèÿõ, íàçûâàþò èíâàðèàí-
òíûì ñâîéñòâîì èëè ïðîñòî èíâàðèàíòîì
óçëà. Â òåîðèè óçëîâ èçó÷àþò ãëàâíûì îá-
ðàçîì èõ èíâàðèàíòíûå ñâîéñòâà. Ïðèìå-
ðîì èíâàðèàíòíîãî ñâîéñòâà ìîæåò ñëóæèòü

òðèâèàëüíîñòü. Ìîæíî ïðèäóìàòü ìíîãî
äðóãèõ èíâàðèàíòíûõ ñâîéñòâ óçëà � íàïðè-
ìåð, íàèìåíüøåå èç ÷èñåë çâåíüåâ è íàèìåíü-
øåå èç ÷èñåë ñêðåùèâàíèé â äèàãðàììàõ èçî-
òîïíûõ åìó óçëîâ. Íî ïðîâåðêà òàêèõ èíâà-
ðèàíòîâ ïî äèàãðàììå � ñëîæíàÿ çàäà÷à.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåòðèâèàëüíîñòè
óçëà ìîæåò ïîìî÷ü ëåãêî âû÷èñëèìûé èí-
âàðèàíò, îïðåäåëÿþùèéñÿ íåïîñðåäñòâåííî
ïî äèàãðàììå óçëà.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÀ

Äèàãðàììà óçëà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ëîìàíûõ, ïîñêîëüêó íå-
êîòîðûå çâåíüÿ íà äèàãðàììå ïðåðûâàþòñÿ.
Ýòè ëîìàíûå áóäåì íàçûâàòü ó÷àñòêàìè äè-
àãðàììû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåèçîòîïíîñòè óçëîâ
ïîëåçíî ðàñêðàøèâàòü èõ äèàãðàììû, ñî-
áëþäàÿ íåêîòîðûå ïðàâèëà.

Ðàñêðàñêó äèàãðàììû óçëà â òðè öâåòà
áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé, åñëè

1) êàæäûé åå ó÷àñòîê ðàñêðàøåí â îäèí
öâåò,

2) âáëèçè êàæäîé òî÷êè ñêðåùèâàíèÿ
ëèáî âñå òðè ó÷àñòêà ðàñêðàøåíû â îäèí
öâåò, ëèáî âñòðå÷àþòñÿ âñå òðè öâåòà.

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

à)               á)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåèçîòîïíîñòè óçëîâ
ïîëåçíî ðàñêðàøèâàòü èõ äèàãðàììû...

à)                         á)
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Óïðàæíåíèå 3.
Äîêàæèòå, ÷òî äèàãðàììû óçëîâ, èçîá-

ðàæåííûå íà ðèñ. 6 è 7, íåëüçÿ ïðàâèëüíî
ðàñêðàñèòü, èñïîëüçîâàâ âñå òðè öâåòà (òî
åñòü ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà óçëîâ ìîæåò áûòü
òîëüêî îäíîöâåòíîé).

Óïðàæíåíèå 4.
Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ

ðàñêðàñîê äèàãðàììû òðèëèñòíèêà (ðèñ. 8 á)
ðàâíî 9.

Òåîðåìà 1 (îñíîâíàÿ òåîðåìà î òðåõöâåò-
íûõ ðàñêðàñêàõ). Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ
ðàñêðàñîê äèàãðàììû óçëà â òðè öâåòà ÿâ-
ëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëà.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äèàãðàììà äîïóñêà-
åò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó, â êîòîðîé ó÷à-
ñòâóþò âñå òðè öâåòà, òî óçåë íåòðèâèàëåí.

Ýòî ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íåòðè-
âèàëüíîñòü òðèëèñòíèêà è ìíîãèõ äðóãèõ
óçëîâ.

Òåîðåìà 1 äàåò âîçìîæíîñòü äîêàçàòü íå-
èçîòîïíîñòü óçëîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, íî íå
äàåò óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà.
Íàïðèìåð, óçëû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 3à è
3á, íåòðèâèàëüíû, íî ýòî íåâîçìîæíî äîêà-
çàòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëüíûõ òðåõöâåòíûõ
ðàñêðàøèâàíèé.

Óïðàæíåíèå 5.
Ïîñòðîéòå áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü óçëîâ, ó êîòîðûõ êîëè÷åñòâà ïðàâèëü-
íûõ òðåõöâåòíûõ ðàñêðàñîê äèàãðàìì ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íû (ïî òåîðåìå 1 êàæäûå äâà
óçëà ýòîé ñåðèè íåèçîòîïíû).

Òåîðåìà 1 âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ
òåîðåì, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ íå ñëîæ-
íû, íî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè. Ïðèëåæíûé
÷èòàòåëü ñìîæåò íàéòè èõ ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåîðåìà 2. Âñÿêóþ ýëåìåíòàðíóþ èçî-
òîïèþ çàöåïëåíèÿ ìîæíî çàìåíèòü êîíå÷-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ
èçîòîïèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èçìåíÿåò äè-
àãðàììó çàöåïëåíèÿ îäíèì èç ñïîñîáîâ,
èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 9.

Íàïðèìåð, ýëåìåíòàðíóþ èçîòîïèþ, èçîá-
ðàæåííóþ íà ðèñ. 10, ìîæíî çàìåíèòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ èçîòîïèé, ïî-
êàçàííûõ íà ðèñ. 11 (öèôðàìè óêàçàí ïîðÿ-
äîê âûïîëíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ èçîòîïèé).

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

à)                         á)

â)                        ã)

ä)                        å)

æ)                         ç)

Ðèñ. 11

1

2

3

4

5
6

7
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Èâàíîâ Ñ.Ã.
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Òåîðåìà 3. Ìåæäó ïðàâèëüíûìè òðåõ-
öâåòíûìè ðàñêðàñêàìè äèàãðàìì, ïîëó÷à-
þùèõñÿ äðóã èç äðóãà îïåðàöèÿìè, èçîáðà-
æåííûìè íà ðèñ. 9, ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñêðàñêàõ íåèçìåíÿ-
þùèåñÿ ÷àñòè äèàãðàìì ðàñêðàøåíû îäè-
íàêîâî.

Ïðèìå÷àíèå.
Îïèðàÿñü íà òåîðåìó 2, ìîæíî äîêàçàòü

èíâàðèàíòíîñòü ëþáîãî èíâàðèàíòà, îïðå-
äåëÿåìîãî ïî äèàãðàììå. Ïîïûòàéòåñü ïðè-
äóìàòü íîâûé èíâàðèàíò è äîêàçàòü åãî èí-
âàðèàíòíîñòü òàêèì îáðàçîì.

ÀËÃÎÐÈÒÌ «ÐÀÇÂßÇÛÂÀÍÈß» ÓÇËÀ

Ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà «ðàç-
âÿçûâàåò» «ðàçâÿçûâàåìûé» óçåë, òî åñòü
ïðèâîäèò åãî ê òðèâèàëüíîìó.

Ðèñ. 12.

Ïåðâûé øàã â ðåøåíèè ýòîé
çàäà÷è ñîñòîèò â ñâåäåíèè ïðî-
ñòðàíñòâåííîé çàäà÷è ê áîëåå
ïðîñòîé çàäà÷å ïðèìåíåíèÿ ïðî-
ñòûõ îïåðàöèé ê êðèâûì íà ïëîñ-
êîñòè. Ýòè îïåðàöèè ïðèäóìàë â
1920-õ ãîäàõ íåìåöêèé ìàòåìà-
òèê Ðåéäåìåéñòåð (1893�1971),
îíè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 12. Äà-
ëåå äëÿ íàãëÿäíîñòè â ïåðåáðà-
ñûâàíèè ïåòåëü óçëà áóäåì èçîá-
ðàæàòü óçëû íå â âèäå ëîìàíûõ,
à â âèäå êðèâûõ ëèíèé.

Íà ðèñ. 13 ïðèâåäåí ïðèìåð
ðàçâÿçûâàíèÿ óçëà ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðà-
öèé.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé òðèâèàëüíûé
óçåë ìîæíî ðàçâÿçàòü ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïå-
ðàöèé. À èìåííî, èìååò ìåñòî

Ëåììà Ðåéäåìåéñòåðà. Åñëè óçåë òðè-
âèàëüíûé, òî åãî ïëîñêóþ äèàãðàììó ìîæ-
íî ðàñïóòàòü íà ïëîñêîñòè ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàöèé Ðåéäåìåéñòåðà.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎËÍÎÃÎ ÏÅÐÅÁÎÐÀ
Ñ ÇÀÏÎÌÈÍÀÍÈÅÌ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì «ðàç-
âÿçûâàíèÿ» óçëà.

Äèàãðàììà óçëà êîäèðóåòñÿ â âèäå ñòðî-
êè èç ÷èñåë (íîìåðîâ ïåðåêðåñòêîâ), áóêâ
Â, Í (îáîçíà÷àþùèõ ïðîõîä ñâåðõó èëè ñíè-
çó) è çíàêîâ +, � (îáîçíà÷àþùèõ îðèåíòà-
öèþ ïåðåêðåñòêîâ, ðèñ. 14).

Ðèñ. 13. ...àëãîðèòì «ðàçâÿçûâàíèÿ» óçëà.
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Óçëû òðèâèàëüíûå è íåòðèâèàëüíûå

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

Èâàíîâ Ñåðãåé Ãåîðãèåâè÷,
êàíäèäàò ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê,
íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè
ïðîäóêòèâíîãî îáó÷åíèÿ
ÈÑÌÎ ÐÀÎ.

Íàïðèìåð, óçåë íà ðèñóíêå 13 à êîäèðóåò-
ñÿ òàê: 1 (Â +) 2 (Â �) 3 (Â �) 3 (Í �) 4 (Â �) ...
1 (Í +) ...

Êîìïüþòåð àíàëèçèðóåò êîä äèàãðàììû
óçëà, íàõîäèò âñå âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè,
ê êîòîðûì ïðèìåíèìû îïåðàöèè, èçîáðà-
æåííûå íà ðèñóíêå 12, è âûïîëíÿåò èõ. Íà-
ïðèìåð, îí íàõîäèò ïåòåëüêó 3 (Â �) 3 (Í �) è
óäàëÿåò åå èç êîäà.

Ïðåîáðàçîâàíèå 1Ω : (Â �) (Í �) ïåðå-
âîäèòñÿ â ïóñòóþ ñòðîêó (ïåòåëüêà ðàñïðàâ-
ëÿåòñÿ ïî ìåõàíèçìó 1Ω ).

(Í �) (Â �)ïåðåâîäèòñÿ â ïóñòóþ ñòðîêó
(ïåòåëüêà ðàñïðàâëÿåòñÿ ïî ìåõàíèçìó 1Ω ).

Ïðåîáðàçîâàíèå 2Ω : (Â +)(Â �)(Í +)(Í �)
ïåðåâîäèòñÿ â ïóñòóþ ñòðîêó (íàëîæåíèå
äâóõ êðèâîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ ðàñïðàâëÿåò-
ñÿ ïî ìåõàíèçìó 2Ω ).

Ïðåîáðàçîâàíèå 2Ω : (Í +)(Í �) (Â +)(Â �)
ïåðåâîäèòñÿ â ïóñòóþ ñòðîêó (íàëîæåíèå
äâóõ êðèâîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ ðàñïðàâëÿåò-
ñÿ ïî ìåõàíèçìó 2Ω ).

Ïðåîáðàçîâàíèå 3Ω : (Â+)(Â�)(Â+)(H+)
(Í�)(Í+) ïåðåâîäèòñÿ â (Â�) (Â+) (H+)(Â+)
(Í+)(Í�) (ïåðåíîñ êðèâîëèíåéíîãî ó÷àñòêà
ïî ìåõàíèçìó 3Ω ).

Ïðåîáðàçîâàíèå 3Ω : (Í+)(Í�)(Í+)(Â+)
(Â�)(Â+) ïåðåâîäèòñÿ â (Í�)(Í+) (Â+)(Í+)
(Â+)(Â�) (ïåðåíîñ êðèâîëèíåéíîãî ó÷àñòêà
ïî ìåõàíèçìó 3Ω ).

Âñå ïîëó÷åííûå êîäû êîìïüþòåð çàïî-
ìèíàåò, äàëåå êàæäûé ïðåîáðàçóåò âñåìè
âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè.

Åñëè óçåë òðèâèàëüíûé, òî íàø ïåðåáîð-
íûé àëãîðèòì (â ñèëó ëåììû Ðåéäåìåéñòå-
ðà) ðàíî èëè ïîçäíî ïîëó÷èò «ïóñòîå ñëîâî»
(âñå ñèìâîëû êîäà áóäóò âû÷åðêíóòû).

Åñëè óçåë íåòðèâèàëüíûé, òî ïóñòîå
ñëîâî íå ïîëó÷èì íèêîãäà. Ïðàêòè÷åñêè â
ýòîì ñëó÷àå íàäî îãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî
øàãîâ ïåðåáîðà, è åñëè çà òàêîå êîëè÷å-
ñòâî øàãîâ íå óäàëîñü âû÷åðêíóòü âñå ñèì-
âîëû êîäà, òî ïðîãðàììà ïðèçíàåò óçåë íå-
òðèâèàëüíûì.

Ðèñ. 14.


