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Âñå ðàññìîòðåííûå â
[1] àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ
âûïóêëîé îáîëî÷êè â êà-
÷åñòâå îòâåòà çàäà÷è ïî-
ðîæäàëè óïîðÿäî÷åííóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàé-
íèõ òî÷åê âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè.

Òàêîå ðàññìîòðåíèå
çàäà÷è åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ñâÿçûâàåò åå ñ çà-

äà÷åé ñîðòèðîâêè. Äåéñòâèòåëüíî, íåîáõî-
äèìîñòü ïîëó÷åíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè êðàéíèõ òî÷åê òðåáóåò îò àë-
ãîðèòìà ñïîñîáíîñòè ïðÿìî èëè êîñâåííî
ïðîâîäèòü ñîðòèðîâêó. Î÷åâèäíà ñâÿçü çà-
äà÷è ñîðòèðîâêè è àëãîðèòìà Ãðýõåìà, êî-
òîðûé íà÷èíàåò ñ òîãî, ÷òî óïîðÿäî÷èâàåò

èñõîäíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïî ïîëÿðíîìó
óãëó. Ïåðåä òåì êàê ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
àíàëèçèðîâàòü äðóãèå àëãîðèòìû ïîñòðîå-
íèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè, âñïîìíèì îñíîâ-
íûå àëãîðèòìû, ðåøàþùèå çàäà÷ó ñîðòè-
ðîâêè.

Àëãîðèòì ñîðòèðîâêè � ýòî àëãîðèòì
äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ñ
îïðåäåëåííûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà íà ýòîì
ìíîæåñòâå. Ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûõ
ìåòîäà ñîðòèðîâêè. Ýòî ñîðòèðîâêà âñòàâ-
êàìè, âûáîðîì è îáìåíîì.

Èäåÿ ìåòîäà âñòàâîê (insertion sort) çàê-
ëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: íà êàæäîì øàãå
àëãîðèòìà âûáèðàåòñÿ îäèí èç ýëåìåíòîâ
âõîäíûõ äàííûõ è âñòàâëÿåòñÿ íà íóæíóþ
ïîçèöèþ â ðàíåå îòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàêèå øàãè ïîâòîðÿ-
þòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íàáîð âõîäíûõ äàí-
íûõ íå áóäåò èñ÷åðïàí (ñì. ðèñ. 1.1). Ñëîæ-
íîñòü òàêîãî àëãîðèòìà ïðè ñîðòèðîâêå n
ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿåò 2( )O n .

Ðèñ. 1.1. Ñîðòèðîâêà âñòàâêàìè. Âñòàâêà ÷èñëà 3 â îòñîðòèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1, 4, 6)
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Àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè. Âûïóêëûå îáîëî÷êè:
ñâÿçü ñ çàäà÷åé ñîðòèðîâêè è îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

Èäåÿ ñîðòèðîâêè âûáîðîì (selection sort)
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå íà êàæäîì øàãå íàè-
ìåíüøåãî èç åù¸ íå óïîðÿäî÷åííûõ ýëåìåí-
òîâ (ïðè ýòîì êàæäûé èç ðàíåå óïîðÿäî-
÷åííûõ ýëåìåíòîâ çàâåäîìî ìåíüøå êàæäî-
ãî èç åùå íå óïîðÿäî÷åííûõ) è ïåðåìåùå-
íèè åãî â êîíåö îòñîðòèðîâàííîé ÷àñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. ðèñ. 1.2). Ñëîæ-
íîñòü ïðîñòîãî àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè âû-
áîðîì äëÿ n ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿåò 2( )O n
Óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ ñîðòèðîâêà âûáîðîì,
èçâåñòíàÿ êàê ïèðàìèäàëüíàÿ ñîðòèðîâêà
(Heap sort), èìååò ñëîæíîñòü ( log )O n n .

Îáìåííàÿ ñîðòèðîâêà ìíîãîêðàòíî èñ-
ïîëüçóåò ñðàâíåíèÿ è, åñëè òðåáóåòñÿ, ïå-
ðåñòàíîâêó âûáðàííîé ïàðû ýëåìåíòîâ.
Âîïðîñ â òîì, êàêèå ïàðû è â êàêîì ïîðÿä-
êå âûáèðàþòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ è ïåðåñòàíî-
âîê. Ïðîñòàÿ îáìåííàÿ ñîðòèðîâêà («ïóçûðü-
êîâàÿ») ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàåò ñî-
ñåäíèå ïàðû ýëåìåíòîâ. Çà îäèí ïðîõîä îò
íà÷àëà ê êîíöó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëü-
øèé ýëåìåíò ïàðû ïðîäâèãàåòñÿ â íàïðàâ-
ëåíèè êîíöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîêà, â
ñâîþ î÷åðåäü, íå íàòêíåòñÿ íà åù¸ áîëü-
øèé, êîòîðûé ïðîäîëæèò ïðîäâèãàòüñÿ äàëü-
øå (ïîäîáíî âñïëûâàþùåìó ïóçûðüêó). Ïîñ-
ëå íåñêîëüêèõ òàêèõ ïðîõîäîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü óïîðÿäî÷èâàåòñÿ (ñì. ðèñ. 1.3). Ñëîæ-
íîñòü ïóçûðüêîâîé ñîðòèðîâêè åñòü 2( )O n .

Óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ îáìåííàÿ ñîðòè-
ðîâêà, èçâåñòíàÿ êàê «áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà»
(Quick sort), èìååò â õóäøåì ñëó÷àå ñëîæ-
íîñòü 2( )O n , îäíàêî â ñðåäíåì � ëèøü

( log )O n n , ïðè ýòîì íà ïðàêòèêå áûñòðàÿ

Ðèñ. 1.2. Ñîðòèðîâêà âûáîðîì

Ðèñ. 1.3. «Ïóçûðüêîâàÿ» ñîðòèðîâêà

ñîðòèðîâêà ðàáîòàåò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå,
÷åì äðóãèå àëãîðèòìû ñ îöåíêîé ( log )O n n .
Èäåÿ àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçäåëåíèè
èñõîäíîãî íàáîðà äàííûõ íà äâå ïðèëåãàþ-
ùèå ÷àñòè, òàê ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ïåðâîé
÷àñòè óïîðÿäî÷åí îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ýëå-
ìåíòà âòîðîé ÷àñòè; çàòåì àëãîðèòì ïðèìå-
íÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ê êàæäîé èç ÷àñòåé.

Åù¸ äâà âàæíûõ ìåòîäà ñîðòèðîâêè
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ìåòî-
äà âñòàâîê. Âî-ïåðâûõ, ýòî ñîðòèðîâêà ñëè-
ÿíèåì (Merge sort). Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî
àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè ìíîæå-
ñòâà ýëåìåíòîâ íà äâà ïîäìíîæåñòâà ïðè-
ìåðíî ðàâíîé ìîùíîñòè, ðåêóðñèâíîé ñîð-
òèðîâêå êàæäîãî èç íèõ, à çàòåì ñëèÿíèè
ðåçóëüòàòîâ (ñëèÿíèå ïîäîáíî âñòàâêå ýëå-
ìåíòîâ îäíîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà â
äðóãîå). Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ñîðòèðîâêè
ñëèÿíèåì äëÿ n ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿåò

( log )O n n . Âî-âòîðûõ, äëÿ ñîðòèðîâêè ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà,
ïîäîáíàÿ ñîðòèðîâêà íàçûâàåòñÿ ñîðòèðîâ-
êîé äâîè÷íûì äåðåâîì (Binary tree sort). Äëÿ
ýòîãî â èñõîäíî ïóñòîå äåðåâî ïîî÷åðåäíî
äîáàâëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, à çà-
òåì ïðîèçâîäèòñÿ ñèììåòðè÷íûé îáõîä [2]
äåðåâà ïîèñêà ñ âûïèñûâàíèåì âñåõ ýëåìåí-
òîâ ìíîæåñòâà â ñîîòâåòñòâèè ñ îòíîøåíè-
åì ïîðÿäêà. Âðåìÿ ðàáîòû ñîðòèðîâêè çàâè-
ñèò îò ðåàëèçàöèè áèíàðíîãî äåðåâà ïîèñêà
è â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ñáàëàíñèðîâàííî-
ãî äåðåâà ïîèñêà [2] ñîñòàâëÿåò ( log )O n n .

Ïîñêîëüêó âñå ïåðå÷èñëåííûå àëãîðèò-
ìû ñîðòèðîâêè óíèâåðñàëüíû, òî åñòü èñ-
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ïîëüçóþò òîëüêî ïîïàðíûå ñðàâíåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ, íå ó÷èòûâàÿ îñîáåííîñòè èõ âíóò-
ðåííåé ñòðóêòóðû, òî, ââåäÿ ïîäõîäÿùóþ
ôîðìàëüíóþ ìîäåëü (äåðåâüÿ ðåøåíèé),
ìîæíî ïîêàçàòü [2], ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ñîð-
òèðîâêà â õóäøåì ñëó÷àå òðåáóåò âðåìåíè

( log )n nW .
Âîçâðàòèìñÿ ê ñâÿçè ìåæäó çàäà÷åé ïî-

ñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà
òî÷åê è çàäà÷åé ñîðòèðîâêè. Óìåñòíî çàìå-
òèòü, ÷òî àíàëîãèÿ áóäåò áîëåå ñòðîãîé è
ïîëíîé, åñëè âñå òî÷êè èñõîäíîãî ìíîæå-
ñòâà ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîé îáîëî÷-
êè. Ýòî âïîëíå ïîíÿòíî, òàê êàê â çàäà÷å
ñîðòèðîâêè íåò àíàëîãà äëÿ âíóòðåííèõ òî-
÷åê âûïóêëîé îáîëî÷êè, êîòîðûå â èòîãå
íå âêëþ÷àþòñÿ â ðåçóëüòàò.

Èòàê, âñïîìíèì îñíîâíûå øàãè îáõîäà
Äæàðâèñà [1] äëÿ òî÷åê 

1{ }
n

ip :
1. Íàéòè çàâåäîìî êðàéíþþ òî÷êó

start
p ,

ïîëîæèòü current startp p¬ .
2. Íàéòè òî÷êó nextp , ñëåäóþùóþ íåïîñ-

ðåäñòâåííî çà òî÷êîé current
p â îáõîäå âû-

ïóêëîé îáîëî÷êè.
3. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàéòè âåðøè-

íû âûïóêëîé îáîëî÷êè, ïîëàãàÿ íà êàæäîì
øàãå current nextp p¬ .

ßñíî, ÷òî àëãîðèòì Äæàðâèñà ñîîòâåò-
ñòâóåò ñîðòèðîâêå ìåòîäîì âûáîðà: íà êàæ-
äîì øàãå âûáèðàåòñÿ òî÷êà, â íåêîòîðîì
îòíîøåíèè íàèìåíüøàÿ, è äîáàâëÿåòñÿ ê
âûïóêëîé îáîëî÷êå.

Àíàëîãîì ïîøàãîâîãî àëãîðèòìà ïîñò-
ðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè â ðåæèìå
«online» ÿâëÿåòñÿ ñîðòèðîâêà ìåòîäîì âñòà-
âîê. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âñòàâêå íà i -îì

øàãå òî÷êè ip  äëÿ íåå ïîäáèðàåòñÿ ïîäõî-
äÿùàÿ ïîçèöèÿ (â ðåçóëüòàòå íàõîæäåíèÿ
îïîðíûõ òî÷åê).

Êàê áûëî óêàçàíî ðàíåå, äëÿ ñîðòèðîâ-
êè n ýëåìåíòîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåáóåòñÿ
íå ìåíåå ( log )n nW  äåéñòâèé èëè, èíûìè
ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè
ìîæíî ïðåäúÿâèòü òàêèå âõîäíûå äàííûå,
÷òî åãî ïðèìåíåíèå ïîòðåáóåò íå ìåíåå

( log )n nW  îïåðàöèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ãîâî-
ðÿò, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà çàäà÷è ñîðòèðîâ-
êè ðàâíà ( log )n nW . Ìîæíî ëè óñòàíîâèòü
íèæíþþ ãðàíèöó çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà òî÷åê? Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ìîæíî, è ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî
èñïîëüçóåòñÿ ñâÿçü ýòîé çàäà÷è ñ çàäà÷åé
ñîðòèðîâêè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òàê
íàçûâàåìûì ïðåîáðàçîâàíèåì çàäà÷è ñîð-
òèðîâêè â çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè.

Îïðåäåëèì ïðîöåäóðó ïðåîáðàçîâàíèÿ
çàäà÷. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå çàäà÷è A è B, êî-
òîðûå ñâÿçàíû òàê, ÷òî çàäà÷ó À ìîæíî ðå-
øèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Èç èñõîäíûõ äàííûõ ê çàäà÷å A ñêîí-
ñòðóèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíûå
äàííûå ê çàäà÷å B.

2. Ðåøèòü çàäà÷ó B.
3. Èç ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ çàäà÷è B ïî-

ëó÷èòü ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è À.
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà-

÷à À ïðåîáðàçóåìà â çàäà÷ó B.
Ïîëó÷èì íèæíþþ ãðàíèöó âðåìåíè ïî-

ñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà
òî÷åê, îñíîâûâàÿñü íà ïðåîáðàçîâàíèè çà-
äà÷è ñîðòèðîâêè â çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
çàäà÷ó ñîðòèðîâêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç
n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë 

1{ }
n

ix . Èçâåñòíî, ÷òî
ýòó çàäà÷ó íåëüçÿ ðåøèòü àñèìïòîòè÷åñêè
áûñòðåå, ÷åì çà âðåìÿ ( log )n nW . Ðàññìîò-
ðèì âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (âõîäíûõ äàííûõ çàäà-
÷è ñîðòèðîâêè) âî ìíîæåñòâî òî÷åê 

1{ }
n

ix

íà ïëîñêîñòè 
1{( , )}
n

i iQ x y=  (âî âõîäíûå
äàííûå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè). Ïðåîáðàçóåì êàæäûé ýëåìåíò ix  â
òî÷êó 2

{( , )}i ix x  (ñì. ðèñ. 1.4).
Ðèñ. 1.4. Ñâÿçü çàäà÷è ñîðòèðîâêè ñ çàäà÷åé

ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè.
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ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

Çàòåì ðåøèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà Q çà íåêîòîðîå
âðåìÿ ( )T n . Â ðåçóëüòàòå, â ñèëó âûïóêëîñ-
òè ïàðàáîëû 2y x= , ïîñòðîåííàÿ âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ òî÷åê ìíî-
æåñòâà Q. Îäèí ïðîñìîòð ñïèñêà âåðøèí
âûïóêëîé îáîëî÷êè ïîçâîëÿåò ïðî÷èòàòü â
íóæíîì ïîðÿäêå çíà÷åíèÿ ix  (äëÿ ýòîãî íå-
îáõîäèìî íàéòè òî÷êó ñ ìèíèìàëüíîé àáñ-
öèññîé, à çàòåì, íà÷èíàÿ ñ íåå, ïåðå÷èñ-
ëèòü âñå âåðøèíû âûïóêëîé îáîëî÷êè ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Òàêèì îáðàçîì, â ïî-
ñòðîåííîì ïðåîáðàçîâàíèè çàäà÷ îáùåå
âðåìÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííûõ ìåæäó çàäà-
÷àìè ðàâíî ( )O n . Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû
çíàåì, ÷òî çàäà÷à ñîðòèðîâêè íå ìîæåò
áûòü ðåøåíà áûñòðåå, ÷åì çà ( log )n nW
øàãîâ. Ñâÿçàâ âñå âîåäèíî, ïîëó÷èì, ÷òî

( log ) ( ) ( )n n O n T nW £ + . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî íèæíÿÿ îöåíêà âðåìåíè ïîñòðîåíèÿ
âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà òî÷åê åñòü

( log )n nW . Êàê ìû âèäèì, àëãîðèòì Ãðýõå-
ìà äîñòèãàåò íèæíåé ãðàíèöû, òî åñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûì.

Ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî ìîæíî âåð-
íóòüñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïîøàãîâîãî àëãîðèò-
ìà ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè [1] ñî
ñëîæíîñòüþ 2( )O n  Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæ-
íî ëè óëó÷øèòü ýòîò àëãîðèòì äî äîñòèæå-
íèÿ íèæíåé ãðàíèöû? Ðàçóìíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî òàêàÿ öåëü ìîæåò áûòü äîñòèãíó-
òà, åñëè âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîðòèðîâêè
â ðåæèìå «online», â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå
áóäåò äîñòèãàòü íèæíåé ãðàíèöû çàäà÷è
ñîðòèðîâêè. Ñîðòèðîâêà äâîè÷íûì äåðåâîì
ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò ïîñòàâëåííûì
óñëîâèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâëÿÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí âûïóêëîé îáîëî÷-
êè ñ ïîìîùüþ ñáàëàíñèðîâàííîãî äåðåâà
ïîèñêà [2], îïîðíûå òî÷êè ìîæíî íàéòè çà
âðåìÿ ( log )O n n . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè â ðåæèìå
«online» ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ

( log )O n n .
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ãîâî-

ðèòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ëþáîé àëãîðèòì,
ñòðîÿùèé óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåðøèí âûïóêëîé îáîëî÷êè, íåçàâè-
ñèìî îò ðåàëèçóåìîãî èì ìåòîäà, ÿâëÿåòñÿ
çàìàñêèðîâàííûì àëãîðèòìîì ñîðòèðîâêè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè ïðåîáðàçóåòñÿ â çàäà÷ó
ñîðòèðîâêè (ôàêòè÷åñêè ýòî ïðåîáðàçîâà-
íèå îñóùåñòâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì Ãðýõåìà).

Íàïîìíèì, ÷òî àëãîðèòì Äæàðâèñà èìå-
åò ñëîæíîñòü ( )O nh , ãäå h � ÷èñëî âåðøèí
âûïóêëîé îáîëî÷êè. Óìåñòíî ïîñòàâèòü âîï-
ðîñ: êàêîâî ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèò-
ìà? Â ñâîþ î÷åðåäü, ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà çàâèñèò îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ âåëè÷èíû h, ðàçëè÷íîãî ïðè ðàçëè÷-
íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ êîîðäèíàò òî÷åê èñ-
õîäíîãî ìíîæåñòâà. Îêàçûâàåòñÿ [3], ÷òî ïðè
íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè òî÷åê àëãîðèòì

Äæàðâèñà ïîòðåáóåò â ñðåäíåì ( log )O n n

âðåìåíè, ÷òî ìåíüøå âðåìåíè ðàáîòû àëãî-
ðèòìà Ãðýõåìà.

2. ÄÐÓÃÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ÂÛÏÓÊËÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü àëãîðèòìû
ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà
òî÷åê, à çàòåì ê íèì íàõîäèëèñü àíàëîãè èç
àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè. Áóäåì äåéñòâîâàòü
îáðàòíûì îáðàçîì.

Îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî àëãîðèòìà ñîð-
òèðîâêè ñëèÿíèåì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ïîñò-
ðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè, èñïîëüçóþùèé
ìåòîä «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé». Ñóòü àëãîðèò-
ìà òàêîâà.

Ðèñ. 2.1. Ñëèÿíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê.
Âåðøèíû ðåçóëüòèðóþùåé îáîëî÷êè âûäåëåíû.
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Åñëè ÷èñëî çàäàííûõ òî÷åê n ìåíüøå
íåêîòîðîé êîíñòàíòû 0n , òî îáîëî÷êà âû-
÷èñëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðÿìûì ìåòîäîì (íà-
ïðèìåð, àëãîðèòìîì Äæàðâèñà). Åñëè æå n
áîëüøå 

0
n , òî ñíà÷àëà ìíîæåñòâî èç n òî-

÷åê ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà
äâà ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ïðèìåðíî
ïî / 2n  òî÷åê êàæäîå. Çàòåì ðåêóðñèâíî
èùóòñÿ âûïóêëûå îáîëî÷êè äëÿ äâóõ ýòèõ
ïîäìíîæåñòâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé
îáîëî÷êè ìíîæåñòâà èç n òî÷åê íåîáõîäè-
ìî îñóùåñòâèòü øàã ñëèÿíèÿ, òî åñòü îáúå-
äèíèòü óæå ïîñòðîåííûå îáîëî÷êè 1P  è 2

P

ïîäìíîæåñòâ (ñì. ðèñ. 2.1) çà âðåìÿ ( )O n .
Ïîëüçóÿñü óïîðÿäî÷åííîñòüþ âåðøèí

ñëèâàåìûõ îáîëî÷åê, òàêóþ ïðîöåäóðó ìîæ-
íî ïðåîáðàçîâàòü ê îáõîäó Ãðýõåìà. Îïè-
øåì øàã ïîñòðîåíèÿ îáîëî÷êè îáúåäèíå-
íèÿ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 1P  è 2

P  áî-
ëåå äåòàëüíî:

1. Íàéòè íåêîòîðóþ âíóòðåííþþ òî÷êó
p  ìíîãîóãîëüíèêà 1P . Â êà÷åñòâå òàêîé
âåðøèíû ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, öåíòðîèä
òðåõ ëþáûõ âåðøèí 1P . Âûáðàííàÿ òàêèì
îáðàçîì òî÷êà p  áóäåò âíóòðåííåé òî÷êîé

1 2( )CH P PÈ  (ñì. ðèñ. 2.2).
2. Îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà p  âíóò-

ðåííåé òî÷êîé 2P . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà
ëèíåéíîå âðåìÿ îò êîëè÷åñòâà âåðøèí â 

2
P

(òî÷êà p  � âíóòðåííÿÿ òî÷êà âûïóêëîãî
ìíîãîóãîëüíèêà P , åñëè ïðè îáõîäå P  ïðî-

p

P

P

1

2

Ðèñ. 2.2. Òî÷êà p íàõîäèòñÿ
âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà 

2
P .

Òàê êàê òî÷êà p íàõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî
âíóòðè îáîèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 

1
P  è 

2
P ,

òî èõ âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû ïî çíà÷åíèþ
ïîëÿðíîãî óãëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè p .
Ñëèÿíèå äâóõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ

âåðøèí ìîæíî âûïîëíèòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

p

P

P

1

2

v

Ðèñ. 2.3.  Òî÷êà p íàõîäèòñÿ
âíå ìíîãîóãîëüíèêà 

2
P .  Ìíîãîóãîëüíèê 

2
P

ðàçáèâàåòñÿ íà îñâåùåííóþ è çàòåíåííóþ
öåïè. Îñâåùåííóþ öåïü ìîæíî óäàëèòü,

à ñëèÿíèå âåðøèí âòîðîé öåïè
ñ óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà 

1
P  ìîæíî âûïîëíèòü

çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, p  âñå âðåìÿ ëåæèò
ñëåâà). Åñëè p  íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷-
êîé 

2
P , ïåðåéòè ê øàãó 4.

3. p  ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé 
2
P  (ñì.

ðèñóíîê 2.2). Âåðøèíû 1P  è 2P  îêàçûâàþò-
ñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ïî ïîëÿðíîìó óãëó îò-
íîñèòåëüíî òî÷êè p . Çà âðåìÿ ( )O n  ìîæ-
íî ïîëó÷èòü óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê âåðøèí
êàê 

1P , òàê è 
2
P , ïóòåì ñëèÿíèÿ ñïèñêîâ

âåðøèí ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (àíàëîãè÷íî
êàê â ñîðòèðîâêå MergeSort ïðè ñëèÿíèè
äâóõ îòñîðòèðîâàííûõ ìàññèâîâ â îäèí). Ïå-
ðåéòè ê øàãó 5.

4. p  íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé 2
P

(ñì. ðèñ. 2.3). Òàê æå êàê è â ïîøàãîâîì
àëãîðèòìå ïðåäñòàâèì, ÷òî â òî÷êå p  íà-
õîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà. Òîãäà
ãðàíèöà 2P  ðàñïàäåòñÿ íà îñâåùåííóþ è
çàòåí¸ííóþ öåïè. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðøè-
íû îñâåùåííîé öåïè ìîãóò áûòü óäàëåíû,
òàê êàê îíè áóäóò âíóòðåííèìè òî÷êàìè

1 2
( )CH P PÈ . Îñòàâøàÿñÿ (çàòåí¸ííàÿ) öåïü

2P  (âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè) è ãðàíè-
öà 1P  ïðåäñòàâëÿþò äâà óïîðÿäî÷åííûõ ñïèñ-
êà, ñîäåðæàùèõ â ñóììå íå áîëåå n âåð-
øèí. Çà âðåìÿ ( )O n  èõ ìîæíî ñëèòü â îäèí
ñïèñîê âåðøèí 

1 2
P PÈ , óïîðÿäî÷åííûé ïî

óãëó îòíîñèòåëüíî òî÷êè p .
5. Òåïåðü ê ïîëó÷åííîìó ñïèñêó ìîæíî

ïðèìåíèòü îáõîä Ãðýõåìà, òðåáóþùèé ëèøü
ëèíåéíîå âðåìÿ, è ïîëó÷èòü âûïóêëóþ îáî-
ëî÷êó 1 2

( )CH P PÈ .
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ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

       ,                         ,

                    ,             .

Îáîçíà÷èâ âðåìÿ ðàáîòû ýòîãî àëãîðèò-

ìà íà n òî÷êàõ êàê ( )T n , ïîëó÷èì:

1 0

2 0

( )
2 ( / 2)

c n n
T n

c n T n n n

<ì
= í

+ ³î

Òàê êàê ñ1 è ñ2 � êîíñòàíòû, òî
( ) ( log )T n O n n= .

Àíàëîãè÷íîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
âîçíèêàåò â àíàëèçå àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè
ñëèÿíèåì. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíîé
ðàçäåëèìîñòè (íàïðèìåð, ïî îñè àáñöèññ)
îáúåäèíÿåìûõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê ïðîöå-
äóðà îáúåäèíåíèÿ âûïóêëûõ îáîëî÷åê ñî-
ñòîÿëà áû â ïîèñêå âåðõíèõ è íèæíèõ «ìî-
ñòèêîâ» (ñì. ðèñ. 2.4).

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó, êî-
òîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùå-
íèå àëãîðèòìà áûñòðîé ñîðòèðîâêè. Òàêîé
àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ QuickHull.

Ñóòü àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà-
÷àëà èñõîäíîå ìíîæåñòâî èç n òî÷åê ðàçáè-
âàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà, âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà êàæäîãî èç íèõ áóäåò ñîäåðæàòü îäíó
èç äâóõ ëîìàíûõ, êîòîðûå ïðè ñîåäèíåíèè
îáðàçóþò âûïóêëóþ îáîëî÷êó. Äëÿ ðàçáèå-
íèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà íàéäåì äâå ðàç-
ëè÷íûå âåðøèíû (êðàéíèå òî÷êè) âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè A è B, òîãäà òî÷êè, ëåæàùèå
ñëåâà îò îðèåíòèðîâàííîãî îòðåçêà [ , ]A B ,
ñôîðìèðóþò âåðõíåå ïîäìíîæåñòâî, à ñïðà-
âà � íèæíåå. Â êà÷åñòâå òî÷êè A ìîæíî
âçÿòü òî÷êó ñ íàèìåíüøåé îðäèíàòîé èç âñåõ
òî÷åê, èìåþùèõ íàèìåíüøóþ àáñöèññó, à â
êà÷åñòâå òî÷êè B � òî÷êó ñ íàèìåíüøåé
îðäèíàòîé èç âñåõ òî÷åê, èìåþùèõ íàèáîëü-
øóþ àáñöèññó.

Ðèñ. 2.4. Ñëèÿíèå äâóõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê,
ëèíåéíî ðàçäåëèìûõ ïðÿìîé l

l

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè, ê
ïðèìåðó, âåðõíåãî ïîäìíîæåñòâà, íàéäåì
âåðøèíó C èòîãîâîé âûïóêëîé îáîëî÷êè èç
äàííîãî ïîäìíîæåñòâà, ðàçäåëÿþùóþ âûïóê-
ëóþ îáîëî÷êó íà äâå ÷àñòè. Íàïðèìåð, ýòó
âåðøèíó ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïëî-
ùàäü ABC∆  áûëà ìàêñèìàëüíà, à â ñëó÷àå
ðàâåíñòâà ïëîùàäåé � óãîë BACÐ  ìàêñè-
ìàëåí. Òî÷êà C îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå îñ-
òàëüíûõ òî÷åê ïîäìíîæåñòâà íà òðè ìíî-
æåñòâà: òî÷êè, ëåæàùèå ñëåâà îò [ , ]A C  (ëå-
âîå ìíîæåñòâî), ñïðàâà îò [ , ]B C  (ïðàâîå
ìíîæåñòâî) è âíóòðè èëè íà ãðàíèöå ABC∆
(òî÷êè ïîñëåäíåãî ìíîæåñòâà ìîæíî íå ðàñ-
ñìàòðèâàòü, òàê êàê îíè çàâåäîìî íå âõîäÿò
â âûïóêëóþ îáîëî÷êó) (ñì. ðèñ. 2.5). Äàëåå
ðåêóðñèâíî ñòðîÿòñÿ ÷àñòè âûïóêëûõ îáî-
ëî÷åê ëåâîãî è ïðàâîãî ìíîæåñòâ, çàòåì âû-
ïóêëûå öåïè ñöåïëÿþòñÿ â òî÷êå C.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàçäåëåíèå íà ëåâîå è
ïðàâîå ìíîæåñòâà â ñðåäíåì ñáàëàíñèðîâàí-
íîå, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, êàê è â áûñòðîé
ñîðòèðîâêå ( log )O n n . Îäíàêî â õóäøåì
ñëó÷àå ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ âðåìÿ 2( )O n .
Â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñ áûñòðîé ñîðòè-
ðîâêîé íåâîçìîæíî óïðàâëÿòü ñáàëàíñèðî-
âàííûì ðàçäåëåíèåì ìíîæåñòâ è ãàðàíòè-
ðîâàòü â ñðåäíåì âðåìÿ ðàáîòû ( log )O n n .

Ê ïðèìåðó, õóäøèé ñëó÷àé ìîæåò äîñ-
òèãàòüñÿ íà ñëåäóþùåì ìíîæåñòâå òî÷åê (ñì.
ðèñ. 2.6).

Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ ( log )n nW  ÿâëÿåòñÿ
íèæíåé îöåíêîé ñëîæíîñòè â õóäøåì ñëó-
÷àå, òåì íå ìåíåå, êîãäà ÷èñëî êðàéíèõ òî-
÷åê h ñóùåñòâåííî ìåíüøå n, ñëîæíîñòü àë-
ãîðèòìà ìîæåò áûòü óìåíüøåíà. Â 1986 ãîäó

Ðèñ. 2.5. Íà÷àëî áûñòðîãî àëãîðèòìà.
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ýòî ñîîáðàæåíèå ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàëè
Êèðêïàòðèê è Çàéäåëü, ðàçðàáîòàâøèå àñèì-
ïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé àëãîðèòì ñî ñëîæ-
íîñòüþ ( log )O n h . Ïîçæå, â 1994 ãîäó, Òè-
ìîòè ×åí ïðåäëîæèë áîëåå ïðîñòîé àëãî-
ðèòì òàêæå ñ òðóäîåìêîñòüþ ( log )O n h .

3. ÀËÃÎÐÈÒÌ
ÊÈÐÊÏÀÒÐÈÊÀ-ÇÀÉÄÅËß

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÂÛÏÓÊËÎÉ
ÎÁÎËÎ×ÊÈ

Êàê ðàíåå áûëî îòìå÷å-
íî, ëþáîé àëãîðèòì ïîñòðîå-
íèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè òðå-
áóåò â õóäøåì ñëó÷àå âðåìå-
íè ( log )n nW . Åñëè êîëè÷å-
ñòâî òî÷åê â èñõîäíîì ìíîæå-
ñòâå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïà-
ðàìåòðîì çàäà÷è, òî àëãîðèòì ñî âðåìåíåì
ðàáîòû ( log )O n n  ÿâëÿåòñÿ òàêæå è îïòè-
ìàëüíûì (íàïðèìåð, àëãîðèòì Ãðýõåìà). Îä-
íàêî ïðè ðàññìîòðåíèè äîïîëíèòåëüíîãî ïà-
ðàìåòðà � ðàçìåðà âûïóêëîé îáîëî÷êè h,
âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì,
àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå ýôôåêòèâíûé, ÷åì è
àëãîðèòì Ãðýõåìà ñî âðåìåíåì ðàáîòû

( log )O n n , è àëãîðèòì Äæàðâèñà ñî âðåìå-
íåì ðàáîòû ( )O nh  ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèÿõ h? Çíà÷åíèå h (ðàçìåð ðåçóëüòàòà çà-
äà÷è) ÿâëÿåòñÿ àïðèîðè íå èçâåñòíûì è ìî-
æåò âàðüèðîâàòüñÿ îò êîíñòàíòû äî n. Íèæå
áóäåò îïèñàí àëãîðèòì Êèðêïàòðèêà-Çàéäå-
ëÿ [4] ñî âðåìåíåì ðàáîòû ( log )O n h  (çàìå-
òèì, ÷òî ïðè òàêîé îöåíêå íåëüçÿ äàæå îò-
ñîðòèðîâàòü èñõîäíûå òî÷êè).

Àëãîðèòì Êèðêïàòðèêà-Çàéäåëÿ èñïîëü-
çóåò ìåòîä îòñå÷åíèÿ è ïîèñêà.

Ðèñ. 2.6. Âõîäíûå äàííûå, òðåáóþùèå
êâàäðàòè÷íîãî âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà

QuickHull.

Ðàññìîòðèì òî÷êè ñ ìèíèìàëüíîé è ìàê-
ñèìàëüíîé àáñöèññàìè èç èñõîäíîãî ìíîæå-
ñòâà Q (à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà àáñöèññ � ñ
ìàêñèìàëüíîé îðäèíàòîé), îáîçíà÷åííûå
êàê

min
p  è 

max
p . Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæå-

ñòâà Q ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïàðà
âûïóêëûõ öåïî÷åê � âåðõíåé îáîëî÷-

êè è íèæíåé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà
Q (ñì. ðèñ. 3.1 a). Îïèøåì àë-
ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé
îáîëî÷êè (ïðîöåäóðà ïîñòðî-
åíèÿ íèæíåé îáîëî÷êè àíà-
ëîãè÷íà). Ýòîò àëãîðèòì (ëè-
ñòèíã 1) ñòðîèò ðèñ. 3.1.

Îïèñàííûé àëãîðèòì ïðè-
íàäëåæèò ê êëàññó àëãîðèòìîâ

«ðàçäåëÿé è âëàñòâóé». Êëþ÷å-
âîé ìîìåíò ñîñòîèò â íàõîæäåíèè

âåðõíåãî ìîñòà íà øàãå 6 (ñì. ðèñ.
3.1 á). Âåðõíèé ìîñò � ýòî îòðåçîê ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùèé òî÷êó èç L è òî÷êó èç R, òà-
êèå ÷òî âñå òî÷êè èç L è R ëåæàò íèæå ýòîé
ïðÿìîé èëè íà ýòîì îòðåçêå. Äàëåå áóäåò
îòäåëüíî ïîêàçàíî, êàê ýòîò øàã ìîæåò áûòü
âûïîëíåí çà ( )O n  îïåðàöèé ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìåòîäà îòñå÷åíèÿ è ïîèñêà. Èçâåñòíî
[2], ÷òî øàã 4 (íàõîæäåíèÿ ìåäèàíû) òàêæå
ìîæåò áûòü âûïîëíåí çà ( )O n . Ñëåäîâàòåëü-
íî, øàãè 3�8 ìîãóò áûòü ñóììàðíî âûïîë-
íåíû çà ( )O n . Äëÿ àíàëèçà âðåìåíè âûïîë-

Ðèñ. 3.1. à) Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îáîëî÷êè,
á) âåðõíèé ìîñò pq

a)

á)
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Àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè. Âûïóêëûå îáîëî÷êè:
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ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

íåíèÿ UPPERHULL(Q) îáîçíà÷èì ÷åðåç h îá-
ùåå êîëè÷åñòâî âåðøèí â âåðõíåé îáîëî÷-
êå, à ÷åðåç ( , )T n h  � àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåí-
êó àëãîðèòìà â õóäøåì ñëó÷àå. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî LUH è RUH ñîäåðæàò ïî 1h  è 2

h

âåðøèí ñîîòâåòñòâåííî (çàìåòèì, ÷òî

1 2h h h= + ). Ïîñêîëüêó L L¢ £  è R R¢ £ ,
òî äâà ðåêóðñèâíûõ âûçîâà íà øàãàõ 9 è 10
âûïîëíÿòñÿ çà âðåìÿ 1( / 2, )T n h  è 2( / 2, )T n h ,
ñîîòâåòñòâåííî. Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå,
îïèñûâàþùåå ( , )T n h , èìååò ñëåäóþùèé âèä:

{ }
1 2

1 2
,

( ) max ( / 2, ) ( / 2, )
( , )

( )

h h
O n T n h T n h

T n h
O n

ì + +ï
= í
ïî

, 2

2

h

h

>

£

Åñëè 2h = , òî âåðõíÿÿ îáîëî÷êà ñîñòî-
èò èç îäíîãî âåðõíåãî ìîñòà, ñîåäèíÿþùå-
ãî ñàìóþ ëåâóþ è ñàìóþ ïðàâóþ òî÷êè èç
Q (íàéòè òàêîé âåðõíèé ìîñò ìîæíî çà
âðåìÿ ( )O n ). Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî
( , ) logT n h cn h£ . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ

1h  è 2h , â òîì ÷èñëå è äëÿ òåõ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþò õóäøåìó ñëó÷àþ, èìååì

1 2( , ) , , ( )
2 2

n n
T n h T h T h O n

æ ö æ ö
= + + £ç ÷ ç ÷

è ø è ø

1 2log log
2 2

cn cn
h h an£ + + ≤

1 2log log
2

h h
cn an cn h cn an

+æ ö
£ + = - + =ç ÷

è ø

log ( ) logcn h c a n cn h= - - £

Çäåñü èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî

21hh
2

21 hh +
≤  è òîò ôàêò, ÷òî âñåãäà

ìîæåò áûòü ñäåëàíî 0≥− )ac( . Òàêèì îá-

ðàçîì, ( , ) ( log )T n h O n h= .

ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÂÅÐÕÍÅÃÎ ÌÎÑÒÀ
ÇÀ ËÈÍÅÉÍÎÅ ÂÐÅÌß

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: äàíî ìíîæåñòâî Q èç n òî÷åê íà ïëîñ-
êîñòè, ðàçäåëåííîå íà äâà íåïóñòûõ ïîä-
ìíîæåñòâà L è R âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x a=
( { | }xL p Q p a= Î £  è \R Q L= ). Íåîáõîäè-
ìî íàéòè ïðÿìóþ t, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷-
êó èç L è òî÷êó èç R, òàê ÷òîáû òî÷êè èç Q
íå ëåæàëè âûøå t. Åñëè âûïóêëûå îáîëî÷-
êè L è R áûëè áû èçâåñòíû, òî îáùàÿ îïîð-
íàÿ ïðÿìàÿ ìîãëà áûòü íàéäåíà çà ëèíåé-
íîå âðåìÿ, êàê ýòî äåëàåòñÿ â àëãîðèòìå ïî-
ñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìåòîäîì «ðàç-
äåëÿé è âëàñòâóé» ñ ëèíåéíûì ðàçäåëåíè-
åì. Íî íàõîæäåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè n
òî÷åê òðåáóåò ( log )n nW  âðåìåíè â õóäøåì
ñëó÷àå.

Àëãîðèòì Êèðêïàòðèêà-Çàéäåëÿ ðåøå-
íèÿ ýòîé çàäà÷è îñíîâàí íà ìåòîäå îòñå÷å-
íèÿ è ïîèñêà è ïîçâîëÿåò çà ëèíåéíîå âðå-
ìÿ íàéòè âåðõíèé ìîñò, óäàëÿÿ íà êàæäîì
øàãå ÷àñòü çàâåäîìî íåíóæíûõ òî÷åê.

,

Ëèñòèíã 1. algorithm UPPERHULL (Q) → âåðõíÿÿ îáîëî÷êà

Âõîä. Èñõîäíîå ìíîæåñòâî òî÷åê { | ( , ), [1.. ]}
i i i i

Q p p x y i n= = Î , öåëî÷èñëåííûé ïà-
ðàìåòð  m (1 )m n£ £ .

Âûõîä. Âåðõíÿÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà òî÷åê  Q, çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåð-
øèí â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ àáñöèññû
1 if 2Q £  then
2 Âåðíóòü óïîðÿäî÷åííóþ ïî àáñöèññå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí èç Q
3 Íàéòè òî÷êè min

p  è maxp èç Q c ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé àáñöèññàìè
4 Íàéòè ìåäèàíó 

med
x  àáñöèññ òî÷åê èç  Q

5 Ëèíåéíî ðàçäåëèòü Q íà ìíîæåñòâà L è R ïî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé med
x x=

         (òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ïðÿìîé, ðàçäåëèòü ìåæäó L è R).
6 Íàéòè âåðõíèé ìîñò pq  ìíîæåñòâ L è R, ãäå p LÎ  è q RÎ
7

min
{ | ( , , )L r L p r p¢ ¬ Î  îáðàçóþò ïðàâûé ïîâîðîò}

8 max
{ | ( , , )R r R p r q¢ ¬ Î  îáðàçóþò ëåâûé ïîâîðîò}

9 LUH ¬ UPPERHULL ( )L¢
10 RUH ¬  UPPERHULL ( )R¢
11 Âåðíóòü ñöåïëåíèå LUH , pq  è RUH  êàê âåðõíþþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà Q
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Ðàññìîòðèì âñå ïðÿìûå ñ ôèêñèðîâàí-
íûì íàêëîíîì a , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè
èç Q (íàêëîí ïðÿìîé îïðåäåëÿåòñÿ êàê òàí-
ãåíñ óãëà ìåæäó ïðÿìîé è îñüþ àáñöèññ).
Îïðåäåëèì îïîðíóþ ïðÿìóþ ê ìíîæåñòâó
Q ñ íàêëîíîì a  êàê ïðÿìóþ ñ íàêëîíîì
a , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó èç Q è èìåþ-
ùóþ ìàêñèìàëüíóþ îðäèíàòó òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ c îñüþ OY. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ
îïîðíàÿ ïðÿìàÿ ê ìíîæåñòâó Q ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà çà ( )O n . Ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèé âûâîä (ñì. ðèñ. 3.2):

1. Åñëè îïîðíàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êè p LÎ  è q RÎ , òî ýòî ìîñò.

2. Åñëè îïîðíàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò òîëü-
êî ÷åðåç òî÷êè ìíîæåñòâà L, òî ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî íàêëîí a  áîëüøå íàêëîíà âåðõíåãî
ìîñòà.

3. Åñëè îïîðíàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò òîëü-
êî ÷åðåç òî÷êè èç R, òî íàêëîí a  ìåíüøå
íàêëîíà âåðõíåãî ìîñòà.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé, êîãäà íàêëîí
ìîñòà ìåíüøå a . Îáîçíà÷èì çà r è çà s òà-
êèå äâå òî÷êè èç ìíîæåñòâà Q, ÷òî íàêëîí
rs áîëüøå a  è 

r s
x x£ .

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âåðõíèé ìîñò
íå ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç r, ïîòîìó ÷òî
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç r, ñ íàêëîíîì
ìåíüøèì a  áóäåò ïðîõîäèòü ïîä òî÷êîé s.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà r ìîæåò áûòü óäàëå-
íà èç ðàññìîòðåíèÿ (ñì. ðèñ. 3.2). Âî âòî-
ðîì ñëó÷àå, êîãäà íàêëîí ìîñòà áîëüøå a ,
ñèòóàöèÿ ñèììåòðè÷íà, è òî÷êà s ìîæåò áûòü
óäàëåíà èç ðàññìîòðåíèÿ, ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ
ñ íàêëîíîì, áîëüøèì a , áóäåò ïðîõîäèòü
ïîä òî÷êîé r.

Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëè-
ðîâàòü ñëåäóþùèé ìåòîä «îòñå÷åíèÿ è ïî-
èñêà» äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðõíåãî ìîñòà. Ðà-
çîáüåì òî÷êè èç ìíîæåñòâà Q â ïðîèçâîëü-
íîì ïîðÿäêå íà ïàðû è íàéäåì ìåäèàíó a
ñðåäè íàêëîíîâ 2nê úë û îòðåçêîâ, îáðàçîâàí-
íûõ ïàðàìè òî÷åê. Çàòåì ïîñòðîèì îïîð-
íóþ ïðÿìóþ l ñ íàêëîíîìa  ê ìíîæåñòâó Q.
Åñëè l ïðîõîäèò òîëüêî ÷åðåç òî÷êè ìíî-
æåñòâà L, òî èç êàæäîé ïàðû, îáðàçóþùåé
îòðåçîê ñ íàêëîíîì, áîëüøèì èëè ðàâíûì
a , îäíà èç òî÷åê (ëåâàÿ) ìîæåò áûòü óäàëå-
íà èç ðàññìîòðåíèÿ. Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå,
åñëè l ïðîõîäèò òîëüêî ÷åðåç òî÷êè ìíîæå-
ñòâà R, òî èç êàæäîé ïàðû, îáðàçóþùåé îò-
ðåçîê ñ íàêëîíîì, ìåíüøèì èëè ðàâíûì a ,
îäíà èç òî÷åê (ïðàâàÿ) ìîæåò áûòü óäàëåíà
èç ðàññìîòðåíèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èç ìíî-
æåñòâà Q óäàëÿåòñÿ íå ìåíåå n/4 òî÷åê. Åñëè

l ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè p LÎ  è q RÎ , òî

ìîñò íàéäåí (âåðøèíû, îïðåäåëÿþùèå ìîñò,
ìîãóò áûòü íàéäåíû çà ( )O n  îïåðàöèé).

Íàéòè ìåäèàíó íàêëîíîâ ìîæíî çà ëè-
íåéíîå âðåìÿ [2]. Îñòàëüíûå îïåðàöèè òðå-
áóþò òàêæå ëèíåéíîãî âðåìåíè. Òàêèì îá-
ðàçîì, çà ( )O n  îïåðàöèé ïðîèñõîäèò ëèáî
óäàëåíèå n/4 òî÷åê, ëèáî íàõîæäåíèå ìîñòà.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿòü òàêîå óäà-
ëåíèå (èëè îòñå÷åíèå) íà îñòàâøèõñÿ òî÷-
êàõ, òî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü íàõîæäåíèå
ìîñòà çà 2

( (3 4) (3 4) ) ( )O n n n O n+ + + =K
.

Çàìåòèì, ÷òî óäàëåíèå ðàçëè÷íîãî ÷èñëà òî-
÷åê èç L è R íå âëèÿåò íà àíàëèç. Òàêèì
îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåðõíèé
ìîñò ìîæåò áûòü íàéäåí çà ëèíåéíîå âðå-
ìÿ, ÷òî çàâåðøàåò àíàëèç àëãîðèòìà Êèðê-
ïàòðèêà-Çàéäåëÿ.

Â [4] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà
( log )n hW  ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé çàäà-

÷è ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè â õóä-
øåì ñëó÷àå (èñïîëüçóÿ ìîäåëü àëãåáðàè÷åñ-
êèõ äåðåâüåâ ðåøåíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, àë-
ãîðèòì Êèðêïàòðèêà-Çàéäåëÿ ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì â õóäøåì ñëó÷àå.

4. ÀËÃÎÐÈÒÌ ×ÅÍÀ

Èäåÿ àëãîðèòìà Êèðêïàòðèêà-Çàéäåëÿ
äîñòàòî÷íî ñëîæíà è îïèðàåòñÿ íà âîçìîæ-Ðèñ. 3.2. Íàêëîí ìîñòà ìåíüøå a  Þ  òî÷êà r

ìîæåò áûòü óäàëåíà èç ðàññìîòðåíèÿ
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íîñòü íàõîæäåíèÿ ìåäèàíû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ÷èñåë çà ëèíåéíîå â
õóäøåì ñëó÷àå âðåìÿ.

Â 1995 ãîäó Òèìîòè ×åíîì áûë
ïðåäëîæåí àëãîðèòì, èìåþùèé òó
æå ñëîæíîñòü ( log )O n h , ÷òî è àë-
ãîðèòì Êèðêïàòðèêà-Çàéäåëÿ, íî èñ-
ïîëüçóþùèé áîëåå ïðîñòóþ èäåþ.
Ýòîò àëãîðèòì ïðèíÿòî íàçûâàòü ïî
èìåíè àâòîðà àëãîðèòìîì ×åíà [5].
Äëÿ äîñòèæåíèÿ óêàçàííîé àñèì-ïòî-
òèêè îí èñïîëüçóåò òó æå èäåþ çà-
âîðà÷èâàíèÿ, ÷òî è àëãîðèòì Äæàð-

âèñà, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî íàõîæäåíèå
î÷åðåäíîé òî÷êè âûïóêëîé îáîëî÷êè îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ áûñòðåå çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ
ïðîñòîé ïðåäîáðàáîòêè, îñíîâàííîé íà èäåå
ãðóïïèðîâêè.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàçáèòü èñõîäíîå ìíîæå-
ñòâî òî÷åê Q íà íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ iQ . Çàòåì ñëåäóåò íàé-
òè èõ âûïóêëûå îáîëî÷êè ( )

i
CH Q  è ïîñò-

ðîèòü ðåçóëüòèðóþùóþ âûïóêëóþ îáîëî÷-
êó ( )CH Q , èñïîëüçóÿ ìåòîä çàâîðà÷èâàíèÿ.

Â ïðîöåññå çàâîðà÷èâàíèÿ äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ñëåäóþùåé âåðøèíû âûïóêëîé îáîëî÷-
êè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ èíôîð-
ìàöèÿ îá óæå ïîñòðîåííûõ âûïóê-
ëûõ îáîëî÷êàõ ( )

i
CH Q . Áàçîâîé

îïåðàöèåé áóäåì ñ÷èòàòü íàõîæ-
äåíèå ïðàâîé îïîðíîé òî÷êè âû-
ïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà S îòíî-
ñèòåëüíî òåêóùåé òî÷êè p . Ïðà-
âàÿ îïîðíàÿ òî÷êà âûïóêëîãî
ìíîãîóãîëüíèêà S îòíîñèòåëüíî
òî÷êè p � ýòî òàêàÿ òî÷êà q SÎ ,
÷òî ëþáàÿ òî÷êà ìíîãîóãîëüíè-
êà S ëåæèò ïî ëåâóþ ñòîðîíó îò
îðèåíòèðîâàííîãî îòðåçêà [ , ]p q

èëè íà íåì.
Íà êàæäîì øàãå çàâîðà÷èâà-

íèÿ íåîáõîäèìî íàéòè âñå ïðà-
âûå îïîðíûå òî÷êè iq  âûïóêëûõ

ìíîãîóãîëüíèêîâ ( )
i

CH Q  îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè 

current
p  è ëèíåéíûì ïîèñêîì âûáðàòü ñðå-

äè íèõ òàêóþ òî÷êó nextp , ÷òîáû ëþáàÿ òî÷-
êà iq  ëåæàëà ïî ëåâóþ ñòîðîíó îò îðèåíòè-
ðîâàííîãî îòðåçêà [ , ]

current next
p p  èëè íà íåì.

Â òàêîì ñëó÷àå òî÷êà next
p  áóäåò ñëåäóþùåé

âåðøèíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè â ïîðÿäêå îá-
õîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñì. ðèñ. 4.2).

Î÷åâèäíî, ÷òî îò êîëè÷åñòâà ãðóïï, íà
êîòîðûå ìû ðàçáèâàåì èñõîäíîå ìíîæåñòâî,
è îò êîëè÷åñòâà òî÷åê â êàæäîé ãðóïïå çàâè-
ñèò ñëîæíîñòü àëãîðèòìà.

Ðèñ. 4.1. Òî÷êà q  � ïðàâàÿ îïîðíàÿ òî÷êà ìíîãî-
óãîëüíèêà S  îòíîñèòåëüíî òî÷êè  p.

Ïðèìåð (à) è âûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà p
ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà (á)

à) á)

Ðèñ. 4.2. Îäèí èç øàãîâ àëãîðèòìà ×åíà
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Ïóñòü çàäàí öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð
1 m n£ £  (n � ÷èñëî òî÷åê â èñõîäíîì ìíî-
æåñòâå), òàêîé ÷òî êîëè÷åñòâî ãðóïï ðàâíî
n mé ùê ú è â êàæäîé ãðóïïå ñîäåðæèòñÿ íå

áîëåå ÷åì m òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî òàêîå ðàç-
áèåíèå íà ãðóïïû âñåãäà îñóùåñòâèìî.

Àëãîðèòì â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà
m áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.
ëèñòèíã 2).

Ïðàâóþ îïîðíóþ òî÷êó âûïóêëîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà S îòíîñèòåëüíî òî÷êè p ìîæíî

íàéòè äâîè÷íûì ïîèñêîì çà âðåìÿ (log )O m ,

ãäå m � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ìíîãîóãîëü-
íèêå. Òîãäà ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü çàâîðà-
÷èâàíèÿ áóäåò ðàâíà

( log )O n m h m× ×é ùê ú ,

Ëèñòèíã 2. algorithm CHAN-MARCH-WITH-PARAM ( , ) ( )Q m CH Q®

Âõîä. Èñõîäíîå ìíîæåñòâî òî÷åê { | ( , ), [1.. ]}i i i iQ p p x y i n= = Î , öåëî÷èñëåííûé ïà-
ðàìåòð m (1 )m n£ £

Âûõîä. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà òî÷åê ( )CH Q , çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òüþ âåðøèí (ïåðå÷èñëåííûõ â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).
1 Ñîçäàòü ïóñòîé ñòåê S
2 Ðàçäåëèòü ìíîæåñòâî Q íà n mé ùê ú íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ i

Q  òàê, ÷òîáû
â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå áûëî íå áîëåå ÷åì m òî÷åê

3 Ïîñòðîèòü âûïóêëûå îáîëî÷êè ( )
i

CH Q  äëÿ ìíîæåñòâ 
i

Q  ëþáûì èç îïòèìàëüíûõ
â õóäøåì ñëó÷àå àëãîðèòìîâ (íàïðèìåð, àëãîðèòìîì Ãðýõåìà)

4 Âûáðàòü òî÷êó startp , êîòîðàÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ êðàéíåé òî÷êîé âûïóêëîé îáîëî÷êè
5

current start
p p¬

6 Do
7     PUSH( , currentS p )
8     for 1..i n m" Îé ùé ùê úë û  do
9          Íàéòè ïðàâóþ îïîðíóþ òî÷êó iq  âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ( )

i
CH Q

       îòíîñèòåëüíî òî÷êè currentp

10     end-do
11    1next

p q¬
12     for 2..i n m" Îé ùé ùê úë û  do
13         if òðè òî÷êè ( , , )

current i next
p q p  îáðàçóþò ëåâûé ïîâîðîò or

                next
p  ëåæèò íà îòðåçêå [ , ]

current i
p q  then

14 next ip q¬
15         end-if
16     end-do
17    current nextp p¬
18 while

current start
p p¹

19 Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê S, ñîäåðæàùóþñÿ â ñòåêå
(äíî ñòåêà áóäåò ïåðâûì ýëåìåíòîì ðåçóëüòèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à TOP(S) �
ïîñëåäíèì)

òàê êàê áóäåò ñäåëàíî âñåãî h øàãîâ çàâîðà-
÷èâàíèÿ è íà êàæäîì øàãå â êàæäîé èç
n mé ùê ú  ãðóïï çà (log )O m  áóäåò íàéäåíà ïðà-

âàÿ îïîðíàÿ òî÷êà èç òåêóùåé òî÷êè ê ñî-
îòâåòñòâóþùåé ãðóïïå.

Ìîæíî óëó÷øèòü ýòó àñèìïòîòèêó äî
( )O n n m h+ ×é ùê ú , åñëè çàìåòèòü, ÷òî íà êàæ-

äîì ñëåäóþùåì øàãå ïðàâàÿ îïîðíàÿ òî÷êà

iq  ëèáî îñòàíåòñÿ òàêîé æå, ëèáî ïðèìåò
çíà÷åíèå îäíîé èç ñëåäóþùèõ âåðøèí

( )
i

CH Q  â ñòîðîíó îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, ïðè÷åì íèêàêàÿ âåðøèíà íå ìî-
æåò áûòü ïðîéäåíà áîëüøå ÷åì äâà ðàçà.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ðàç, êîãäà íóæ-
íî íàéòè ïðàâóþ îïîðíóþ òî÷êó 

iq  îòíîñè-
òåëüíî íîâîé òî÷êè currentp , áåðåòñÿ ñòàðîå
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Ðèñ. 4.3. Ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ èç ïðåäûäóùåé îïîðíîé òî÷êè 
iq  ñëåäóþùåé.

Íîâîé îïîðíîé òî÷êîé ñòàíîâèòñÿ NEXT(
i
q ) (à), îïîðíàÿ òî÷êà íå ìåíÿåòñÿ (á).

à) á)

çíà÷åíèå iq  è ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çà iq

òî÷êà NEXT( iq ): åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷-
êà iq  ëåæèò ëåâåå îðèåíòèðîâàííîãî îòðåç-
êà [ ,currentp NEXT( iq )] èëè ñòðîãî íà íåì, òî â
êà÷åñòâå iq  áåðåòñÿ NEXT( iq ) è îïåðàöèÿ
ïîâòîðÿåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïîðíîé
òî÷êîé ñ÷èòàåòñÿ òî÷êà iq  (ñì. ðèñ. 4.3).
Íà ïåðâîì øàãå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðàâûõ
îïîðíûõ òî÷åê iq  èñïîëüçóåòñÿ íàèâíûé àë-
ãîðèòì (èëè äâîè÷íûé ïîèñê).

Îöåíèì ñóììàðíóþ ñëîæíîñòü ðàáîòû
àëãîðèòìà:

1. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Q íà ïîäìíî-
æåñòâà iQ  âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ ( )O n .

2. Òàê êàê â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå i
Q

íå áîëåå ÷åì m òî÷åê, ïîñòðîåíèå âûïóêëûõ
îáîëî÷åê áóäåò èìåòü ñóììàðíóþ ñëîæíîñòü

( log )O n m m m×é ùê ú , òî åñòü ( log )O n m .
3. Âûáîð íà÷àëüíîé âåðøèíû âûïóêëîé

îáîëî÷êè îñóùåñòâëÿåòñÿ çà âðåìÿ ( )O n .
4. Àëãîðèòì ñäåëàåò h øàãîâ, ïðè ýòîì

íà êàæäîì øàãå îí çàòðàòèò âðåìÿ ( )O n mé ùê ú
íà ëèíåéíûé ïîèñê ñëåäóþùåé òî÷êè âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè ñðåäè ïðàâûõ îïîðíûõ òî-
÷åê (áåç ó÷åòà âðåìåíè, ïîòðà÷åííîãî íà èõ
ïîèñê).

5. Òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà èñõîäíîãî ìíî-
æåñòâà Q ëèáî ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé â òî÷íî-
ñòè îäíîãî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà

( )iCH Q , ëèáî íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé íè
îäíîãî èç íèõ è ïðè ýòîì êàæäàÿ âåðøèíà
ïðè ïîèñêå îïîðíûõ òî÷åê ìîæåò áûòü
ïðîéäåíà íå áîëåå ÷åì äâà ðàçà, òî ñëîæ-

íîñòü ïîäñ÷åòà âñåõ îïîðíûõ òî÷åê íà âñåõ
øàãàõ àëãîðèòìà ñîñòàâèò ( )O n .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñóììàð-
íàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò

( log )O n m h n m n+ × +é ùê ú . Åñëè â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà m ìû áû âûáðàëè h, òî ñëîæ-
íîñòü àëãîðèòìà ñâåëàñü áû ê ( log )O n h .
Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû íå
âñåãäà ìîæåì òî÷íî çíàòü h â ìîìåíò íà÷à-
ëà âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà. Ïîýòîìó ïðåäëà-
ãàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ïîäîáðàòü çíà-
÷åíèå h áåç óâåëè÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.

Ìîäèôèöèðóåì àëãîðèòì CHAN-MARCH-
WITH-PARAM(Q, m) òàê, ÷òîáû îí äåëàë íå
áîëåå ÷åì m øàãîâ è ñèãíàëèçèðîâàë áû î
òîì, ÷òî ïîñëå ïîñëåäíåãî ñäåëàííîãî øàãà
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ( )CH Q  åùå íå ïîñòðî-
åíà. Òîãäà àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé
îáîëî÷êè áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì (ñì. ëèñòèíã 3).

Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì âñåãäà çàâåðøèò-
ñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ ñëó÷àÿ m = n, îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê àëãîðèòì
Ãðýõåìà.

Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì çàâåð-
øèòñÿ, êàê òîëüêî âûïîëíèòñÿ óñëîâèå
m h³ , òî åñòü log logt h³ é ùê ú . Ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì t âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ñîñòà-
âèò ( 2 )tO n × . Òàêèì îáðàçîì, ê òîìó ìî-
ìåíòó, êàê àëãîðèòì çàâåðøèòñÿ, îí ïðîðà-
áîòàåò âðåìÿ:

( )loglog loglog 1

1
2 ( 2 ) ( log )

h hi

i
O n O n O n h

é ù +ê ú é ùê ú

=
× = × =å .
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Ëèñòèíã 3. algorithm CHAN-MARCH (Q) ( )CH Q®

Âõîä. Èñõîäíîå ìíîæåñòâî òî÷åê { | ( , ), [1.. ]}
i i i i

Q p p x y i n= = Î .
Âûõîä. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà òî÷åê ( )CH Q , çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òüþ âåðøèí (ïåðå÷èñëåííûõ â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).
1 for 1,2,3,t ¬ K do
2    2min( ,2 )

t

m n¬
3    Âûçâàòü ìîäèôèêàöèþ CHAN-MARCH-WITH-PARAM(Q, m)
4     if Àëãîðèòì ïîñòðîèë âûïóêëóþ îáîëî÷êó ( )CH Q  then
5         Âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ( )CH Q

6     end-if
7 end-do

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåííàÿ ñâÿçü çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
âûïóêëîé îáîëî÷êè íà ïëîñêîñòè ñ çàäà-
÷åé ñîðòèðîâêè ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ, íàé-
òè íèæíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè çàäà÷è ïî-
ñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè, à âî-âòîðûõ,
îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü êîíñòðóèðîâàòü íî-
âûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè ïî àíàëîãèè ñ èçâåñòíûìè ýôôåê-

òèâíûìè àëãîðèòìàìè ñîðòèðîâêè. Çà ðàì-
êàìè ýòîé àíàëîãèè îñòàþòñÿ ðàññìîòðåí-
íûå àëãîðèòìû Êèðêïàòðèêà-Çàéäåëÿ è
×åíà, ñëîæíîñòü êîòîðûõ çàâèñèò îò ðàç-
ìåðà ïîñòðîåííîé âûïóêëîé îáîëî÷êè. Îä-
íàêî è ýòè àëãîðèòìû êîñâåííî ñâÿçàíû ñ
çàäà÷åé ÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòè (íàïðè-
ìåð, ñ ìåòîäîì îòñå÷åíèÿ è ïîèñêà, âïåð-
âûå ïðèìåíåííîì â àëãîðèòìå íàõîæäåíèÿ
ìåäèàíû ìàññèâà ÷èñåë).


