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ÏÐÅÖÅÑÑÈß È ÍÓÒÀÖÈß ÃÈÐÎÑÊÎÏÀ

Áóòèêîâ Åâãåíèé Èâàíîâè÷

Ãèðîñêîïîì íàçûâàþò òåëî âðàùåíèÿ
(íàïðèìåð, äèñê), ïðèâåäåííîå â áûñòðîå
âðàùåíèå âîêðóã îñè ñèììåòðèè. Ïåðâîå
çíàêîìñòâî ñ ãèðîñêîïîì îáû÷íî ïðîèñõî-
äèò â ðàííåì äåòñòâå ïðè íàáëþäåíèè çà
íåîáû÷íûì ïîâåäåíèåì èçâåñòíîé èãðóø-
êè � äåòñêîãî âîë÷êà èëè þëû. Ïîêà âîë-
÷îê áûñòðî âðàùàåòñÿ, îí ìîæåò óñòîé÷è-
âî ñòîÿòü íà îñòðîì êîíöå ñâîåé îñè, ñî-
õðàíÿÿ âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå îñè è íå
ïàäàÿ íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü, õîòÿ
öåíòð òÿæåñòè âîë÷êà ðàñïîëîæåí âûøå
òî÷êè îïîðû. Åñëè æå îñü âðàùàþùåãîñÿ
âîë÷êà îòêëîíåíà îò âåðòèêàëè, òî ïîä äåé-
ñòâèåì ñèëû òÿæåñòè îñü îïèñûâàåò â ïðî-
ñòðàíñòâå êðóãîâîé êîíóñ ñ âåðòèêàëüíîé
îñüþ, òàê ÷òî óãîë íàêëîíà îñè îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì. Òàêîå äâèæåíèå âîë÷êà íàçû-
âàþò âûíóæäåííîé ïðåöåññèåé (ðèñ. 1). Â
ýòîé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêîå

îáúÿñíåíèå âûíóæäåííîé ïðåöåññèè, êîòî-
ðîå èëëþñòðèðóåòñÿ íåáîëüøîé ìîäåëèðó-
þùåé êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììîé. Ïðîãðàì-
ìà ïîìåùåíà íà äèñêå, ïðèëàãàåìîì ê ýòî-
ìó íîìåðó æóðíàëà.

ÐÅÃÓËßÐÍÀß ÏÐÅÖÅÑÑÈß ÂÎË×ÊÀ

Íåîáû÷íîå íà ïåðâûé âçãëÿä ïîâåäåíèå
ãèðîñêîïà îáúÿñíÿåòñÿ çàêîíîì èçìåíåíèÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ
ñèë. Ñîãëàñíî ýòîìó çàêîíó, ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà L (íàçûâàåìîãî
èíà÷å óãëîâûì ìîìåíòîì) ëþáîãî òåëà îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè ðàâíà ñóììàð-
íîìó ìîìåíòó N äåéñòâóþùèõ íà òåëî âíå-
øíèõ ñèë:
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Êîãäà âîë÷îê âðàùàåòñÿ âîêðóã ñîáñòâåí-
íîé îñè, âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà L íà-
ïðàâëåí âäîëü ýòîé îñè, òàê êàê îñü ñèì-
ìåòðèè � îäíà èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè.
Íàïðàâëåíèå L ñâÿçàíî ñ íàïðàâëåíèåì âðà-
ùåíèÿ âîë÷êà ïðàâèëîì ïðàâîãî âèíòà. Áó-
äåì óêàçûâàòü íàïðàâëåíèå îñè âîë÷êà â ïðî-
ñòðàíñòâå (îò òî÷êè îïîðû ê öåíòðó ìàññ) ñ
ïîìîùüþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà n0 (ðèñ. 1).
Ïóñòü I0 � ìîìåíò èíåðöèè âîë÷êà îòíîñè-
òåëüíî îñè ñèììåòðèè (íàïðèìåð, äëÿ îä-
íîðîäíîãî äèñêà èëè öèëèíäðà I0 = 1/2mR2,
ãäå m � ìàññà, R � ðàäèóñ), à ω0 � óãëîâàÿ
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè
(ïîëîæèòåëüíàÿ ïðè âðàùåíèè ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè). Òîãäà âåêòîð ìîìåíòà èì-
ïóëüñà âîë÷êà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
L = I0ω0n0.

Ðèñóíîê 1. Óñòàíîâèâøàÿñÿ (ðåãóëÿðíàÿ) ïðåöåññèÿ
ãèðîñêîïà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè
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ÏÎÄÃÎÒÎÂÊÀ ÑÏÅÖÈÀËÈÑÒÎÂ: ÍÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÎÁÓ×ÅÍÈß

Íàêëîíåííûé ê âåðòèêàëè âîë÷îê ïðå-
öåññèðóåò, òî åñòü ïîìèìî âðàùåíèÿ âîê-
ðóã ñîáñòâåííîé îñè ïîâîðà÷èâàåòñÿ åùå è
âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè. Ïðè áûñòðîì ñîá-
ñòâåííîì âðàùåíèè ýòà ïðåöåññèÿ (ïîâî-
ðîò âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè) ïðîèñõîäèò
íàñòîëüêî ìåäëåííî, ÷òî ñ õîðîøåé òî÷-
íîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé ìîìåíòà èìïóëüñà, êîòîðàÿ îáóñëîâ-
ëåíà ïðåöåññèåé âîêðóã âåðòèêàëè. Èíû-
ìè ñëîâàìè, ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî âåêòîð ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà L è
â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëåí âäîëü îñè âîë÷êà:
L ≅ L0 = I0ω0n0. Èìåííî òàêîé áûñòðî âðà-
ùàþùèéñÿ âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè âîë÷îê
è íàçûâàþò ãèðîñêîïîì. Â ïðèáëèæåííîé
òåîðèè ãèðîñêîïà, îñíîâàííîé íà çàêîíå èç-
ìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (1), êàê ðàç è
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð L ðàâåí L0 è âñå
âðåìÿ íàïðàâëåí âäîëü ñîáñòâåííîé îñè âîë-
÷êà. Ïîýòîìó îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì (1)
ïîâåäåíèå âåêòîðà L ãîâîðèò è î òîì, êàê
âåäåò ñåáÿ â ïðîñòðàíñòâå îñü ãèðîñêîïà.

Â ñëó÷àå òåëà, èìåþùåãî íåïîäâèæíóþ
òî÷êó (ó äåòñêîãî âîë÷êà ýòî òî÷êà îïîðû î
ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü), óðàâíåíèå (1)
óäîáíî ïðèìåíÿòü èìåííî ê ýòîé òî÷êå.
Áóäåì íàçûâàòü ýòó òî÷êó ïîëþñîì. Ïðè
âûáîðå ïîëþñà â òî÷êå îïîðû ìîìåíò ñèëû
ðåàêöèè, äåéñòâóþùåé íà âîë÷îê êàê ðàç â
ýòîé òî÷êå, îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) îñòàåòñÿ òîëüêî ìîìåíò
N ñèëû òÿæåñòè mg, êîòîðûé â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó
L. Ïîýòîìó ñèëà òÿæåñòè ìîæåò èçìåíèòü
òîëüêî íàïðàâëåíèå L, íî íå åãî äëèíó, òî
åñòü âûçâàòü ïîâîðîò âåêòîðà L, à âìåñòå ñ
íèì è ïîâîðîò îñè âîë÷êà âîêðóã âåðòèêà-
ëè, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

Ïóñòü à � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè îïîðû
äî öåíòðà òÿæåñòè. Òîãäà ìîìåíò ñèëû òÿ-
æåñòè ìîæíî çàïèñàòü êàê âåêòîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå âåêòîðà n0à, ïðîâåäåííîãî èç òî÷-
êè îïîðû âäîëü îñè âîë÷êà â öåíòð òÿæåñ-
òè, íà ñèëó mg: N = n0à × mg. Âåêòîð N
ëåæèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è íàïðàâ-
ëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó n0, òî åñòü
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè âîë÷êà. Äâèæåíèå
êîíöà îñè ãèðîñêîïà ïðîèñõîäèò â íàïðàâ-
ëåíèè ìîìåíòà N ñèëû òÿæåñòè, à íå â íà-

ïðàâëåíèè ñàìîé ñèëû òÿæåñòè mg. Ýòèì è
îáúÿñíÿåòñÿ «íåîáû÷íîå» ïîâåäåíèå ãèðîñ-
êîïà. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1), çà êàæäûé
ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt âåêòîð ìî-
ìåíòà èìïóëüñà L ïîëó÷àåò ïîä äåéñòâèåì
ñèëû òÿæåñòè ïðèðàùåíèå dL = Ndt, íà-
ïðàâëåííîå âäîëü N, òî åñòü ëåæàùåå â ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíî
îñè âîë÷êà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð L è
âìåñòå ñ íèì îñü âîë÷êà ðàâíîìåðíî ïîâî-
ðà÷èâàþòñÿ (ñîâåðøàþò ïðåöåññèþ) âîêðóã
âåðòèêàëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó îïîðû.

Óãëîâóþ ñêîðîñòü ωωωωωïð ýòîé ïðåöåññèè
ìîæíî íàéòè, ïîäñòàâèâ L ≅ L0 = I0ω0n0 â
ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) è N = n0à × mg �
â ïðàâóþ ÷àñòü. Ïðåíåáðåãàÿ òðåíèåì, óã-
ëîâóþ ñêîðîñòü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ω0
áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé è âûíåñåì çà çíàê
ïðîèçâîäíîé. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (1)
ïðèíèìàåò âèä:
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Âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè ωωωωωïð
ïðè ω0 > 0 (òî åñòü ïðè âðàùåíèè ãèðîñêî-
ïà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) íàïðàâëåí ïðî-
òèâîïîëîæíî âåêòîðó g, òî åñòü ïðåöåññèÿ
ïðîèñõîäèò òîæå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (2), âåëè÷èíà óã-
ëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíà óãëîâîé ñêîðîñòè ñîáñòâåííîãî
âðàùåíèÿ ω0 è ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàñ-
ñòîÿíèþ a îò òî÷êè îïîðû äî öåíòðà òÿæå-
ñòè. Îíà íå çàâèñèò îò óãëà íàêëîíà îñè
âîë÷êà ê âåðòèêàëè.

Îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì (2) ïîâåäåíèå
îñè ãèðîñêîïà íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé ïðåöåñ-
ñèåé. Ýòî âûíóæäåííàÿ ïðåöåññèÿ, òàê êàê
îíà ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòà
ñèëû òÿæåñòè. Âñå òî÷êè âîë÷êà, ëåæàùèå
íà åãî îñè, ðàâíîìåðíî äâèæóòñÿ ïî êðóãî-
âûì òðàåêòîðèÿì, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà âåðòèêàëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó îïî-
ðû âîë÷êà. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà èëëþñòðà-
öèÿ ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè ãèðîñêîïà ñ ïî-
ìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû. Ïðîãðàì-
ìà ñòðîèò òðàåêòîðèþ, êîòîðóþ ïðî÷åð÷è-
âàåò êîíåö îñè (íà ýêðàíå � êðàñíàÿ îê-
ðóæíîñòü), à òàêæå ïåòëåîáðàçíóþ òðàåêòî-
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ðèþ íåêîòîðîé òî÷êè âîë÷êà, íå ëåæàùåé
íà îñè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñòðîèòñÿ òðàåêòî-
ðèÿ òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà êîíöå òîíêîé
ñòðåëêè, âûõîäÿùåé èç öåíòðà ìàññ çà ïðå-
äåëû äèñêà âîë÷êà. Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü
ñåáå ýòó ñòðåëêó êàê æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ
òåëîì âîë÷êà («âîòêíóòóþ» â íåãî). Âñå òî÷-
êè òàêîé ñòðåëêè îïèñûâàþò ãåîìåòðè÷åñêè
ïîäîáíûå òðàåêòîðèè. Òðàåêòîðèÿ êîíöà
ñòðåëêè êðóïíåå âñåõ îñòàëüíûõ, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò íàáëþäàòü õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè
òàêèõ òðàåêòîðèé â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå.

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ,
óãëîâàÿ ñêîðîñòü êîòîðîé ðàññ÷èòàíà âûøå
íà îñíîâå ïðèáëèæåííîé òåîðèè ãèðîñêî-
ïà, â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
âîçìîæíûõ òî÷íûõ ðåøåíèé äèíàìè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ (1). Ïîêàæåì ýòî. Â òî÷íîé
òåîðèè ãèðîñêîïà íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî
âíèìàíèå, ïîìèìî ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà
èìïóëüñà L0, äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â ïîë-
íûé ìîìåíò èìïóëüñà L, îáóñëîâëåííûé
ó÷àñòèåì ãèðîñêîïà âî âðàùåíèÿõ âîêðóã
äðóãèõ îñåé. Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé ïðåöåñ-
ñèè òàêîé âêëàä ñîçäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì
âðàùåíèåì âîë÷êà âîêðóã âåðòèêàëè. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Lïð ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð,
ïðîïîðöèîíàëüíûé óãëîâîé ñêîðîñòè ïðå-
öåññèè ωωωωωïð è ñîâïàäàþùèé ñ íåé ïî íà-
ïðàâëåíèþ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.

Ïðè ó÷åòå Lïð âåêòîð ïîëíîãî ìîìåíòà

èìïóëüñà L óæå íå íàïðàâëåí òî÷íî ïî îñè
âîë÷êà (ñì. ðèñ. 3). Íî ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî
ïðè ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè âîë÷êà ãîðèçîí-
òàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ L è L0 ðàâ-
íû. Êîíöû âåêòîðîâ L è L0 ñèíõðîííî îïè-
ñûâàþò îäèíàêîâûå îêðóæíîñòè, ïîêàçàííûå
íà ðèñóíêå 3 øòðèõîâûìè ëèíèÿìè. Ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ýòèõ âåêòî-
ðîâ ðàâíû. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðàâíû ïðîèçâîä-
íûå L è L0 ïî âðåìåíè: dL/dt = dL0/dt. Îáà
âåêòîðà ñîâåðøàþò ïðåöåññèþ âîêðóã âåð-
òèêàëè ñ îäíîé è òîé æå óãëîâîé ñêîðîñ-
òüþ ωωωωωïð, òî åñòü èõ èçìåíåíèå ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ îäèíàêîâûìè óðàâíå-
íèÿìè:

0ïð
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Îäíàêî âûíóæäåííàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåñ-
ñèÿ âîë÷êà � ýòî íå åäèíñòâåííî âîçìîæ-
íîå òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), êîãäà â
ïðàâîé åãî ÷àñòè ñòîèò ìîìåíò ñèëû òÿæå-
ñòè. Ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ áóäåò ïðîèñõî-
äèòü òîëüêî ïðè ñòðîãî îïðåäåëåííûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: ÷òîáû ïîëó÷èòü òàêîå
äâèæåíèå, íóæíî íå òîëüêî ðàñêðóòèòü âîë-
÷îê âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè, íî è ñîîáùèòü
ýòîé îñè âðàùåíèå âîêðóã âåðòèêàëè ñ íóæ-
íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ, à èìåííî, óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ωωωωωïð, ñ êîòîðîé äîëæíà ïðîèñõî-
äèòü äàëüíåéøàÿ ïðåöåññèÿ âîë÷êà. Â îï-

ðåäåëåííîì ñìûñëå ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî ñèëà òÿæåñòè, ñòðåìÿùà-
ÿñÿ îïðîêèíóòü âîë÷îê, ôàêòè÷åñ-
êè íå âûçûâàåò, à ëèøü ïîääåð-
æèâàåò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ.

Ðîëü ñèëû òÿæåñòè ïðè ðåãó-
ëÿðíîé ïðåöåññèè ãèðîñêîïà ìîæ-
íî ñðàâíèòü ñ ðîëüþ ñèëû íàòÿ-
æåíèÿ íèòè ïðè ðàâíîìåðíîì äâè-
æåíèè ïî îêðóæíîñòè ïðèâÿçàí-
íîãî ê íåé øàðèêà. Ñèëà íàòÿæå-
íèÿ òÿíåò øàðèê ê öåíòðó îêðóæ-
íîñòè, íî øàðèê ïðè ýòîì âñå âðå-
ìÿ äâèæåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê
ñèëå. Ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè íå
ñîçäàåò, à ëèøü ïîääåðæèâàåò ðàâ-
íîìåðíîå äâèæåíèå øàðèêà ïî îê-
ðóæíîñòè. ×òîáû ïîëó÷èòü òàêîå
äâèæåíèå, øàðèêó íåîáõîäèìî ñî-

Ðèñóíîê 2. Ìîäåëèðîâàíèå ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè ãèðîñêîïà.
Ïîêàçàíû êðóãîâàÿ òðàåêòîðèÿ êîíöà îñè è ïåòëåîáðàçíàÿ

òðàåêòîðèÿ òî÷êè âîë÷êà, íå ëåæàùåé íà îñè.
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Ðèñóíîê 3. Âåêòîð L ìîìåíòà èìïóëüñà âîë÷êà
ïðè ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè

îáùèòü íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü â ïîïåðå÷íîì
íàïðàâëåíèè. Åñëè èìåòü â âèäó ýòó àíàëî-
ãèþ, òî ïîâåäåíèå îñè ãèðîñêîïà ïðè ðåãó-
ëÿðíîé ïðåöåññèè ïðåäñòàâèòñÿ, âîçìîæíî,
íå òàêèì óæ ñòðàííûì, êàêèì îíî êàæåòñÿ
íà ïåðâûé âçãëÿä.

ÍÓÒÀÖÈß ÎÑÈ ÃÈÐÎÑÊÎÏÀ

×òîáû ïîíÿòü, êàêèì áóäåò äâèæåíèå
ãèðîñêîïà ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ, â îáùåì ñëó÷àå íå îáåñïå÷èâàþ-
ùèõ âîçíèêíîâåíèÿ ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè,
ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ âñïîìîãà-
òåëüíóþ çàäà÷ó. Ïðåäñòàâèì ñåáå, êàê áó-
äåò äâèãàòüñÿ âîë÷îê, ñîâåðøàþùèé ðåãó-
ëÿðíóþ ïðåöåññèþ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿ-
æåñòè, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè
ñèëà òÿæåñòè âíåçàïíî èñ÷åçíåò. Ïðàêòè-
÷åñêè òàêóþ ñèòóàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü,
åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, äàòü
âîçìîæíîñòü âñåé óñòàíîâêå (âîë÷êó âìåñ-
òå ñ ïîäñòàâêîé) ñâîáîäíî ïàäàòü, òàê ÷òî
âîë÷îê, ñîâåðøàâøèé äî ýòîãî ìîìåíòà ðå-
ãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ, âíåçàïíî îêàæåòñÿ â
ñîñòîÿíèè íåâåñîìîñòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîï-
ðîñ íóæíî âñïîìíèòü çàäà÷ó î ñèììåòðè÷-
íîì âîë÷êå, âðàùàþùåìñÿ «ïî èíåðöèè»,
òî åñòü â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë. Òàêàÿ
çàäà÷à áûëà ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â ñòàòüå
àâòîðà «Ñâîáîäíîå âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà»,
îïóáëèêîâàííîé ðàíåå â ýòîì æóðíàëå1. Òàì
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåñîâïàäåíèè íà-

ïðàâëåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñ îñüþ ñèì-
ìåòðèè âîë÷êà äâèæåíèå âîë÷êà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ äâóõ
âðàùåíèé: âðàùåíèÿ âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè
(ñîõðàíÿþùåé íåèçìåííîå íàïðàâëåíèå â
òåëå âîë÷êà) ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0 è îä-
íîâðåìåííîãî âðàùåíèÿ ýòîé îñè âîêðóã íå-
èçìåííîãî â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèÿ âåê-
òîðà ìîìåíòà èìïóëüñà L. Îñü âîë÷êà ïðè
ýòîì îïèñûâàåò êðóãîâîé êîíóñ âîêðóã íà-
ïðàâëåíèÿ âåêòîðà L. Òàêîå ðàâíîìåðíîå
äâèæåíèå îñè âîë÷êà ïî êîíóñó â îòñóòñòâèå
âíåøíèõ ñèë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîáîäíóþ
ïðåöåññèþ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ãèðîñêîïó åå
ïðèíÿòî íàçûâàòü íóòàöèåé.

Èòàê, âåêòîð ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëü-
ñà L íàøåãî âîë÷êà, ñîâåðøàþùåãî ðåãó-
ëÿðíóþ ïðåöåññèþ, íå ñîâïàäàåò ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ñ îñüþ âîë÷êà, êàê ýòî ìîæíî âè-
äåòü íà ðèñ. 3. Â ìîìåíò «âûêëþ÷åíèÿ» ñèëû
òÿæåñòè âåêòîð L ìãíîâåííî îñòàíàâëèâà-
åòñÿ, íî îñü âîë÷êà ïðîäîëæàåò äâèæåíèå.
Ñêîðîñòü îñè â ýòîò ìîìåíò íóæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü äëÿ äàëüíåé-
øåãî äâèæåíèÿ âîë÷êà â îòñóòñòâèå ñèëû
òÿæåñòè. Êàðòèíà ýòîãî äâèæåíèÿ ïîêàçàíà
íà ðèñ. 4. Ýòî íóòàöèÿ, â ïðîöåññå êîòîðîé
îñü âîë÷êà (âåêòîð n0) îïèñûâàåò êðóãîâîé
êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå îïîðû âîêðóã
âåêòîðà L ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà.

Ñóùåñòâîâàíèåì íóòàöèé îáúÿñíÿåòñÿ
åùå îäíà îñîáåííîñòü ïîâåäåíèÿ ãèðîñêî-
ïà, êîòîðàÿ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïàðàäîêñàëü-
íîé. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1) ìîìåíò èì-
ïóëüñà ãèðîñêîïà L èçìåíÿåòñÿ òîëüêî òîã-

Ðèñóíîê 4. Ñâîáîäíàÿ ïðåöåññèÿ (íóòàöèÿ) âîë÷êà
âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà L

â îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè

1 Æóðíàë «Êîìïüþòåðíûå èíñòðóìåíòû â îáðàçîâàíèè». 2006, ¹ 1, ñòð. 10-18.
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äà, êîãäà íà ãèðîñêîï äåéñòâóþò âíåøíèå
ñèëû è èõ ìîìåíò N îòëè÷åí îò íóëÿ. Åñëè
äåéñòâèå âíåøíèõ ñèë ïðåêðàùàåòñÿ, êàê â
ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå, òî â òîò
æå ìîìåíò âðåìåíè ïðåêðàùàåòñÿ èçìåíå-
íèå âåêòîðà L è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåêðàùà-
åòñÿ ïðåöåññèÿ ãèðîñêîïà. Êàçàëîñü áû, îñü
ãèðîñêîïà ñ ýòîãî ìîìåíòà äîëæíà ñòàòü
ñðàçó íåïîäâèæíîé. Âìåñòå ñ îñüþ è öåíòð
ìàññ âîë÷êà, âî âðåìÿ ïðåöåññèè äâèãàâøèé-
ñÿ ïî îêðóæíîñòè, òàêæå äîëæåí ìãíîâåí-
íî îñòàíîâèòüñÿ. Íå ïðîòèâîðå÷èò ëè òàêàÿ
áåçûíåðöèîííîñòü ïîâåäåíèÿ âîë÷êà çàêî-
íó èíåðöèè?

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äåéñòâèòåëüíî ñóùå-
ñòâîâàëî áû, åñëè îòìå÷åííàÿ áåçûíåðöè-
îííîñòü îòíîñèëàñü áû ê äâèæåíèþ îñè
ãèðîñêîïà, à íå âåêòîðà L. Âåêòîð L è â
ñàìîì äåëå âåäåò ñåáÿ áåçûíåðöèîííî, ïðå-
êðàùàÿ èçìåíÿòüñÿ ñðàçó â òîò ìîìåíò âðå-
ìåíè, êîãäà ïðåêðàùàåòñÿ äåéñòâèå âíåøíèõ
ñèë, êàê ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (1). Ê
ëîæíîìó çàêëþ÷åíèþ î áåçûíåðöèîííîñòè
îñè âîë÷êà ïðèâîäèò ïðèáëèæåííàÿ òåîðèÿ
ãèðîñêîïà, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
âåêòîð L âñåãäà íàïðàâëåí âäîëü îñè ãèðîñ-
êîïà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ó ïðåöåññèðóþ-
ùåãî âîë÷êà âåêòîð L îòêëîíåí îò îñè íà
íåêîòîðûé óãîë, è ïðè ïðåêðàùåíèè äåé-
ñòâèÿ ñèëû ñðàçó âîçíèêàåò íóòàöèÿ âîêðóã
íåèçìåííîãî â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèÿ L.
Ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ â ìîìåíò âîçíèêíî-
âåíèÿ íóòàöèè êàê ðàç ðàâíà òîé ñêîðîñòè,
ñ êîòîðîé îí äâèãàëñÿ äî ýòîãî ìîìåíòà, òî
åñòü ïîêà ïðîèñõîäèëà ïðåöåññèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, ó÷åò íóòàöèè óñòðàíÿåò ïðîòèâî-
ðå÷èå ñ çàêîíîì èíåðöèè.

ÏÐÅÖÅÑÑÈß ÂÌÅÑÒÅ Ñ ÍÓÒÀÖÈÅÉ

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ
âîïðîñà î òîì, êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ âðàùà-
þùèéñÿ âîë÷îê ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñ-
òè ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, íå îáåñïå÷èâà-
þùèõ íåìåäëåííîãî âîçíèêíîâåíèÿ ðåãóëÿð-
íîé ïðåöåññèè. Èç ðàçîáðàííîãî âûøå ïðè-
ìåðà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
äâèæåíèå âîë÷êà äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñî-
áîé ñóïåðïîçèöèþ âûíóæäåííîé ðåãóëÿðíîé
ïðåöåññèè è íóòàöèè.

Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàèáî-
ëåå õàðàêòåðíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ìû ñíà-
÷àëà, âî âðåìÿ ðàñêðó÷èâàíèÿ âîë÷êà, óäåð-
æèâàåì åãî îò ïàäåíèÿ çà âåðõíèé êîíåö
íàêëîíåííîé îñè. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû ê
âåðõíåìó êîíöó îñè ïðèëîæèòü ñèëó, íà-
ïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ìîìåíò
ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè îïîðû êîì-
ïåíñèðóåò ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè. Åñëè áû
ìû îòïóñòèëè âåðõíèé êîíåö îñè äî òîãî,
êàê ïðèâåëè âîë÷îê âî âðàùåíèå, îñü ñòàëà
áû ïðîñòî ïàäàòü âíèç, óñêîðåííî ïîâîðà-
÷èâàÿñü âîêðóã òî÷êè îïîðû â âåðòèêàëü-
íîé ïëîñêîñòè. Íî êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ âîë-
÷îê, åñëè ìû îòïóñêàåì îñü ïîñëå òîãî, êàê
ðàñêðóòèëè åãî?

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà L íà-
ïðàâëåí âäîëü îñè âîë÷êà. Êàê òîëüêî ìû

îòïóñêàåì îñü, ïîÿâëÿåòñÿ ìîìåíò ñèëû
òÿæåñòè, è ïîä äåéñòâèåì ýòîãî ìîìåí-
òà âåêòîð L, â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíè-
åì (1), íà÷èíàåò èçìåíÿòüñÿ, ñòðåìÿñü
äâèãàòüñÿ ïî êîíóñó òàê, êàê ýòî ïðîèñ-
õîäèò ïðè ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè. Íî
åñëè ïðåöåññèÿ âåêòîðà L âîêðóã âåðòè-
êàëè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωωωωωïð íà÷èíàåò-
ñÿ ñðàçó, áåçûíåðöèîííî, òî îñü âîë÷êà,
êàê è íàõîäÿùèéñÿ íà íåé öåíòð ìàññ, â
íà÷àëüíûé ìîìåíò åùå íåïîäâèæíû, òî
åñòü èõ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ.
Èñõîäÿ èç òàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïî-
ïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ñåáå äàëüíåéøåå
äâèæåíèå âîë÷êà êàê ñóïåðïîçèöèþ âû-
íóæäåííîé ïðåöåññèè è íóòàöèè.

Ðèñóíîê 5. Íàëîæåíèå íóòàöèè âîêðóã íàïðàâëåíèÿ
âåêòîðà L1 íà âûíóæäåííóþ ïðåöåññèþ
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 Ó÷àñòèå âîë÷êà â âûíóæäåííîé ïðå-
öåññèè îçíà÷àåò, ÷òî ó âåêòîðà ïîëíîãî ìî-
ìåíòà èìïóëüñà L äîëæíà áûòü âåðòèêàëü-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Lïð, îáóñëîâëåííàÿ âðà-
ùåíèåì âîë÷êà âîêðóã âåðòèêàëè ñ óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ ωωωωωïð. Âûäåëèì Lïð èç ïîëíî-
ãî ìîìåíòà èìïóëüñà, òî åñòü ïðåäñòàâèì
L â âèäå ñóììû Lïð + L1, è áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü îñòàâøóþñÿ ÷àñòü L1 êàê âêëàä ñîá-
ñòâåííîãî âðàùåíèÿ âîë÷êà â ïîëíûé ìî-
ìåíò èìïóëüñà (ñì. ðèñóíîê 5). Ëåãêî ïî-
íÿòü, ÷òî åñëè îòâëå÷üñÿ îò âûíóæäåííîé
ïðåöåññèè âîë÷êà è ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà åãî
ñîáñòâåííîì âðàùåíèè, òî ñâÿçàííûé ñ
ýòèì âðàùåíèåì ìîìåíò èìïóëüñà L1 óæå
íå íàïðàâëåí òî÷íî âäîëü îñè âîë÷êà: âåê-
òîð L1 îòêëîíåí îò âåðòèêàëè ñèëüíåå, ÷åì
îñü âîë÷êà. Îòêëîíåíèå L1 îò îñè âîë÷êà
îçíà÷àåò, ÷òî îäíîâðåìåííî ñ ìåäëåííîé
âûíóæäåííîé ïðåöåññèåé áóäåò ïðîèñõî-
äèòü áûñòðàÿ íóòàöèÿ âîë÷êà, òî åñòü îñü
âîë÷êà áóäåò îïèñûâàòü êîíóñ (ñ ìàëûì óã-
ëîì ðàñòâîðà) âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ïðåöåñ-
ñèðóþùåãî âåêòîðà L1. Ñëîæåíèå ýòèõ äâóõ
äâèæåíèé äàåò äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðå-
ìåíè òðåáóåìóþ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íó-
ëåâóþ ñêîðîñòü îñè âîë÷êà (è öåíòðà ìàññ).

×òîáû íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü îñè äåéñòâè-
òåëüíî ïîëó÷èëàñü ðàâíîé íóëþ ïðè ñëî-
æåíèè äâóõ äâèæåíèé, âåêòîð L1 äîëæåí
áûòü îòêëîíåí îò îñè âîë÷êà (îò
âåêòîðà n0) íà âïîëíå îïðåäåëåí-
íûé óãîë, çàâèñÿùèé îò óãëà íà-
êëîíà îñè âîë÷êà è îòíîøåíèÿ óã-
ëîâûõ ñêîðîñòåé íóòàöèè è ïðå-
öåññèè. Èìåííî ýòèì óãëîì ìåæ-
äó L1 è n0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàñòâîð
êîíóñà íóòàöèè.

Èòàê, îòïóùåííàÿ îñü âîë÷êà
(âåêòîð n0 íà ðèñóíêå 5) îäíîâðå-
ìåííî ñîâåðøàåò äâà äâèæåíèÿ: ïî
âåðòèêàëüíîìó êîíóñó âûíóæäåí-
íîé ïðåöåññèè (ðèñ. 5, a) è ïî êî-
íóñó íóòàöèè âîêðóã âåêòîðà L1
(ðèñ. 5, b). Ïåðâîìó èç ýòèõ äâè-
æåíèé ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèÿ
âåðõíåãî êîíöà îñè â âèäå ãîðè-
çîíòàëüíîé îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ
ïîêàçàíà øòðèõîâîé ëèíèåé íà
ðèñóíêå 5, a; âòîðîìó � ìàëàÿ îê-

ðóæíîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó L1 è
ïîêàçàííàÿ íà ðèñóíêå 5, b. Îáà äâèæåíèÿ
íà÷èíàþòñÿ â ìîìåíò îòïóñêàíèÿ îñè � äî
òîãî âîë÷îê ïðîñòî âðàùàëñÿ âîêðóã íåïîä-
âèæíîé îñè. Ñëîæåíèå ýòèõ äâèæåíèé äàåò
äëÿ âåðõíåãî êîíöà îñè òðàåêòîðèþ, íàïî-
ìèíàþùóþ öèêëîèäó, òî åñòü êðèâóþ, êîòî-
ðóþ ðèñóåò òî÷êà íà îáîäå êîëåñà, êàòÿùå-
ãîñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ìîäåëèðóþùàÿ
ïðîãðàììà ñòðîèò òðàåêòîðèþ êîíöà îñè (ñè-
íÿÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 6) èìåííî äëÿ òàêèõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé. Êðàñíàÿ îêðóæíîñòü ïî-
êàçûâàåò òðàåêòîðèþ êîíöà âåêòîðà L1.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ïåðâûé ìî-
ìåíò, êàê òîëüêî ìû îòïóñêàåì îñü âîë÷êà,
ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè îíà äåéñòâè-
òåëüíî íà÷èíàåò ïàäàòü âíèç, ÷òî âïîëíå
ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøèìè èíòóèòèâíûìè ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè. Íî ïî ìåðå òîãî, êàê îñü íà-
áèðàåò ñêîðîñòü, òðàåêòîðèÿ åå âåðõíåãî
êîíöà âñå ñèëüíåå îòêëîíÿåòñÿ îò âåðòèêà-
ëè. Âñêîðå äâèæåíèå îñè ñòàíîâèòñÿ ãîðè-
çîíòàëüíûì, êàê è ïðè ðåãóëÿðíîé ïðåöåñ-
ñèè, íî ñêîðîñòü ýòîãî äâèæåíèÿ áîëüøå
òîé, ÷òî íóæíà äëÿ ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè.
Òðàåêòîðèÿ êîíöà îñè íà÷èíàåò îòêëîíÿòü-
ñÿ ââåðõ. Ïîäíÿâøèñü äî èñõîäíîé âûñîòû,
îñü «çàìèðàåò» � åå ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â
íóëü. Çàòåì âñå ïîâòîðÿåòñÿ ñíà÷àëà. Íî
òåïåðü ìû ïîíèìàåì, ÷òî òàêîå ñâîåîáðàç-

Ðèñóíîê 6. Äåìîíñòðàöèÿ âûíóæäåííîé ïðåöåññèè
ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè âìåñòå ñ íóòàöèåé,

ñîïðîâîæäàþùåé ïðåöåññèþ
ïðè îñâîáîæäåíèè îñè ðàñêðó÷åííîãî ãèðîñêîïà.
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íîå ïîâåäåíèå, êîãäà êîíåö îñè äâèæåòñÿ
ïî öèêëîèäàëüíîé òðàåêòîðèè, îáúÿñíÿåò-
ñÿ ñëîæåíèåì äâóõ äâèæåíèé � íóòàöèè
âîë÷êà âîêðóã âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà L1
ñ îäíîâðåìåííîé âûíóæäåííîé ïðåöåññèåé
ýòîãî âåêòîðà âîêðóã âåðòèêàëè.

Ïðè äðóãèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñëîæå-
íèå ïðåöåññèè è íóòàöèè ìîæåò ïîðîæäàòü
òðàåêòîðèè âåðõíåãî êîíöà îñè âîë÷êà ïåò-
ëåîáðàçíîãî è âîëíîîáðàçíîãî (ñèíóñîîáðàç-
íîãî) âèäà. È òîëüêî òîãäà, êîãäà íà÷àëü-
íàÿ ñêîðîñòü êàê ðàç ðàâíà ñêîðîñòè îñè
ïðè ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè, âîëíîîáðàçíàÿ
òðàåêòîðèÿ ïîëíîñòüþ ðàçãëàæèâàåòñÿ, ïðå-
âðàùàÿñü â îêðóæíîñòü, îïèñûâàåìóþ êîí-
öîì îñè ïðè ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè (ñì.
ðèñóíîê 2).

Êîãäà íóòàöèè ìàëû, âûíóæäåííóþ ïðå-
öåññèþ íàçûâàþò ïñåâäîðåãóëÿðíîé. Äëÿ
áûñòðî âðàùàþùèõñÿ ãèðîñêîïîâ, ïðèìå-
íÿåìûõ â òåõíèêå, ïñåâäîðåãóëÿðíàÿ ïðå-
öåññèÿ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò ðåãó-
ëÿðíîé. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íóòàöèÿ ïðîÿâëÿ-
åò ñåáÿ êàê åäâà çàìåòíîå ìåëêîå è ÷àñòîå
äðîæàíèå îñè ãèðîñêîïà. Êðîìå òîãî, ìåë-
êîìàñøòàáíûå íóòàöèè áûñòðî çàòóõàþò ïîä
äåéñòâèåì ñèë òðåíèÿ, è ïñåâäîðåãóëÿðíàÿ
ïðåöåññèÿ ïåðåõîäèò â ðåãóëÿðíóþ.

Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò
ïðîñëåäèòü çàòóõàíèå íóòàöèé ïîä äåéñòâè-
åì òðåíèÿ è ñãëàæèâàíèå òðàåêòîðèè êîíöà

Ðèñóíîê 7. Çàòóõàíèå íóòàöèé ïîä äåéñòâèåì òðåíèÿ
è ïîñòåïåííûé ïåðåõîä ïñåâäîðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè âîë÷êà

â óñòàíîâèâøóþñÿ ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ

îñè. Íà ðèñóíêå 7 îò÷åòëèâî âèäíî, êàê èç-
ëîìû íà ýòîé òðàåêòîðèè ðàçãëàæèâàþòñÿ
(ñèíÿÿ ëèíèÿ), è îíà ïîñòåïåííî ïðèáëè-
æàåòñÿ ê îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé óñ-
òàíîâèâøåéñÿ âûíóæäåííîé ïðåöåññèè. Ýòó
îêðóæíîñòü, ïîêàçàííóþ êðàñíîé ëèíèåé íà
ðèñóíêå 7, âû÷åð÷èâàåò êîíåö âåêòîðà L1.
Êîãäà íóòàöèè ïîëíîñòüþ çàòóõíóò è óñòà-
íîâèòñÿ ðåãóëÿðíàÿ âûíóæäåííàÿ ïðåöåññèÿ,
âåêòîð L1 ìîìåíòà èìïóëüñà, ñâÿçàííîãî ñ
ñîáñòâåííûì âðàùåíèåì âîë÷êà, áóäåò íà-
ïðàâëåí âäîëü îñè âîë÷êà.

Ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ïî êàêèì òðàåê-
òîðèÿì äâèæóòñÿ òî÷êè âîë÷êà, íå ëåæàùèå
íà îñè ñèììåòðèè, äàåò ðèñóíîê  8. Æåñòêî
ñâÿçàííàÿ ñ âîë÷êîì ñòðåëêà («âîòêíóòàÿ» â
òåëî âîë÷êà) îáðàçóåò íåáîëüøîé óãîë (15
ãðàäóñîâ) ñ åãî îñüþ. Òðàåêòîðèÿ îñòðèÿ ýòîé
ñòðåëêè ëåæèò íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
ñ öåíòðîì â íåïîäâèæíîé òî÷êå îïîðû âîë-
÷êà. Ïðè ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè (ñì. ðèñó-
íîê 2) ïåòëåîáðàçíàÿ òðàåêòîðèÿ ñòðåëêè
ïîëó÷àåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ âðàùå-
íèÿ âîë÷êà âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè è ðàâ-
íîìåðíîãî äâèæåíèÿ ýòîé îñè ïî êîíóñó ïðå-
öåññèè. Âñå ïåòëè òàêîé òðàåêòîðèè îäè-
íàêîâû. Ïðè äîáàâëåíèè íóòàöèé îñü âîë÷-
êà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ îêîëî ñðåäíåãî ïî-
ëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíóñó óñòàíî-
âèâøåéñÿ ïðåöåññèè (ñì. ðèñóíîê 8). Èç-çà
òàêèõ êîëåáàíèé îñè âîë÷êà òðàåêòîðèÿ êîí-

öà ñòðåëêè çàìåòíî óñëîæíÿåòñÿ.

ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÎÉ

Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò èçìåíÿòü
ïàðàìåòðû ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû
è óñëîâèÿ íàáëþäåíèÿ. Äëÿ óäîá-
ñòâà íàáëþäåíèÿ èçîáðàæåíèå â
îêíå ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü âîêðóã
âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé
îñåé � âðàùàòü êóá, â öåíòðå êî-
òîðîãî íàõîäèòñÿ âîë÷îê. Ýòèì
äîñòèãàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñìîòðåòü
íà èçîáðàæåíèå òðåõìåðíûõ îáúåê-
òîâ ñ ðàçíûõ òî÷åê, íàïðèìåð,
ñáîêó, ñâåðõó èëè ñíèçó. Äëÿ èç-
ìåíåíèÿ òî÷êè çðåíèÿ íóæíî ïðè-
âåñòè óêàçàòåëü ìûøè â ïðåäåëû
îêíà, íàæàòü ëåâóþ êíîïêó è, íå
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Ðèñóíîê 8. Òðàåêòîðèè îñè âîë÷êà è òî÷êè,
íå ëåæàùåé íà îñè, ïðè ïåðåõîäå ïñåâäîðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè

â óñòàíîâèâøóþñÿ ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ

îòïóñêàÿ åå, ïåðåìåùàòü («ïåðåòàñêèâàòü»)
óêàçàòåëü â òó èëè èíóþ ñòîðîíó, äîáèâàÿñü
íàèáîëåå óäîáíîãî äëÿ íàáëþäåíèÿ ðàñïî-
ëîæåíèÿ îñåé êîîðäèíàò è îáúåêòîâ íà ýê-
ðàíå. Åñëè ïðè ýòîì îäíîâðåìåííî óäåðæè-
âàòü íàæàòîé êíîïêó «Control» íà êëàâèà-
òóðå, òî ìûøüþ ìîæíî ñäâèãàòü èçîáðàæå-
íèå â æåëàåìîì íàïðàâëåíèè. Åñëè æå óäåð-
æèâàòü íàæàòîé êíîïêó «Shift», òî ïðè ïå-
ðåìåùåíèè óêàçàòåëÿ ìûøè áóäåò èçìå-
íÿòüñÿ ìàñøòàá èçîáðàæåíèÿ � ïðåäìåòû
áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ ëèáî óäàëÿòüñÿ îò íà-
áëþäàòåëÿ.

Âðàùåíèå âîë÷êà ìîæíî îòîáðàæàòü â
óäîáíîì äëÿ íàáëþäåíèÿ ìàñøòàáå âðåìå-
íè. Èçìåíåíèå âðåìåííîãî ìàñøòàáà äîñ-
òèãàåòñÿ ââåäåíèåì çàäåðæêè, êîòîðóþ ìîæ-
íî èçìåíÿòü ñ ïîìîùüþ äâèæêà â íèæíåé
÷àñòè ïàíåëè óïðàâëåíèÿ. Íàçíà÷åíèå äðó-
ãèõ îðãàíîâ óïðàâëåíèÿ íà ýòîé ïàíåëè èí-
òóèòèâíî ïîíÿòíî. Ñàìàÿ âåðõíÿÿ êíîïêà
ñëóæèò äëÿ ïóñêà è ïðèîñòàíîâêè ìîäåëè-
ðîâàíèÿ. Âòîðàÿ êíîïêà ïîçâîëÿåò âûïîë-
íÿòü ìîäåëèðîâàíèå ïîøàãîâî. Òðåòüÿ êíîï-
êà âîññòàíàâëèâàåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, à
÷åòâåðòàÿ � çàäàâàåìûå ïî óìîë÷àíèþ çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ.

Ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå ñ ïðîãðàììîé
ìîæíî íå óòðóæäàòü ñåáÿ ââîäîì ïàðàìåò-
ðîâ, à îãðàíè÷èòüñÿ âûáîðîì çàðàíåå çàãî-
òîâëåííûõ ïðèìåðîâ èç ïðåäëàãàåìîãî ñïèñ-
êà. Ýòîò ñïèñîê ìîæíî îòêðûòü,
ïîñòàâèâ «ãàëî÷êó» â ñîîòâåòñòâó-
þùåì áîêñå íà ïàíåëè óïðàâëå-
íèÿ. Äëÿ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ âû-
íóæäåííîé ïðåöåññèè ñëåäóåò ïðî-
äåëàòü ìîäåëèðîâàíèå ïðè ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Èçìåíÿòü
ïàðàìåòðû ìîæíî ïåðåìåùåíèåì
äâèæêîâ íà ïàíåëè óïðàâëåíèÿ,
ëèáî ââîäÿ íóæíûå çíà÷åíèÿ ñ êëà-
âèàòóðû. Ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî
ïðèîñòàíîâèòü ìîäåëèðîâàíèå
êíîïêîé «Ïóñê/Ïàóçà». Ïðè ââî-
äå êàêîãî-ëèáî ïàðàìåòðà ñ êëà-
âèàòóðû ïîëå ââîäà ñòàíîâèòñÿ
ÿðêî æåëòûì. Çàâåðøàòü ââîä íóæ-
íî íàæàòèåì êëàâèøè «Enter», ïðè
ýòîì ïîëå ââîäà ïðèíèìàåò ïðå-
æíèé öâåò.

Èíåðòíûå ñâîéñòâà ãèðîñêîïà îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïðîäîëüíûì è ïîïåðå÷íûì ìîìåí-
òàìè èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó îïîðû. Â ïðîãðàììå ìî-
ìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ïîïåðå÷íîé îñè
ìîæíî èçìåíÿòü ïåðåìåùåíèåì äèñêà, òî
åñòü èçìåíåíèåì ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè îïî-
ðû äî öåíòðà ìàññ (ïàðàìåòð «Âûñîòà äèñ-
êà»). Ñ óâåëè÷åíèåì âûñîòû äèñêà âîçðàñ-
òàåò óãëîâàÿ ñêîðîñòü âûíóæäåííîé ïðåöåñ-
ñèè è óâåëè÷èâàåòñÿ îòíîøåíèå ïåðèîäà
íóòàöèé ê ïåðèîäó ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ
ãèðîñêîïà. Ïðîãðàììà äîïóñêàåò èçìåíåíèå
çíà÷åíèé ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè îïîðû äî
öåíòðà ìàññ â ïðåäåëàõ îò 0,5 äî 1,25 (â
îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ).

Åùå îäèí ïàðàìåòð, êîòîðûé ìîæíî
èçìåíÿòü â ïðîãðàììå � ýòî íàêëîí îñè ãè-
ðîñêîïà, òî åñòü óãîë, êîòîðûé îñü âîë÷êà
îáðàçóåò ñ âåðòèêàëüþ. Íà ïàíåëè óïðàâëå-
íèÿ îí îáîçíà÷åí êàê «Íàêëîí». Çíà÷åíèå
óãëà íàêëîíà íóæíî ââîäèòü â ãðàäóñàõ.
Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ëåæàò â èíòåðâàëå îò
0 äî 120 ãðàäóñîâ. Âåëè÷èíó óãëîâîé ñêî-
ðîñòè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà
ìîæíî èçìåíÿòü â ïðåäåëàõ îò 4,0 äî 20,0
(â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ, ïàðàìåòð «Ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ»). ×òîáû ïðîãðàììà îòî-
áðàæàëà âëèÿíèå òðåíèÿ íà ïîâåäåíèå ãè-
ðîñêîïà, íóæíî ïîñòàâèòü «ôëàæîê» â áîê-
ñå «Òðåíèå».
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Áóòèêîâ Åâãåíèé Èâàíîâè÷,
ïðîôåññîð ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÑÏáÃÓ.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ïðîãðàì-
ìà ìîäåëèðóåò ïîâåäåíèå ãèðîñêîïà äëÿ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñ-
âîáîæäåíèþ îñè ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêî-
ðîñòüþ. Ïðè ýòîì íåèçáåæíî âîçíèêàåò íó-
òàöèÿ. Íî åñëè ïîñòàâèòü «ôëàæîê» â áîê-
ñå «Áåç íóòàöèè», òî áóäóò çàäàíû íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñðàçó áóäåò ïðî-
èñõîäèòü ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ áåç íóòà-
öèè.

×òîáû âêëþ÷èòü ïîñòðîåíèå òðàåêòîðèè
êàêîé-ëèáî òî÷êè âîë÷êà, íóæíî âûáðàòü
ïîëîæåíèå ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî îñè
âîë÷êà (ââåñòè â ãðàäóñàõ çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà «Óãë. ïîëîæåíèå») è ïîñòàâèòü «ôëà-
æîê» â áîêñå «Òðàåêòîðèÿ òî÷êè». Åñëè
ñíÿòü «ôëàæîê» â ñàìîì íèæíåì áîêñå ïà-
íåëè óïðàâëåíèÿ, ìîæíî ñäåëàòü ñâåòëûì
ôîí îêíà, â êîòîðîì ïðîãðàììà îòîáðàæà-
åò äâèæåíèå ãèðîñêîïà.


