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Ðûáèí Ñåðãåé Âèòàëüåâè÷

ÌÅÒÎÄ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ðàññìîòðèì ìåòîä ðåçîëþöèé ïðèìå-
íèòåëüíî ê ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿ-
òèÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Îïðåäåëåíèå.
Ñèìâîëû èñòèíû 1 è ëæè 0 íàçâàþòñÿ

ëîãè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè (èëè â äàëüíåé-
øåì ïðîñòî êîíñòàíòàìè).

Ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè (â äàëüíåé-
øåì ïðîñòî ïåðåìåííûìè) íàçûâàþòñÿ
áóêâû X, Y, Z, ... ñ èíäåêñàìè è áåç íèõ,
çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ ìîãóò áûòü 1 èëè 0.

Ôîðìóëàìè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé íàçû-
âàþòñÿ:

1) ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå è êîíñòàíòû;

2) âûðàæåíèÿ âèäà ( ) ( )F G∧ , ( ) ( )F G∨ ,

( )F¬ , ( ) ( )F G⇒ , ( ) ( )F G⇔ , ãäå F è G �
ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Çàìå÷àíèå.
Ôîðìóëó F, â êîòîðóþ âõîäÿò ïåðå-

ìåííûå 1 2, ,..., nX X X , áóäåì îáîçíà÷àòü

( )1 2, ,..., nF X X X . Áîëåå òîãî, áóäåì ïîëüçî-
âàòüñÿ ïîñëåäíèì îáîçíà÷åíèåì, äàæå åñëè
íåêîòîðûå èç ïåðåìåííûõ îòñóòñòâóþò â
çàïèñè ôîðìóëû F, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ôèê-
òèâíûìè ïåðåìåííûìè.

Áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ ôèêòèâíûõ ïåðå-
ìåííûõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîðû ïå-
ðåìåííûõ ó äâóõ ôîðìóë ëîãèêè âûñêà-
çûâàíèé ñîâïàäàþò.

Åñëè ñòðîãî ñëåäîâàòü îïðåäåëåíèþ,
òî â ôîðìóëå íàäî ïèñàòü ìíîãî ñêîáîê.
Ýòî íåóäîáíî äëÿ âîñïðèÿòèÿ ôîðìóëû.
×òîáû óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî ñêîáîê, ïðè-
ìåì ñëåäóþùèå ñîãëàøåíèÿ:

1) âíåøíèå ñêîáêè â ôîðìóëå ìîæíî
îïóñêàòü;

2) âíóòðåííèå ñêîáêè â ôîðìóëå ìîæ-
íî îïóñêàòü ñ ó÷åòîì ïðèîðèòåòà (ñèëû
ñâÿçûâàíèÿ) äëÿ ñâÿçîê.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ¬ èìååò íàèâûñ-
øèé ïðèîðèòåò, çàòåì â ïîðÿäêå óìåíü-
øåíèÿ ïðèîðèòåòà ñëåäóþò ñâÿçêè

, ,∧ ∨ ⇒ , è ñàìûé ìàëåíüêèé ïðèîðèòåò
èìååò ñâÿçêà ⇔ . Ñâÿçêè îäíîãî ñòàðøèí-
ñòâà ïðèìåíÿþòñÿ â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâà-
íèÿ ñëåâà íàïðàâî.

Áóäåì îïóñêàòü ñèìâîë êîíúþíêöèè

∧ , òî åñòü, âìåñòî âûðàæåíèÿ X Y∧ , ïè-
ñàòü ïðîñòî XY , åñëè åãî ïðèñóòñòâèå
áóäåò î÷åâèäíî èç êîíòåêñòà.

Âìåñòî ñèìâîëà îòðèöàíèÿ X¬ , áó-
äåì ïèñàòü X .

Çàäàíèå ôîðìóëû ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëÿòü ñîîòâåòñòâèå ôîðìóëû ñèíòàêñèñó ëî-

Â èçäàòåëüñòâå «Àêàäåìèÿ» ãîòîâèòñÿ ê èçäàíèþ êíèãà «Äèñêðåò-
íàÿ ìàòåìàòèêà» (àâòîðû Ñ.Í. Ïîçäíÿêîâ, Ñ.Â. Ðûáèí). Íà îñíîâå
îäíîãî èç ðàçäåëîâ ýòîé êíèãè Ñ.Â. Ðûáèí íàïèñàë ñòàòüþ, öåëü êîòî-
ðîé ïîäãîòîâèòü ÷èòàòåëÿ ê ýôôåêòèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ ïðîãðàì-
ìíîãî ïðîäóêòà, îïèñàííîãî â ñëåäóþùåé ñòàòüå (àâòîðû Â.È. Øóëü-
æåíêî, Ï.À. Ýììàí).
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ãèêè âûñêàçûâàíèé (ïðîâîäèòü ñèíòàêñè-
÷åñêèé àíàëèç). Ââåäåì ïîíÿòèå çíà÷åíèÿ
(ñìûñëà) ôîðìóëû, òî åñòü ñåìàíòèêó ëî-
ãèêè âûñêàçûâàíèé.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ( )1 2, ,..., nF X X X .
Åñëè çàäàòü çíà÷åíèÿ âñåõ âõîäÿùèõ â
ôîðìóëó ïåðåìåííûõ,

1 1 2 2, ,..., , 0,1,n n iX X Xα α α α= = =    =
òî, èñïîëüçóÿ òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ëî-
ãè÷åñêèõ ñâÿçîê, ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷å-
íèå âñåé ôîðìóëû íà ýòîì íàáîðå:

( )1 2, ,..., , 0,1.nF α α α β β=    =
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà èí-

òåðïðåòàöèÿ ôîðìóëû F íà íàáîðå
( )1, nα αK . Òàêèå íàáîðû èç íóëåé è åäè-
íèö íàçûâàþòñÿ áóëåâûìè íàáîðàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü çíà-
÷åíèå ôîðìóëû, íóæíî çàäàòü åå èíòåðïðå-
òàöèþ íà âñåõ âîçìîæíûõ áóëåâûõ íàáî-
ðàõ çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íåå ïåðåìåííûõ.

Òàáëèöà 1 íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé èñòèí-
íîñòè äëÿ ôîðìóëû F. Êàæäàÿ ñòðîêà òàá-
ëèöû ñîîòâåòñòâóåò èíòåðïðåòàöèè ôîð-
ìóëû F íà äàííîì áóëåâîì íàáîðå.

Íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåðû ôîðìóë,
êîòîðûå, ÿâëÿÿñü ñèíòàêñè÷åñêè ðàçëè÷-
íûìè, èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Íà-
ïðèìåð, ôîðìóëû ( , )F X Y X Y= ∨  è

( , )G X Y Y X= ∨ . Ïîäîáíûå ôîðìóëû áó-
äåì íàçûâàòü ðàâíîñèëüíûìè è ïèñàòü
F G= . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîñèëüíîñ-
òè äâóõ ôîðìóë äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
èõ òàáëèöû èñòèííîñòè èäåíòè÷íû. Â äàëü-
íåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíîñòè:

( ) ( )

( )

,

,

,

,

.

F G F G G F

F G F G

F G H FG FH

F G FG

FG F G

⇔ = ⇒ ∧ ⇒

⇒ = ∨
∨ = ∨

∨ =

= ∨
Äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîñèëüíîñòè î÷åâèä-

íûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ òàá-
ëèö èñòèííîñòè äëÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé.

Òðåòüÿ ðàâíîñèëüíîñòü íàçûâàåòñÿ çà-
êîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè è ïîçâîëÿåò ðàñ-
êðûâàòü ñêîáêè â ñëîæíûõ ëîãè÷åñêèõ

0 0 K 0 0 ( )0,0,...,0,0F  

0 0 K 0 1 ( )0,0,...,0,1F  

K K K K K K 

1 1 K 1 0 ( )1,1,...,1,0F  

1 1 K 1 1 ( )1,1,...,1,1F  

Òàáëèöà 1.

âûðàæåíèÿõ, à ïîñëåäíèå äâå � çàêîíàìè
äå Ìîðãàíà. Êðîìå òîãî, ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè êîíúþíêöèè è
äèçúþíêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè êîììó-
òàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè.

ËÎÃÈ×ÅÑÊÎÅ ÑËÅÄÑÒÂÈÅ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè äàí-
íîå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèåì äðóãèõ. Ââå-
äåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå.
Ôîðìóëó ( )1, nG X XK  íàçûâàþò ëîãè-

÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë

( ) ( )1 1 1, , , ,n k nF X X F X XK K K ,

åñëè äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè íà íàáîðå
( )1, nα αK  èç òîãî, ÷òî

( ) ( )1 1 1, 1, , , 1n k nF Fα α α α= =K K K

ñëåäóåò, ÷òî ( )1, 1nG α α =K .

Çàäà÷à.
Íà ñêëàäå ñîâåðøåíî õèùåíèå. Ïî-

äîçðåíèå ïàëî íà òðåõ ÷åëîâåê: Áðàóíà,
Äæîíñîíà è Ñìèòà, îíè áûëè äîñòàâëåíû
äëÿ äîïðîñà. Óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå:

1. Íèêòî, êðîìå Áðàóíà, Äæîíñîíà è
Ñìèòà, íå áûë çàìåøàí â äåëå.
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2. Áðàóí íèêîãäà íå õîäèò íà äåëî áåç,
ïî êðàéíåé ìåðå, îäíîãî ñîó÷àñòíèêà.

3. Ñìèò íå âèíîâåí.
Îòâåòèì íà âîïðîñ: âèíîâåí ëè Äæîí-

ñîí?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X  óòâåðæäåíèå �
Áðàóí âèíîâåí, ÷åðåç Y  � Äæîíñîí âèíî-
âåí, ÷åðåç Z  � Ñìèò âèíîâåí. Çàïèøåì
ôàêòû 1�3 ñ ïîìîùüþ ôîðìóë èñ÷èñëå-
íèÿ âûñêàçûâàíèé:

1( , , ) ,F X Y Z X Y Z= ∨ ∨

2( , , ) ,F X Y Z X Y Z= ⇒ ∨  3( , , )F X Y Z Z= ¬ .

Ïðåäïîëàãàåìûé îòâåò: Äæîíñîí âèíî-
âåí îáîçíà÷èì ÷åðåç G. Ïðîâåðèì, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè ôîðìóëà G ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâè-
åì ôîðìóë { }1 2 3, ,F F F . Ïîñòðîèì ñîâìåñò-
íóþ òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîðìóë
{ }1 2 3, ,F F F  è G  (ñì. òàáëèöó 2).

Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òå èíòåðïðåòà-
öèè, â êîòîðûõ âñå ôîðìóëû { }1 2 3, ,F F F
èñòèííû. Òàêèõ èíòåðïðåòàöèé òîëüêî äâå
(â òàáëèöå îíè âûäåëåíû ñåðûì öâåòîì).
Â ýòèõ èíòåðïðåòàöèÿõ çíà÷åíèå ôîðìó-
ëû G òàêæå èñòèííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîð-
ìóëà G � ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå, òî åñòü
Äæîíñîí âèíîâåí.

X Y Z F1 F2 F3 G 

0 0 0 0 1 1  

0 0 1 1 1 0  

0 1 0 1 1 1 1 

0 1 1 1 1 0  
1 0 0 1 0 1  
1 0 1 1 1 0  

1 1 0 1 1 1 1 

 1 1 1 1 0  

Òàáëèöà 2.

Ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ òåñíî
ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì âûïîëíèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå.
Ìíîæåñòâî ôîðìóë

( ) ( )1 1 1, , , ,n k nF X X F X XK K K

íàçûâàþò âûïîëíèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò
èíòåðïðåòàöèÿ ( )1, nα αK  òàêàÿ, ÷òî

( ) ( )1 1 1, 1, , , 1n k nF Fα α α α= =K K K .

Ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü ìíîæåñòâà
ôîðìóë { }1, , kF FK  ìîæíî ïîñòðîåíèåì ñî-
âìåñòíîé òàáëèöû èñòèííîñòè ýòèõ ôîð-
ìóë. Åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ñòðîêà,
â êîòîðîé â ñòîëáöàõ ôîðìóë ñòîÿò åäè-
íèöû, òî ýòî ìíîæåñòâî ôîðìóë âûïîëíè-
ìî. Åñëè òàêîé ñòðîêè íåò, òî ìíîæåñòâî
ôîðìóë íåâûïîëíèìî. Íàïðèìåð, ìíîæå-
ñòâî ôîðìóë { }1 2 3, , ,F F F G  èç ïîñëåäíåãî
ïðèìåðà � âûïîëíèìî.

Â äàëüíåéøåì áóäåò íåîáõîäèìî ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà.
Ôîðìóëà G ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåä-

ñòâèåì ôîðìóë { }1, , kF FK  òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî ôîðìóë
{ }1, , ,kF F G¬K  � íåâûïîëíèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ ëîãè÷åñêîãî ñëåä-
ñòâèÿ. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè, íàïðè-
ìåð, â [1].

ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÀß
ÍÎÐÌÀËÜÍÀß ÔÎÐÌÀ

Íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü, âìå-
ñòî ôîðìóë îáùåãî âèäà, ôîðìóëû â íå-
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êîòîðîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Äàäèì íå-
îáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå.
Ëèòåðàëîì íàçûâàþò ïåðåìåííóþ èëè

åå îòðèöàíèå, ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé,
èëè äèçúþíêòîì íàçûâàþò ëèòåðàë èëè
äèçúþíêöèþ ëèòåðàëîâ.

Ôîðìóëà G èìååò êîíúþíêòèâíóþ íîð-
ìàëüíóþ ôîðìó (ÊÍÔ), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
êîíúþíêöèåé ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà.
Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F ñóùåñòâóåò ôîð-

ìóëà G, ðàâíîñèëüíàÿ F è èìåþùàÿ êîíú-
þíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñëåäîâàòü èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî äàííîé
èñõîäíîé ôîðìóëå âûäàåò ôîðìóëó, óäîâ-
ëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ òåîðåìû.

Àëãîðèòì.
Øàã 1. Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå

ðàâíîñèëüíîñòè, èñêëþ÷àåì èç èñõîäíîé
ôîðìóëû ýêâèâàëåíöèþ è èìïëèêàöèþ.

Øàã 2. Ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ äå Ìîðãà-
íà çàíîñèì çíàê îòðèöàíèÿ ê ïåðåìåííûì.

Øàã 3. Åñëè ôîðìóëà ñîäåðæèò ïîä-
ôîðìóëó âèäà ( )F G H∨ , òî, ñîãëàñíî çà-
êîíó äèñòðèáóòèâíîñòè, çàìåíÿåì åå íà
ðàâíîñèëüíóþ ôîðìóëó FG FH∨ .

Ïðèìåð.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàáîòû àëãîðèò-

ìà ðàññìîòðèì ôîðìóëó

( ) ( )( ), ,F X Y Z X Z X Y= ∨ ⇒ .

Ïðèâîäèì ôîðìóëó ê ÊÍÔ:

( )( ) ( )X Z X Y X Z X Y X Z XY∨ ⇒ = ∨ = ∨ .

Â ïîñëåäíåì ïðåîáðàçîâàíèè ìû èñ-
ïîëüçîâàëè î÷åâèäíóþ ðàâíîñèëüíîñòü (çà-
êîí ïîãëîùåíèÿ êîíúþíêöèè) XX X= , à òàê-
æå ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè êîíúþíêöèè.

ÌÅÒÎÄ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ
Â ËÎÃÈÊÅ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ìåòîä äîêàçà-
òåëüñòâà òîãî, ÷òî ôîðìóëà G ÿâëÿåòñÿ ëî-
ãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë { }1, kF FK ,

êîòîðûé íàçûâàþò ìåòîäîì ðåçîëþöèé.
Îñîáåííîñòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îí îïåðèðóåò íå ñ ïðîèçâîëüíûìè ôîð-
ìóëàìè, à ñ äèçúþíêòàìè.

Çàìå÷àíèå.
Óñëîâèìñÿ íå ðàçëè÷àòü äèçúþíêòû,

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ îäèí èç äðóãîãî ñ
ïîìîùüþ êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâ-
íîñòè äèçúþíêöèè, à òàêæå çàêîíà ïîãëî-
ùåíèÿ äèçúþíêöèè ( X X X∨ = ). Íàïðèìåð,

X Y X Z Y Z X∨ ∨ ∨ = ∨ ∨ .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïóñòîé äèçú-
þíêò, òî åñòü äèçúþíêò, íå ñîäåðæàùèé
ëèòåðàëîâ. Â ìåòîäå ðåçîëþöèé åãî îáû÷-
íî îáîçíà÷àþò . Ñ÷èòàåì, ÷òî ïóñòîé
äèçúþíêò ëîæåí ïðè ëþáîé èíòåðïðåòà-
öèè, òî åñòü ðàâåí êîíñòàíòå 0. Íàïðè-
ìåð, ôîðìóëà F ∧  ðàâíîñèëüíà , à ôîð-
ìóëà F ∨  ðàâíîñèëüíà F.

Îïðåäåëåíèå.
Ëèòåðàëû X  è X  íàçûâàþò ïðîòèâî-

ïîëîæíûìè, èëè êîíòðàðíûìè.
Ïðàâèëîì ðåçîëþöèé â ëîãèêå âûñêà-

çûâàíèé íàçûâàþò ñëåäóþùåå ïðàâèëî: èç
äèçúþíêòîâ X F∨  è X G∨  âûâîäèì äèçú-
þíêò F G∨ .

Ïîñëåäíèé íàçûâàþò ðåçîëüâåíòîé èñ-
õîäíîé ïàðû äèçúþíêòîâ.

Ïðèìåð.
Èç äèçúþíêòîâ X Y Z∨ ∨  è X Y∨  âû-

âîäèì äèçúþíêò Y Z Y∨ ∨ . Çàìåòèì, ÷òî â
äàííûõ äèçúþíêòàõ åñòü åùå îäíà ïàðà
ïðîòèâîïîëîæíûõ ëèòåðàëîâ.

Ïðèìåíÿòü ïðàâèëî ðåçîëþöèé íå îáÿ-
çàòåëüíî ê ñàìûì ëåâûì ëèòåðàëàì (ïî-
ñêîëüêó íå ðàçëè÷àþòñÿ äèçúþíêòû, îòëè-
÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì çàïèñè ëèòåðàëîâ).
Òîãäà ïðàâèëî ðåçîëþöèé, ïðèìåíåííîå
ê ëèòåðàëàì Y è Y ýòèõ äèçúþíêòîâ, äàñò
X Z X∨ ∨ .

Çàìå÷àíèå.
Â äèçúþíêòàõ íå áóäåì ïèñàòü ïîâòî-

ðÿþùèåñÿ ëèòåðàëû è ïóñòîé äèçúþíêò ,
åñëè åñòü äðóãèå ëèòåðàëû.

Îáîñíóåì ïðàâèëî ðåçîëþöèé. Ñïðà-
âåäëèâî óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà.
Ðåçîëüâåíòà åñòü ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå

ïîðîäèâøèõ åå äèçúþíêòîâ.
Ðàññìîòðèì äèçúþíêòû X F∨  è X G∨ .

Ñîñòàâèì ñîâìåñòíóþ òàáëèöó èñòèííîñ-
òè ïîðîæäàþùèõ äèçúþíêòîâ è ðåçîëüâåí-
òû (òàáëèöà 3).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëà F G∨
åñòü ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå ôîðìóë X F∨
è X G∨ .

Îïðåäåëåíèå.
Ïóñòü S � ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ. Ðå-

çîëþòèâíûì âûâîäîì, èëè ïðîñòî âûâî-
äîì èç S, íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äèçúþíêòîâ 1, , nD DK  òàêóþ, ÷òî êàæäûé
äèçúþíêò ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàä-
ëåæèò S èëè ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ïî
ïðàâèëó ðåçîëþöèé.

Äèçúþíêò D âûâîäèì èç S, åñëè ñóùå-
ñòâóåò âûâîä èç S, ïîñëåäíèì äèçúþíêòîì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ D.

Âûâîä ïóñòîãî äèçúþíêòà èç S íàçû-
âàþò îïðîâåðæåíèåì S.

Ïðèìåð.
Ïóñòü { ,S X Y= ∨  ,Z X Y∨ ∨  }Y , òîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 ,D Z X Y= ∨ ∨ ,  2D Y= ,

3D Z X= ∨ ,  4 ,D X Y= ∨   5D Y Z= ∨   ÿâëÿ-
åòñÿ âûâîäîì èç S. Äèçúþíêò Y Z∨  âûâî-
äèì èç S.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåçîëþöèé îñíî-
âàíî íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà.
Ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ ëîãèêè âûñêà-

çûâàíèé S íåâûïîëíèìî òîãäà è òîëüêî

X  F  G  X F∨  X G∨  F G∨  
0 0 0 0 1 1 
0 0 1 0 1 1 
0 1 0 1 1 1 
0 1 1 1 1 1 
1 0 0 1 0 1 
1 0 1 1 1 1 
1 1 0 1 0 1 
1 1 1 1 1 1 

Òàáëèöà 3.

òîãäà, êîãäà èç S âûâîäèì ïóñòîé äèçú-
þíêò.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [1�3].

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó, ïîñòðîèì àëãîðèòì
äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ôîðìó-
ëà G ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ìíîæåñòâà
ôîðìóë { }1, , kF FK .

Àëãîðèòì.
Øàã 1. Ñîñòàâëÿåì ìíîæåñòâî ôîðìóë

{ 1, , ,kT F F= K  }G .
Øàã 2. Êàæäóþ èç ôîðìóë ìíîæåñòâà

T ïðèâîäèì ê ÊÍÔ è â ïîëó÷åííûõ ôîð-
ìóëàõ çà÷åðêèâàåì çíàêè êîíúþíêöèè.
Ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S.

Øàã 3. Ñòðîèì îïðîâåðæåíèå S.
Åñëè íà øàãå 3 ïîñòðîåíî îïðîâåð-

æåíèå S, òî ôîðìóëà G åñòü ëîãè÷åñêîå
ñëåäñòâèå ôîðìóë { }1, , kF FK . Èíà÷å G íå
ÿâëÿåòñÿ èõ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì.

Îáîñíîâàíèåì àëãîðèòìà ñëóæèò ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà.
Ìíîæåñòâî ôîðìóë T è ìíîæåñòâî

äèçúþíêòîâ S, ïîëó÷åííîå íà øàãå 2 àë-
ãîðèòìà, îäíîâðåìåííî âûïîëíèìû (èëè
íåâûïîëíèìû).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ôîðìóëà iG
åñòü ÊÍÔ ôîðìóëû iF T∈ . Òîãäà

1 2 ki i i iG D D D= ∧ ∧L . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
êîíúþíêöèè, î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíèìîñòü
ôîðìóëû iG  ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìîñòè
ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ 

1 2
, , ,

ki i iD D DK .

Ïðèìåð.
Ïðèìåíèì ìåòîä ðåçîëþöèé äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è î õèùåíèè íà ñêëàäå. Ìíîæå-
ñòâî ôîðìóë T èìååò âèä:

{ 1 ,T F X Y Z= = ∨ ∨  2 ,F X Y Z= ⇒ ∨

3 ,F Z=  }G Y= .
Ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà 2 ïîëó÷àåì

ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ:

{ 1 ,S D X Y Z= = ∨ ∨  2 ,D X Y Z= ∨ ∨

3 ,D Z=  }4D Y= .

Ñòðîèì îïðîâåðæåíèå S. Íàä çíàêîì
ðàâåíñòâà áóäåì óêàçûâàòü ïàðó ïîðîæ-
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äàþùèõ äèçúþíêòîâ, åñëè î÷åðåäíîé äèçú-
þíêò ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó ðåçîëþöèé.

2 1,

1 2 5, , ,
D D

D D D Y Z= ∨  
5 3,

3 6, ,
D D

D D Y=
6 4,

4 7, ,
D D

D D = .

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà G � ëîãè÷åñ-
êîå ñëåäñòâèå, òî åñòü Äæîíñîí âèíîâåí.

Â ìíîæåñòâå äèçúþíêòîâ ÷àñòî ñóùå-
ñòâóåò íå îäíà ïàðà äèçúþíêòîâ, ê êîòî-
ðûì ìîæíî ïðèìåíèòü ïðàâèëî ðåçîëþ-
öèé. Ñïîñîá âûáîðà äèçúþíêòîâ è ëèòå-
ðàëîâ â íèõ, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ ïðà-
âèëî ðåçîëþöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçîëüâåí-
òû, íàçûâàþò ñòðàòåãèåé ìåòîäà. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñòðàòåãèþ, êîòîðóþ
íàçûâàþò ñòðàòåãèåé íàñûùåíèÿ óðîâíåé.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî äèçúþí-
êòîâ S óïîðÿäî÷åíî.

Ñòðàòåãèÿ íàñûùåíèÿ óðîâíåé åñòü, ïî
ñóòè, íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá îðãàíèçà-
öèè ïîëíîãî ïåðåáîðà âîçìîæíûõ âàðè-
àíòîâ. Ñôîðìóëèðóåì åå â âèäå àëãîðèò-
ìà.

Àëãîðèòì.
Øàã 1. Ïîëîæèì 0S S= . Ïóñòü 2D  ïðî-

áåãàåò ïî ïîðÿäêó ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ

0S , íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Â êà÷åñòâå 1D
ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíî äèçúþíê-
òû èç 0S , ïðåäøåñòâóþùèå 2D , íà÷èíàÿ ñ
ïåðâîãî, è ôîðìèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1S , ñîñòîÿùóþ èç âñåâîçìîæíûõ ðåçîëü-
âåíò äèçúþíêòîâ 1D  è 2D .

Øàã n. Ïóñòü ïîëó÷åíû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè 0 1 1, , , nS S S−K . Ñòðîèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü nS  ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà-
÷åñòâå 2D  áåðóòñÿ ïî ïîðÿäêó äèçúþíêòû

èç 1nS − , à â êà÷åñòâå 1D  � äèçúþíêòû èç

0 1 1nS S S−∪ ∪ ∪K , ïðåäøåñòâóþùèå 2D .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nS  áóäåò ñîñòîÿòü èç
âñåâîçìîæíûõ ðåçîëüâåíò äèçúþíêòîâ 1D
è 2D . Ïðè ýòîì, åñëè ðåçîëüâåíòà ñîâïà-
äàåò ñ îäíèì èç äèçúþíêòîâ, ïðèíàäëåæà-
ùèì óðîâíÿì 0 1 1, , , nS S S−K , îíà íå âêëþ-
÷àåòñÿ â òåêóùèé óðîâåíü.

Ïðîöåññ ïîðîæäåíèÿ ðåçîëüâåíò ïðå-
êðàùàåòñÿ, êàê òîëüêî ïîëó÷àåòñÿ ïóñòîé
äèçúþíêò.

Óðîâíÿìè íàçûâàþò ïîñòðîåííûå ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè äèçúþíêòîâ 0 1, , , nS S SK .

Ïðèìåð.
Ïðèìåíèì ñòðàòåãèþ íàñûùåíèÿ óðîâ-

íåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î õèùåíèè íà
ñêëàäå. Êàê è ðàíåå íàä çíàêîì ðàâåí-
ñòâà áóäåì óêàçûâàòü ïàðó ïîðîæäàþùèõ
äèçúþíêòîâ.

Øàã 1. Ñòðîèì óðîâåíü 1S :
2 1,

1 5 ,
D D

S D Y Z
= = ∨


 
3 1,

6 ,
D D

D X Y= ∨

3 2,

7 ,
D D

D X Y= ∨  
4 1,

8 ,
D D

D X Z= ∨  
4 2,

9

D D

D X Z
= ∨ 

.

Øàã 2. Ñòðîèì óðîâåíü 2S :
5 3,

2 9 ,
D D

S D Y
= =


 
5 4,

10 ,
D D

D Z=  
6 4,

11 ,
D D

D X=

7 4,

12

D D

D X
= 

.

Øàã 3. Ñòðîèì óðîâåíü 3S :
9 4,

3 13

D D

S D
 = = 
 

Áîëåå ãëóáîêî ìåòîä ðåçîëþöèé è åãî
ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè îïèñàíû â [1].

Ðûáèí Ñåðãåé Âèòàëüåâè÷,
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